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�e²ení 1. série

Symetrie a rotace

Úloha 1.1. Kouma tkal koberec a upevnil si nit¥ ve stavu rovnob¥ºn¥. Le£ stav mu sko£ila
ko£ka an za£ala si s provázky hrát. Provázky sice z·staly upevn¥né, v²ak za²modrchané.
Výsledný stav vypadal takto. Dopl¬te prost°ední £ást obrázku, tzn. nakreslete, kterak
budou provázky napojeny a jak se budou k°íºit (pozor, záleºí, který p°i k°íºení bude "dole"a
který "naho°e").

�e²ení. Po chvíli zamy²lení, co znamená, ºe provázky jsou stále upevn¥né na stavu nás
napadne °e²ení, ve kterém horní za£átek obrázku ozrcadlíme, spodní taky a konce uprost°ed
spojíme.

Úloha 1.2. Kouma si hrál se svojí oblíbenou krychlí, která m¥la kaºdou st¥nu ozna£enou
lepítkem jiné barvy. P°i²el �ouma, krychli mu sebral a v²echna lepítka mu sundal. To mu
ale bylo málo, a tak dal krychli do zrcadlicí krabi£ky, jeº n¥kdy zrcadlov¥ zobrací sv·j
obsah a jindy ne.

"Kéº bych si byl ozna£il n¥které z vrchol· krychle, pak bych moºná um¥l lepítka vrátit
na jejich p·vodní místo"povzdechl si Kouma nad výsledkem �oumova °ád¥ní.
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Existuje ozna£ení vrchol· jednou barvou (tedy vrchol bu¤ je, nebo není ozna£en), které
by sta£ilo k jednozna£nému ur£ení st¥n, p°estoºe Kouma neví, zda byla krychle zrcadlena,
£i ne?

�e²ení. �e²ení od Dalibora Kramá°e: Ozna£me n po£et obarvených vrchol· n;n ∈M ;M =
{x ∈ N0;x < 9}.

Jelikoº situace pro n obarvených vrchol· je stejná jako pro 8-n, tak BÚNO jsou obarveny
maximáln¥ 4 vrcholy. Úlohu budeme °e²it tak, ºe najdeme moºné zrcadlení a ukáºeme, ºe
není ozna£ení které unikátn¥ zobrazí krychli.

Pro n ∈ {0, 1, 2} z°ejm¥ neexistuje °e°ení (lze dokázat nap°íklad vyzkou²ením moºností,
pro n = 2 jich je pouze 7, kdyº BÚNO za�xujeme jeden bod.)

(1) n = 3
Máme 6 st¥n a 3 vrcholy, jeden vrchol p°i°adíme práv¥ t°em stranám, proto dle Di-

richletova principu na alespo¬ jedné stran¥ jsou alespo¬ dva vrcholy. Nejd°íve vy°e²íme
situaci pro práv¥ dva vrcholy. BÚNO si zvolíme body na horní st¥n¥. Zde je situace vºdy
nejednozna£ná pro body na diagonále i na hran¥. Pro t°i vrcholy na jedné st¥n¥ je situace
z°ejm¥ nejednozna£ná. (Díky zrcadlení)

(2)n = 4
Situaci op¥t rozd¥líme na p°ípady, kdy leºí t°i body na st¥n¥, a kdy ne. Pokud ne, tak

dostáváme jen dv¥ situace (+ oto£ení). Viz obr (z°ejm¥ nejednozna£né): Nyní máme t°i
vrcholy na jedné stran¥,

BÚNO zvolíme je na svrchní st¥n¥.
Pokud zvolíme £tvrtý bod tak, ºe nevznikne nová st¥na s t°emi obarvenými vrcholy,

nebo vzniknou (práv¥) dv¥, pak situace je op¥t nejednozna£ná. V prvním p°ípad¥ proto, ºe
situace je ekvivalentní se situací 1. V druhém se situace nezm¥ní oto£ením podle t¥lesové
úhlop°í£ky.

Zbývá nám jen situace, kdy se vytvo°í práv¥ jedna st¥na se t°emi vrcholy. Tyto situace
si nakreslíme:
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Zde v obou p°ípadech ukáºeme stejné ozna£ení vrchol· p°i oto£ení (v druhém postup
provedeme na oto£ené krychli).

Ob¥ krychle 9 (první a modi�kovanou) oto£íme o oto£íme o 180o okolo osy z (p°edo-
zadní), následn¥ o 90o podle osy y p°i pohledu shora ve sm¥ru hodin.

Vrcholy tedy nelze unikátn¥ ozna£it.

Úloha 1.3. Henry se jednoho letního dne rozhodl vytvo°it um¥lou sn¥hovou vlo£ku.
Vlo£ka má tvar pravidelného ²estiúhelníku ABCDEF .
Na úhlop°í£ce AD si vyzna£il bod X, kterým vedl dv¥ p°ímky, jednu rovnob¥ºnou ke

stran¥ AB, druhou ke stran¥ AF . Pr·se£íky t¥chto p°ímek s okrajem vlo£ky ozna£il body
K,L,M,N jako na obrázku níºe.

Dokaºte, ºe body K,L,M,N leºí na kruºnici, která protíná ²estiúhelník v dal²ích 8
bodech O,P,Q,R, S, T, U, V . Dále dokaºte, ºe útvary OMNRTV a KLPQSU jsou pravi-
delné ²estiúhelníky.

�e²ení. Poznamenejme nejd°íve, ºe libovolná symetrie (oto£ení, osová nebo st°edová sou-
m¥rnost) zachovává úhly a vzdálenosti. Dokáºeme, ºe KLMN leºí na kruºnici, jejíº st°ed
S je st°edem ²estiúhelníku. Podívejme se na vzdálenosti jednotlivých bod· od S. Ozna£me
LS = r, tuto vzdálenost má také MS nebo´ vidíme, ºe M se zobrazí na L p°i osové sou-
m¥rnosti podle osy oAD (p°ímka ur£ená body A a D). Dále vidíme, ºe M se zobrazí na K
p°i osové soum¥rnosti podle osy oSFASCD

(p°ímka ur£ená st°edy stran FA a CD). Tedy
SM = SK a dále SK = SN díky osové symetrii podle oAD. Tyto £ty°i body tedy leºí
na kruºnici se st°edem S a vidíme, ºe pokud X je r·zné od S, pak tato kruºnice protne
²estiúhelník v dal²ích 8 bodech. Nyní dokaºme, ºe KLPQSU je pravidelný ²estiúhelník.
Uvaºme rotaci o 60 stup¬· (proti sm¥ru hodinových ru£i£ek). Potom se bod L zobrazí na
bod P , nebo´ L leºí na stran¥ AF , která se zobrazí na AB a vzdálenost LA je stejná jako
vzdálenost PB (LA = MA podle oAD a AM = PB podle oSABSDE

). Tedy úhel LSP je
60 stup¬· a LS = PS, coº znamená, ºe tedy APS je rovnostranný a LP = r. Dal²ími
rotacemi dostaneme stejný výsledek pro zbylé vrcholy ²estiúhelníku KLPQSU . V²echny
strany tak mají stejnou délku a ²estiúhelník je pravidelný. Pravidelnost druhého ²estiúhel-
níku plyne z osové symertrie podle oAD (OMNRTV je obrazem KLPQSU). Poznámka:
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Pokud X je S nebo X leºí ve £tvrtin¥ úhlop°í£ky AD, dva men²í ²estiúhelníky se sb¥hnou
do jednoho a kruºnice pak protíná ABCDEF pouze v 6 bodech, to nám v zadáni trochu
uteklo.

Úloha 1.4. Mat¥j, Lib¥nka a Henry hráli matematickou tichou po²tu. Kaºdý si tajn¥ vy-
myslel vlastní kvadratický polynom (nenulový). Mat¥j vzal libovolné £íslo, dosadil do svého
polynomu a po²eptal výsledek Lib¥nce. Lib¥nka toto £íslo dosadila do svého polynomu a
po²eptala sv·j výsledek Henrymu a ten provedl totéº a výsledné £íslo vyk°ikl. Mat¥j nem¥l
fantazii a vymyslel jen £ísla 1, . . . , 8. Velmi se podivil tomu, ºe Henry pokaºdé vyk°ikl £íslo
0. �ouma ²el kolem a pochlubil se tím, ºe uº zná v²echny t°i polynomy. Mohl se tento
p°íb¥h stát ve skute£nosti? Tedy existují kvadratické polynomy f, g, h takové, ºe °e²ením
rovnice f(g(h(x))) = 0 jsou (mimo jiná) £ísla 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8.

�e²ení. Pro kvadratický polynom platí, ºe stejnou výstupní hodnotu má pro maximáln¥
dv¥ vstupní hodnoty. Toto nastane práv¥ tehdy, kdyº jsou ob¥ vstupní hodnoty stejn¥ vzdá-
leny od vrcholu paraboly. Abychom tedy mohli dostat 8 ko°en·, tak v²echny t°i polynomy
f, g, h musí po£et hodnot zredukovat na polovinu.

Na vstupu máme hodnoty 1, . . . 8 a polynom h je musí zredukovat na 4 hodnoty. Proto
musí platit, ºe vrchol paraboly polynomu h musí být v bod¥ [92 ;h(

9
2)]. Polynom h si tedy

ozna£me h(x) = a(x− 9
2)

2 + c; a 6= 0.
Polynom g te¤ musí ze 4 vstupních hodnot h(1) = h(8), h(2) = h(7), h(3) = h(6), h(4) =

h(5) vytvo°it pouze 2 výstupní hodnoty. Tyto vstupní hodnoty jsou bu¤ ve vzestupném
nebo v sestupném po°adí (protoºe jedna v¥tev paraboly je bu¤ klesající nebo rostoucí).
Aby byly výstupní hodnoty pouze dv¥, musí platit, ºe hodnoty h(1), h(4) a h(2), h(3) jsou
stejn¥ vzdáleny od vrcholu paraboly funkce g. Tedy musí platit, ºe aritmetický pr·m¥r
hodnot h(1), h(4) a h(2), h(3) musí být stejný.

h(1)+h(4)
2 = h(2)+h(3)

2
h(1) + h(4) = h(2) + h(3)
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a15
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a = 0
Ale o a víme, ºe je nenulové, tudíº jsme do²li ke sporu.
Zjistili jsme tedy, ºe existence takových polynom· vede ke sporu, a proto takové poly-

nomy nemohou existovat.

Úloha 1.A. Kouma p°ed �oumu opatrn¥ vyskládal bezrozm¥rné kno�íky do m°íºky 4×4,
odstranil kno�íky ze 2 prot¥j²ích roh· a poloºil �oumovi otázku: "Kolik dal²ích kno�ík·
musím odd¥lat, aby ºádné £ty°i zbývající neutvo°ily £tverec?"

�ouma bez váhání odpov¥d¥l: "Sta£í odd¥lat tyto dva."
"Nechal se nachytat! Nechal se nachytat! Zapomn¥l jsi na ²ikmé £tverce!"za£al zpívat

Kouma.
Ukaºte �oumovi, kolik nejmén¥ kno�ík· je pot°eba odd¥lat, aby libovolné £ty°i kno�íky

neutvo°ily ºádný, tedy ani ²ikmý £tverec.

�e²ení. Je pot°eba odstranit nejmén¥ 4 kno�íky. S odstran¥ním pouze 4 to lze následovn¥:
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Dále dokaºme, ºe nesta£í odstranit jen 3 kno�íky. Ozna£me si kno�íky následujícím zp·-
sobem:

Zam¥°me se na £tverce BHMG a CDLK, tyto £tverce nemají ºádný spole£ný kno�ík. Bu-
deme muset tedy odstranit jeden kno�ík z kaºdého z nich, ozna£me si C, G, H, I jako
Dvojky (s dv¥ma dírkami) a B, D, K, M jako Nuly (bez dírek).

Rozeberme v²echny 3 p°ípady podle toho, jakého druhu jsou odebrané kno�íky (dv¥ Dvojky,
dv¥ Nuly, kaºdý jiný). Pokud jsou oba dva odebrané kno�íky Dvojky, vidíme na obrázku,
ºe se obou £tverc· ADEB a JMNK odstran¥ním jednoho kno�íku nezbavíme.

Pokud jsou oba Nuly, tak máme problém se £tverci AHJC a ELNG.
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Pokud jsou r·zného druhu, tak dv¥ zbylé Dvojky tvo°í £tverec s kno�íky E a J, obdobn¥
pro Nuly F a I. Tyto £tverce nemají spole£ný kno�ík, op¥t to nezvládneme jen odstran¥ním
jednoho kno�íku. Zde je konkrétní p°íklad, pokud jsme odstranily B a C.

Ve v²ech p°ípadech jsem tedy ukázali, ºe 3 kno�íky nesta£í.

Úloha 1.B. Bubla si hlasit¥ povzdechla.
"Copak?"za£ala se zajímat Lib¥nka.
"Mám kvadratickou rovnici x2 + ax + b = 0, ale pro má celá £ísla a, b nemá reálné

°e²ení."
"A má °e²ení bx2c+ ax+ b = 0?"
Bubla se zatvá°ila zmaten¥, ale po krátké pauze vybuchla v nekontrolovatelný záchvat

smíchu.
Existují celá £ísla a, b taková, ºe rovnice x2 + ax + b = 0 nemá reálné °e²ení, ale

bx2c+ ax+ b = 0 má? (bxc zna£í nejv¥t²í celé £íslo, které nep°evy²uje x.)

�e²ení. Aby rovnica x2+ax+b = 0 nemala reálne rie²enie, musí ma´ záporný determinant
a teda musí plati´ a2 − 4b < 0, z £oho plynie a2

4 < b. Z de�nície zaokrúh©ovania platí
x2−1 < bx2c, a preto x2+ax+ b−1 < bx2c+ax+ b. Ke¤ºe pravá strana je niekedy rovná
0, tak ©avá strana je niekedy záporná. Ke¤ºe funkciou ©avej strany je konvexná parabola,
tak musí prechádza´ cez os x a teda má reálne korene. Preto platí a2 − 4b+ 4 > 0 a teda
a2

4 + 1 > b. Tým sme zhora aj zdola ohrani£ili b: a2

4 + 1 > b > a2

4 . Ak je a párne, tak
a2 je delite©né 4 a nie je ºiadne celé b, ktoré by vyhovovalo daných ohrani£eniam. Ak je
a nepárne, tak má a2 po delení 4 zvy²ok 1. Preto b = a2+3

4 . Môºeme teda skú²a´ a a
dopo£íta´ príslu²né b a jednoducho overi´, ºe rovnica so zaokrúhlením má rie²enie. Také
dvojice sú napríklad (3, 3), (−3, 3), (5, 7), (−5, 7) . . ..

Úloha 1.C. Kouma a �ouma stojí v po£átku ovocného sadu. Jejich ovocný sad je celo£í-
selná m°íºka 2017×2017, ve které se v kaºdém bod¥ m°íºky krom¥ po£átku nachází jablo¬.
Kaºdý den si vyberou dv¥ p°irozená £ísla i, j, i 6= j, a vydají se do bodu (i, j). Kouma jde
po p°ímce a Nouma chodí jen doprava a nahoru po m°íºce. Pokud narazí do n¥jaké jablon¥,
vezmou si z ní jablko, i z jablon¥ v bod¥ (i, j). Kouma si v²iml, ºe existuje mnoºina £ísel S
taková, ºe pokud se vydají do bodu (i, j), i, j ∈ S, i 6= j, bude pom¥r po£tu jablek, které
nasbírají (�ouma/Kouma) taky v S. Kolik prvk· muºe mít S?
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�e²ení. Nejprve rozmysleme, kolik oba nasbírají jablek, kdyº se vydají do bodu (i, j).
�ouma musí ujít délku i po horizontální ose a délku j po vertikální, nehled¥ na to kudy
p·jde. Proto sesbírá i+ j jablek. Kouma jde po p°ímce danou rovnicí y

x = j
i , kde nav²tíví

ty body x, y, které spl¬ují 0 < x ≤ i, 0 < y ≤ j. Vykra´me zlomek j
i do základního tvaru

j
i =

j0(i,j)
i0(i,j)

= j0
i0

1. Pak nutn¥ y = k · j0, x = k · i0, pro p°irozené k, spl¬ující 0 < k ≤ (i, j).
Pro k máme tedy (i, j) moºností, coº je po£et jablek, které Kouma nasbírá.

Nyní se uº podívejme na mnoºinu S. Víme, ºe pokud i, j ∈ S, i 6= j, pak i+j
(i,j) ∈ S. Pokud

by S obsahovala nesoud¥lné prvky i, j, pak by obsahovala i prvek i+j. Navíc by obsahovala
i v²echny prvky tvaru i + tj, pro libovolné t a tím byla nekone£ná, p°estoºe ná² sad je
kone£ný. A pro£ obsahuje v²echny tyto prvky? Dokaºme indukcí: Pokud i+ (t− 1)j ∈ S,
pak i i+(t−1)j+j

(i+(t−1)j,j = i+tj
(i,j) = i+ tj ∈ S.

Nutn¥ musí být v²echna £ísla po dvou soud¥lná a tedy (i, j) ≥ 2 pro v²echna i, j ∈ S.
Navíc víme, ºe v²echny prvky S jsou v¥t²í neº 1. Nyní p°ichází trik: Jelikoº je S kone£ná,
m·ºeme uváºit nejmen²í prvek i > 1 a druhý nejmen²í prvek j > 2. Mrkn¥me se na velikost
i+j
(i,j) :

i ≤ i+ j

(i, j)
≤ i+ j

2
<

j + j

2
= j

Z toho vyplývá, ºe i+j
(i,j) = i, protoºe mezi prvky i a j ºádný jiný prvek není. Tedy

i(i, j) = i+ j. i d¥lí ob¥ strany, takºe i j, z £ehoº hned (i, j) = i⇒ i2 − i = j. V²imn¥me
si, ºe pokud i = 2, pak i = j, proto i > 2. Vidíme, ºe dvouprvková mnoºina {i, i2 − i}
spl¬uje zadání a v²echny dvouprvkové mnoºiny spl¬ující zadání jsou tohoto tvaru. Pokud
bychom p°ipustili existenci t°etího prvku, vezm¥me op¥t t°etí nejmen²í, k, pak i+k

(i,k) = j =

i2 − i (nem·ºe se rovnat i, jinak by j = k), coº upravíme na (i, k)(i2 − i) = i + k. Op¥t
i|k ⇒ i = (i, k). Proto k = i3 − i2 − i. Tak te¤ zbývá poslat Noumu a Koumu do bodu
(j, k) = (i2 − i, i3 − i2 − i):

i3 − i2 − i+ i2 − i

(i2 − i, i3 − i2 − i)
=

i3 − 2i

(i2 − i, i3 − 2i)
=

i2 − 2

(i− 1, i2 − 2)
=

i2 − 2

(i− 1, 1)
= i2 − 2

To skoro vypadá, ºe j < i2−2 < k! Dokaºme to. Levá nerovnost je jasná i2− i < i2−2.
Pravá nerovnost také, nebo´ i2 − 2 < i3 − i2 − i je ekvivalentní s 0 < i3 − 2i2 − i + 2 =
(i − 2)(i + 1)(i − 1), coº platí (kaºdý z £initel· je kladný). No ale mezi prvky j, k ºádný
jiný není. To je spor s existencí prvku k.

V²echny mnoºiny S spl¬ující zadání jsou tedy dvouprvkové.

1(i, j) zna£í nejv¥t²í spole£ný d¥litel £ísel i a j
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