XXIV. ro¢nik BRKOS 2017/2018

ReSeni 1. série

SYMETRIE A ROTACE

Uloha 1.1. Kouma tkal koberec a upevnil si nit& ve stavu rovnobézné. Le¢ stav mu skocila
kocka an zacala si s provazky hrat. Provizky sice zlistaly upevnéné, v8ak zasmodrchané.
Vysledny stav vypadal takto. Doplitte prostiedni ¢&st obrazku, tzn. nakreslete, kterak
budou provazky napojeny a jak se budou kiizit (pozor, zélezi, ktery pii kiizeni bude "dole"a
ktery "nahote").
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ReSeni. Po chvili zamysleni, co znamené, Ze provazky jsou stale upevnéné na stavu nés
napadne feseni, ve kterém hornf za¢atek obrazku ozrcadlime, spodni taky a konce uprostied
spojime.

Uloha 1.2. Kouma si hrél se svoji oblibenou krychli, ktera méla kazdou sténu oznacenou
lepitkem jiné barvy. Pfisel Nouma, krychli mu sebral a vSechna lepitka mu sundal. To mu
ale bylo malo, a tak dal krychli do zrcadlici krabicky, jez nékdy zrcadlové zobraci svij
obsah a jindy ne.

"Kéz bych si byl oznalil nékteré z vrchold krychle, pak bych moznéa umél lepitka vratit
na jejich ptivodni misto"povzdechl si Kouma nad vysledkem Noumova Ffadén.
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Existuje oznaceni vrchold jednou barvou (tedy vrchol bud je, nebo neni oznacen), které
by stacilo k jednozna¢nému uréeni stén, prestoze Kouma nevi, zda byla krychle zrcadlena,
wr (?
¢ ne?

Reseni. Reseni od Dalibora Kramére: Ozna¢me n pocet obarvenych vrcholin;n € M; M =
{z € No;z < 9}.

JelikoZ situace pro n obarvenych vrcholi je stejna jako pro 8-n, tak BUNO jsou obarveny
maximalné 4 vrcholy. Ulohu budeme fegit tak, e najdeme mozné zrcadleni a ukazeme, 7e
neni oznaceni které unikatné zobrazi krychli.

Pron € {0,1, 2} ziejmé neexistuje fefeni (1ze dokazat naptiklad vyzkouSenim moznosti,
pro n = 2 jich je pouze 7, kdyz BUNO zafixujeme jeden bod.)

(1) n=3

Mame 6 stén a 3 vrcholy, jeden vrchol pfifadime pravé tfem stranidm, proto dle Di-
richletova principu na alespoii jedné strané jsou alespoit dva vrcholy. Nejdiive vyfesime
situaci pro pravé dva vrcholy. BUNO si zvolime body na horni sténg. Zde je situace vidy
nejednoznac¢né pro body na diagonale i na hrané. Pro t¥i vrcholy na jedné sténé je situace
ziejmeé nejednoznacna. (Diky zrcadleni)

(2)n =4

Situaci opét rozdélime na pripady, kdy lezi t¥i body na sténé, a kdy ne. Pokud ne, tak
dostavame jen dvé situace (+ otoceni). Viz obr (zfejmé nejednoznacéné): Nyni mame tii
vrcholy na jedné strané,
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BUNO zvolime je na svrchni sténé.

Pokud zvolime &tvrty bod tak, Ze nevznikne nova sténa s tfemi obarvenymi vrcholy,
nebo vzniknou (pravé) dvé, pak situace je opét nejednoznaénéd. V prvnim p¥ipadé proto, ze
situace je ekvivalentni se situac{ 1. V druhém se situace nezméni otocenim podle télesové
uhlopricky.

Zbyva nam jen situace, kdy se vytvoii pravé jedna sténa se tfemi vrcholy. Tyto situace
si nakreslime:

I
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Zde v obou pfipadech ukadzeme stejné oznaceni vrcholt pii otofeni (v druhém postup
provedeme na oto¢ené krychli).

Obé krychle 9 (prvni a modifikovanou) oto¢ime o otoc¢ime o 180° okolo osy z (piedo-
zadni), nasledné o 90° podle osy y p#i pohledu shora ve sméru hodin.

Vrcholy tedy nelze unikatné oznacit.

Uloha 1.3. Henry se jednoho letniho dne rozhodl vytvofit umélou snéhovou vlocku.

Vlocka mé tvar pravidelného Sestithelniku ABCDEF.

Na tuhlopficce AD si vyznadil bod X, kterym vedl dvé pfimky, jednu rovnobé&znou ke
strané AB, druhou ke strané AF'. Priseciky téchto pfimek s okrajem vloc¢ky oznadil body
K,L, M, N jako na obrizku nize.

Dokazte, ze body K, L, M, N lezi na kruznici, kterd protina Sestithelnik v dalgich 8
bodech O, P,Q, R, S, T,U, V. Déale dokazte, ze utvary OMNRITV a KLPQSU jsou pravi-
delné Sestitheln

Reseni. Poznamenejme nejdiive, Ze libovolna symetrie (otoceni, osova nebo st¥edové sou-
mérnost) zachovava thly a vzdalenosti. Dokazeme, ze K LM N lezi na kruznici, jejiz stied
S je stfedem Sestithelniku. Podivejme se na vzdalenosti jednotlivych bodii od S. Oznacme
LS = r, tuto vzdalenost méa také M.S nebot vidime, Zze M se zobrazi na L pFi osové sou-
mérnosti podle osy o4p (pfimka uré¢end body A a D). Dale vidime, ze M se zobrazi na K
pii osové soumérnosti podle osy os, ,s., (pfimka urcend stfedy stran F'A a CD). Tedy
SM = SK a dale SK = SN diky osové symetrii podle o4p. Tyto ¢tyfi body tedy lezi
na kruznici se stfedem S a vidime, Ze pokud X je rtizné od S, pak tato kruznice protne
Sestinhelnik v dalgich 8 bodech. Nyni dokazme, ze KLPQSU je pravidelny Sestitthelnik.
Uvazme rotaci o 60 stupitt (proti sméru hodinovych ruéicek). Potom se bod L zobrazi na
bod P, nebot L lezi na strané AF, které se zobrazi na AB a vzdalenost LA je stejna jako
vzdalenost PB (LA = M A podle oap a AM = PB podle o0g,,5,,)- Tedy thel LSP je
60 stupna a LS = PS, coz znamend, ze tedy APS je rovnostranny a LP = r. Dalsimi
rotacemi dostaneme stejny vysledek pro zbylé vrcholy Sestithelniku KLPQSU. V8echny
strany tak maji stejnou délku a Sestithelnik je pravidelny. Pravidelnost druhého Sestitihel-
niku plyne z osové symertrie podle oa4p (OMNRTYV je obrazem KLPQSU). Poznamka:
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Pokud X je S nebo X lezi ve ¢tvrtiné uhlop#icky AD, dva mensi Sestitthelniky se shéhnou
do jednoho a kruznice pak protinda ABCDEF pouze v 6 bodech, to ndm v zadéani trochu
uteklo.

Uloha 1.4. Matéj, Libénka a Henry hrali matematickou tichou postu. Kazdy si tajné vy-
myslel vlastni kvadraticky polynom (nenulovy). Matéj vzal libovolné &islo, dosadil do svého
polynomu a poSeptal vysledek Libénce. Libénka toto ¢islo dosadila do svého polynomu a
poseptala svilj vysledek Henrymu a ten provedl totéZ a vysledné ¢islo vyk¥ikl. Matéj nemél
fantazii a vymyslel jen ¢isla 1,...,8. Velmi se podivil tomu, Zze Henry pokazdé vyk¥ikl &islo
0. Nouma 8el kolem a pochlubil se tim, Ze uz zn4 vSechny t¥i polynomy. Mohl se tento
pribéh stat ve skutecnosti? Tedy existuji kvadratické polynomy f, g, h takové, Ze FeSenim
rovnice f(g(h(z))) =0 jsou (mimo jina) ¢isla 1,2,3,4,5,6,7,8.

ReSeni. Pro kvadraticky polynom plati, Ze stejnou vystupni hodnotu ma pro maximélné
dvé vstupni hodnoty. Toto nastane pravé tehdy, kdyz jsou obé vstupni hodnoty stejné vzda-
leny od vrcholu paraboly. Abychom tedy mohli dostat 8 kotenti, tak vSechny t¥i polynomy
f, g, h musi pocet hodnot zredukovat na polovinu.

Na vstupu mame hodnoty 1,...8 a polynom h je musi zredukovat na 4 hodnoty. Proto
musi platit, Ze vrchol paraboly polynomu h musi byt v bodé [%; h(%)] Polynom h si tedy
oznatme h(z) = a(z — 3)? + ¢;a # 0.

Polynom g ted musi ze 4 vstupnich hodnot h(1) = h(8),h(2) = h(7),h(3) = h(6),h(4) =
h(5) vytvorit pouze 2 vystupni hodnoty. Tyto vstupni hodnoty jsou bud ve vzestupném
nebo v sestupném poiadi (protoZe jedna vétev paraboly je bud klesajici nebo rostouci).
Aby byly vystupni hodnoty pouze dvé, musi platit, ze hodnoty h(1),h(4) a h(2), h(3) jsou
stejné vzdaleny od vrcholu paraboly funkce g. Tedy musi platit, ze aritmeticky primér
hodnot h(1),h(4) a h(2), h(3) musi byt stejny.

h(1)4+h(4) _ h(2)+h(3)
2 - 2
h(1) + h(4) = h(2) + h(3)

Ale o a vime, Ze je nenuloveé, tudiZ jsme dogli ke sporu.
Zjistili jsme tedy, Ze existence takovych polynomi vede ke sporu, a proto takové poly-
nomy nemohou existovat.

Uloha 1.A. Kouma pied Noumu opatrné vyskladal bezrozmérné knofliky do miizky 4 x 4,
odstranil knofliky ze 2 protéjsich rohu a polozil Noumovi otézku: "Kolik dalgich knofliki
musim oddélat, aby zadné ¢tyii zbyvajici neutvorily ¢tverec?"

Nouma bez vahani odpovédél: "Staci oddélat tyto dva."

"Nechal se nachytat! Nechal se nachytat! Zapomnél jsi na Sikmé Etverce!"zacal zpivat
Kouma.

Ukazte Noumovi, kolik nejméns knoflikii je potieba oddélat, aby libovolné &ty¥i knofliky
neutvorily zadny, tedy ani Sikmy ctverec.

Regeni. Je potfeba odstranit nejméné 4 knofliky. S odstranénim pouze 4 to lze nasledovné:
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Dale dokazme, Ze nestaci odstranit jen 3 knofliky. Oznac¢me si knofliky nasledujicim zpti-
sobem:
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Zaméime se na ¢tverce BHMG a CDLK, tyto ¢tverce nemaji zadny spoletny knoflik. Bu-
deme muset tedy odstranit jeden knoflik z kaZzdého z nich, oznac¢me si C, G, H, I jako
Duojky (s dvéma dirkami) a B, D, K, M jako Nuly (bez direk).
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Rozeberme vsechny 3 piipady podle toho, jakého druhu jsou odebrané knofliky (dvé Dvojky,
dvé Nuly, kazdy jiny). Pokud jsou oba dva odebrané knofliky Dwvojky, vidime na obrazku,
7e se obou ¢tverci ADEB a JMNK odstranénim jednoho knofliku nezbavime.
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Pokud jsou oba Nuly, tak mame problém se ¢tverci AHJC a ELNG.
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Pokud jsou rtizného druhu, tak dvé zbylé Dvojky tvoii ¢tverec s knofliky E a J, obdobné
pro Nuly F a 1. Tyto ¢tverce nemaji spoleény knoflik, opét to nezvladneme jen odstranénim
jednoho knofliku. Zde je konkrétni piiklad, pokud jsme odstranily B a C.

Ve v8ech piipadech jsem tedy ukézali, ze 3 knofliky nestadi.

Uloha 1.B. Bubla si hlasité povzdechla.

"Copak?"zacala se zajimat Libénka.

"Mam kvadratickou rovnici 22 + ax + b = 0, ale pro ma cela &sla a,b nemé realné
reSeni."

"A mé fefeni [2%] + ax +b=07"

Bubla se zatvérila zmatené, ale po kratké pauze vybuchla v nekontrolovatelny zachvat
smichu.

Existuji cela ¢isla a,b takova, ze rovnice 22 4+ ax + b = 0 nem redlné feSeni, ale
|2%] + ax +b=0ma? (|x] znadi nejvétii celé ¢islo, které neprevyiuje x.)

Regeni. Aby rovnica z2+az+b = 0 nemala reélne rieSenie, musi mat zaporny determinant
a teda musi platit a®> — 4b < 0, z &oho plynie % < b. 7 definicie zaokruhlovania plati
2?2 —1 < |2?|, apreto 2 +ax+b—1 < |2%| +ax+b. KedZe pravd strana je niekedy rovna
0, tak l'ava strana je niekedy zaporna. KedZe funkciou l'avej strany je konvexné parabola,
tak musi prechadzat cez os = a teda ma reilne korene. Preto plati a® — 4b +4 > 0 a teda
% 4+ 1 > b. Tym sme zhora aj zdola ohraniéili b: % +1>b6> “742. Ak je a péarne, tak
a® je delitelné 4 a nie je ziadne celé b, ktoré by vyhovovalo danych ohrani¢eniam. Ak je
a nepérne, tak ma a? po deleni 4 zvySok 1. Preto b = %. Mbzeme teda skusat a a
dopocitat prislu§né b a jednoducho overit, Ze rovnica so zaokrihlenim m4 rieSenie. Také
dvojice su napriklad (3,3),(-3,3),(5,7),(=5,7)....

Uloha 1.C. Kouma a Nouma stoji v poc¢atku ovocného sadu. Jejich ovocny sad je celoéi-
selnd m¥izka 2017 x 2017, ve které se v kazdém bodé mfizky kromé pocatku nachazi jabloi.
Kazdy den si vyberou dvé p¥irozena ¢isla 7, j, i # j, a vydaji se do bodu (7, 7). Kouma jde
po piimce a Nouma chod{ jen doprava a nahoru po mfizce. Pokud narazi do néjaké jabloné,
vezmou si z ni jablko, i z jabloné v bodé (4, 7). Kouma si v8iml, Ze existuje mnozina ¢isel S
takova, ze pokud se vydaji do bodu (i,7), i,j € S, i # j, bude pomér poctu jablek, které
nasbiraji (Nouma/Kouma) taky v S. Kolik prvki muze mit S?
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Reseni. Nejprve rozmysleme, kolik oba nasbiraji jablek, kdy# se vydaji do bodu (i, ).

Nouma musi ujit délku ¢ po horizontalni ose a délku j po vertikalni, nehledé na to kudy

pajde. Proto sesbira ¢ + j jablek. Kouma jde po pfimce danou rovnici = j , kde navstivi

ty body z,y, které splinji 0 < x < 4,0 < y < j. Vykratme zlomek do zakladmho tvaru
J _ Jo(id) _ jo1
i do(hg) T do
Pro k méame tedy (¢, j) moznosti, coz je pocet jablek, které Kouma nasbira.

Nyni se uz podivejme na mnozinu S. Vime, Zze pokud 7, j € S, i # j, pak (HJ]) € S. Pokud
by S obsahovala nesoudélné prvky 4, j, pak by obsahovala i prvek i+ j. Navic by obsahovala
i v8echny prvky tvaru ¢ + tj, pro libovolné t a tim byla nekone¢nd, pfestoze nas sad je
kone¢ny. A pro¢ obsahuje vSechny tyto prvky? Dokazme indukci: Pokud i + (t — 1)j € S,

HQ-D)j+j _ ity _ ;
15y ) CLTHES

Nutné musi byt vSechna ¢isla po dvou soudélné a tedy (i,7) > 2 pro v8echna i,j € S.
Navic vime, Ze vSechny prvky S jsou vétsi nez 1. Nyni ptichézi trik: JelikoZ je S kone¢na,
miZzeme uvazit nejmensi prvek ¢ > 1 a druhy nejmensi prvek j > 2. Mrknéme se na velikost
i+7 .

(4:9)

Pak nutné y = k - jo, x = k - ig, pro pfirozené k, splnuJici 0<k<(i,79).

pak i

i+j<i+j J+J
= (i,5) T2 2
i+

7 toho vyplyva, ze Gl = = 4, protoZe mezi prvky ¢ a j zadny jiny prvek neni. Tedy

7

i(i,§) =i+ 7. i déli obé& strany, takze i j, z ¢ehoz hned (i,7) =i = i —i = j. V&imnéme
si, ze pokud i = 2, pak i = j, proto i > 2. Vidime, Ze dvouprvkova mnozina {i,i> — i}
splituje zadani a v8echny dvouprvkové mnoziny spliwujici zadanfi jsou tohoto tvaru. Pokud

bychom pfipustili existenci tfetiho prvku, vezméme opét treti nejmensi, k, pak (’Jf) =j=

i? — i (nemiize se rovnat 4, jinak by j = k), coz upravime na (i, k)(i2 — i) = i + k. Opét
ilk = i = (i,k). Proto k = i3 — i? — i. Tak ted zbyva poslat Noumu a Koumu do bodu
(4, k) = (i% —i,i® —i® —4):

i3 —i% —i+i%—i i3 —2i i —2 i —2 2
= = = =1 —
(12 — i3 —i2 —id)  (i2—4,i3—2i) (i—1,i2—-2) (i—1,1)

To skoro vypada, ze j < i —2 < k! Dokaime to. Leva nerovnost je jasna i?—i<i’—2.
Prava nerovnost take, nebot i? — 2 < i3 — 42 — i je ekvivalentni s 0 < 3 — 2i2 — i 4+ 2 =
(1 —2)(i+1)(i — 1), coz plati (kazdy z Ciniteld je kladny). No ale mezi prvky j, k zadny
jiny neni. To je spor s existenci prvku k.

Vgechny mnoziny S splhujici zadani jsou tedy dvouprvkové.

(i, 7) zna&i nejvétsi spole¢ny délitel &isel i a j
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