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�e²ení 6. série

3D

Úloha 6.1. Linda s Moutesem, Minh a Vojtou ²li do IKEI. V d¥tském koutku dávali
Kouma a �ouma vrací úder. Moutes se nudil, protoºe tam bylo málo princezen (krom¥
princezny Lib¥nky), aº do té doby, dokud se na obrazovce neobjevila tato úloha: Ur£ete
mnoºinu st°ed· v²ech kulových ploch, které procházejí danými t°emi navzájem r·znými
body A,B,C, které neleºí na jedné p°ímce. Pom·ºete Moutesovi vy°e²it tuto úlohu?

�e²ení. Hledanou mnoºinou bude pr·se£nice rovin soum¥rnosti úse£ek AB a BC. Práv¥
pro body X na rovin¥ soum¥rnosti úse£ky AB platí |AX| = |BX|. Práv¥ pro body Y
na rovin¥ soum¥rnosti úse£ky BC platí |BY | = |CY |. Práv¥ na pr·se£nici t¥chto rovin
leºí tedy body Z : |AZ| = |BZ| = |CZ|. To je ekvivalentní s tím, ºe bod Z je st°edem
kulové plochy, na které leºí body A,B,C. Kdyby pr·se£nice neexistovala, roviny by byly
rovnob¥ºné a tudíº úse£ky by byly rovnob¥ºné, takºe by musely body A,B,C leºet na
jedné p°ímce.

Úloha 6.2. Jakmile vy°e²il úlohu, pohádka skon£ila. Je dána p°ímka p a mimo ní bod A.
Ur£ete mnoºinu pat kolmic vedených bodem A ke v²em rovinám procházejícím p°ímkou p.

�e²ení. Uvaºme rovinu α, která prochází bodem A a je kolmá na p°ímku p. Pr·se£ík této
roviny s p°ímkou p ozna£me jako bod P . Promítn¥me v²e do této roviny rovnob¥ºným
promítáním a zjistíme, ºe by hledanou mnoºinou v²ech pat kolmic mohla být Thaletova
kruºnice nad pr·m¥rem AP , a to v£etn¥ bod· A a P .

Nejprve ukaºme, ºe v²echny body leºící na kruºnici vyhovují zadání. Kaºdý takový bod,
nazv¥me ho T je AT kolmé na PT , díky tomu, ºe leºí na Thaletov¥ kruºnici. Dále p°ímka
p je kolmá na p°ímku AT , protoºe p je kolmá na rovinu α, ve které AT leºí. Proto AT je
kolmá na rovinu tvo°enou r·znob¥ºkami p a PT , coº je práv¥ n¥jaká rovina β procházející
p°ímkou p. Tedy jakýkoli bod T leºící na Thaletov¥ kruºnici je opravdu patou kolmice
vedené z bodu A na rovinu procházející p°ímkou p.

Dále musíme ukázat, ºe ºádný jiný bod do mnoºiny nepat°í. P°ímka, která kolmá na
rovinu, je kolmá na v²echny p°ímky, které v ní leºí. To znamená, ºe pokud je AT kolmá
na rovinu procházející p°ímkou p, pak musí být kolmá na p, tedy nesmí leºet mimo rovinu
α. Ze stejného d·vodu musí být AT kolmá na PT , z £ehoº uº vyplývá,ºe T musí leºet na
Thaletov¥ kruºnici nad pr·m¥rem AT .

Úloha 6.3. Najednou se Linda pozastavila: �Co to bylo?�, Vojta zvolal: �Jakto, ºe skon£ilo
pohádkování?� a Minh se podivila: �Jakto, ºe úloha 2 tam byla jen tak?� V odpov¥¤ se
ozvalo z vy²²í dimenze: �Stali jsme se sv¥dky n¥jaké anomalie!� Po chvíli úºasu se rozklepala
zem¥: �Ach ne! D¥je se to znova!� Jsou dány dv¥ r·zné p°ímky a, b a rovina ρ, která je
kolmá k p°ímce a. Najd¥te v rovin¥ ρ mnoºinu v²ech bod·, kterými je moºno proloºit dv¥
navzájem kolmé roviny, z nichº jedná prochází p°ímkou a a druhá p°ímkou b.

�e²ení. P°edstavíme si úlohu tak, ºe si rovinu ρ postavíme na zem, tedy p°ímka a bude
£nít do vý²ky jako k·l. Ozna£me A pr·se£ík a a ρ. Nyní rozebereme 3 p°ípady:
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1. b ∦ ρ � pak ozna£me B pr·se£ík b a ρ. Nyní ukáºeme, ºe pro kterýkoli bod spl¬ující
zadání jsou stopy on¥ch rovin na sebe kolmé: bu¤ X libovolný bod spl¬ující zadání.
Pak pro n¥j existují roviny aX, bX procházející po °ad¥ p°ímkami a, b, které jsou
na sebe kolmé. Platí ale, ºe aX⊥ρ, tedy v²echny kolmice k aX leºící v ρ musí být
kolmé na pr·se£níci aX ∩ ρ. Díky tomu, ºe aX⊥bX víme, ºe kolmá projekce bX do
aX je p°ímka, nás ale zajímá, kam se v této projekci zobrazí bod B. Ale díky tomu,
ºe v²echny kolmice na aX leºící ρ jsou kolmé na stopu víme, ºe se B zobrazí na svou
kolmou projeci na stopu aX (pr·se£nice aX a ρ). Tedy X leºí na thaletov¥ kruºnici
nad pr·m¥rem AB. Zárove¬ zjevn¥ pro kaºdý takový bod dokáºeme takové 2 roviny
najít (díky kolmosti stop máme zaru£enou kolmost rovin. Pozn.: pokud A = B pak
argumentace z·stává zachována, pouze se kruºnice zdegeneruje do bodu.

2. b ‖ ρ, b∩ρ = ∅ � Pak musí být rovina aX taková, aby b⊥aX. Jinak totiº jediná rovina
kolmá k aX procházející b bude rovnob¥ºná s ρ a tedy nebude mít s ρ pr·nik (díky
p°edpokladu b ∩ ρ = ∅ ). Taková existuje zjevn¥ jediná. Je zcela z°ejmé, ºe jakýkoli
bod stopy p°itom spl¬uje zadání, nebo´ op¥t uº kolmost b⊥aX zaru£uje kolomost
aX⊥bX pro libovolnou rovinu procházející b. Hledaná mnoºina je tedy kolmice ke
kolmé projekci b procházející A.

3. b ⊆ ρ � Nech´ je libovolné X ∈ ρ. Pak volbou aX = libovolná rovina procházející a
a X, bX = ρ splníme zadání, tedy hledaná mnoºina je celé ρ.

Tím jsme rozebrali v²echny p°ípady a p°íklad je hotov.

Úloha 6.4. Je dána rovina ρ a uvnit° jednoho z poloprostor· s hrani£ní rovinou ρ jsou
dány body A,B r·zn¥ vzdálené od roviny ρ. Ur£ete mnoºinu st°ed· v²ech kulových ploch
κ, které se dotýkají roviny ρ a procházejí body A,B.

�e²ení. Nech´ p°ímka AB protíná rovinu ρ v bod¥ P . Pouºijeme mocnost bodu P ke
kulovým plochám κ, které procházejí body A,B. Ozna£íme-li je²t¥ T bod dotyku takové
plochy s rovinou ρ, platí vztah

|PA| · |PB| = |PT |2. (6.1)

Tímto vztahem je délka |PT | jednozna£n¥ ur£ena. Body dotyku uvaºovaných ploch s
rovinou ρ leºí tedy na kruºnici k = (P, |PT |). Nech´ je bod S st°edem jedné z uvaºovaných
kulových ploch κ. Potom a) musí být spln¥n vztah |SA| = |SB|, b) musí pata T kolmice
vedené bodem S k rovin¥ ρ leºet na kruºnici k. Vztah a) vyºaduje, aby bod S leºel v rovin¥
soum¥rnosti σ bod· A,B. Aby byl spln¥n i poºadavek b), musí bod S leºet na rota£ní
válcové plo²e V s °ídicí kruºnicí k. Je tedy nutné, aby bod S leºel na pr·niku e = σ ∩ V ,
kterým je, jak známo, elipsa. Ve zvlá²tním p°ípad¥, kdyº je p°ímka p kolmá k rovin¥ ρ, je
tato elipsa kruºnicí. Je²t¥ dokáºeme, ºe v²echny body elipsy e leºí v poloprostoru (ρ,A):
Podle vztahu (1) platí |PT | =

√
|PA| · |PB|. Ozna£me O st°ed úse£ky AB, pak je |PO| =

(|PA| + |PB|) : 2. Z AG nerovnosti plyne
√
|PA| · |PB| < (|PA| + |PB|) : 2, tj. |PO| >

|PT |. Protoºe rovina σ ⊥ AB prochází bodem O, platí o vzdálenosti d její pr·se£nice s s
rovinou ρ od bodu P tím spí²e d > |PT |, takºe p°ímka s leºí ve vn¥j²í oblasti kruºnice k
a tím leºí v²echny body elipsy e v poloprostoru.
Obrácen¥, zvolíme-li na elipse e libovolný bod S, je bod S bodem roviny σ, v níº elipsa
leºí, takºe platí vztah |SA| = |SB|. Vedeme-li dále bodem S p°ímku q ⊥ ρ, leºí p°ímka
q na plo²e V a protíná kruºnici k v bod¥, který ozna£íme T . Sestrojíme nyní kulovou
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plochu κ o st°edu S, která prochází body A,B, a má tedy polom¥r r = |SA| = |SB|.
Mocnost M bodu P ke kulové plo²e κ je rovna |PA||PB| = |PT |2. Mocnost M m·ºeme
také vyjád°it ve tvaruM = (|PS|+r)(|PS|−r) = |PS|2−r2, takºe je |PS|2−r2 = |PT |2.
Ale v pravoúhlem trojúhelníku STP platí |PT |2 = |PS|2− |ST |2, takºe z posledních dvou
rovnic dostáváme |PS|2− |ST |2 = |PS|2− r2 a odtud |ST | = r = |SA| = |SB|. Poznámka
K °e²ení lze také pouºít rota£ního paraboloidu P s ohniskem A a °ídící rovinou ρ. Na²e
elipsa je pak pr·nikem paraboloidu P a roviny σ. M·ºeme si na základ¥ toho v²imnout, ºe
elipsy leºící na rota£ním paraboloidu se promítají kolmo na roviny kolmé k ose paraboloidu
do kruºnic.

Úloha 6.5. Nech´ je B desetiprvková mnoºina p°irozených £ísel, kde ºádný prvek z B se
nerovná sou£tu dvou prvk· z B. Najd¥te nejmen²í moºnou hodnotu maximálního prvku B.

�e²ení. Snadno nalezneme mnoºinu {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19}. Dokazujme sporem, ºe
maximální prvek mnoºiny B bude vºdy alespo¬ 19. Nech´ {a1, . . . , a10} spl¬uje zadání a
1 ≤ a1 < · · · < a10 < 19. Dále uvaºme posloupnost 1 ≤ a2 − a1 < a3 − a1 < a10 − a1 < 18.
Z podmínky ze zadání víme, ºe ai − a1 6= aj , ∀j ∈ {1, ..., 10}. Máme tedy 19 r·zných
p°irozených £ísel a1, a2, . . . , a10, a2 − a1, . . . , a10 − a1 men²ích neº 19, spor.

Úloha 6.6. Máme 2018 ciferné £íslo tvo°ené 1 ²estkou a 2017 jedni£kami v n¥jakém po°adí.
V kaºdém kroku prohodíme sousední jedni£ku a ²estku. M·ºe se nám poda°it, ºe dostaneme
£ty°ikrát po sob¥ prvo£íslo, vºdy jiné?

�e²ení. K vy°e²ení úlohy nám pom·ºou kritéria d¥litelnosti 7 a 13. Zkusme si rozd¥lit
£íslo na troj£íslí, se£íst sudá troj£íslí a ode£íst od nich sou£et lichých troj£íslí (rozd¥lujeme
odzadu, proto nejlev¥j²í troj£íslí jsou jen dv¥ £íslice). Podle pozice £íslice 6 dostáváme r·zné
moºnosti:

11− 111 + 111− · · · − 611 + 111− · · · − 111 + 111 = 11− 611 + 111 = −489

11− 161 + 111 = −39

11− 116 + 111 = −6

11− 111 + 611 = 511

11− 111 + 161 = 61

11− 111 + 116 = 16

61− 111 + 111 = 61

16− 111 + 111 = 16

Vidíme, ºe druhý sou£et je d¥litelný 13 a £tvrtý sou£et 7, tedy £ísla s odpovídající pozicí
²estky nejsou prvo£ísla. Dále je vid¥t, ºe a´ vezmeme £ty°i £ísla, která vzniknou prohazová-
ním ²estky, alespo¬ jedno z nich bude ve tvaru odpovídajícím druhé nebo £tvrté moºnosti
a tedy nebude prvo£íslo.

Úloha 6.7. Ukaºte, ºe je celá £ást reálného £ísla (3+
√
5)n lichá pro v²echna p°irozená n.
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�e²ení. Uvaºme výraz (3 +
√
5)n + (3−

√
5)n. Z binomické v¥ty ho m·ºeme rozloºit na

3n +3n−1 ·
√
5+ · · ·+3 ·

√
5
n−1

+
√
5
n
+3n +3n−1 · (−

√
5)+ · · ·+3 · (−

√
5)n−1 +(−

√
5)n.

�leny se sudým exponentem u
√
5 se v tomto výrazu vyskytnou dvakrát a jsou to celá £ísla

(vºdy´ jsou tvaru 3k5l pro k, l ∈ N). Naopak £leny s lichým exponentem u
√
5 se ode£tou.

Celý výraz je proto sudé £íslo, ozna£me 2m. Jelikoº 0 < 3 −
√
5 < 1, pak pro v²echna

n ∈ N 0 < (3−
√
5)n < 1. Kone£n¥ 2m > 2m− (3−

√
5)n = (3 +

√
5)n > 2m− 1, z £ehoº

vyplývá b(3 +
√
5)nc = 2m− 1 a to je liché £íslo.
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