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Resgeni 6. série

3D

Uloha 6.1. Linda s Moutesem, Minh a Vojtou &li do IKEI. V détském koutku davali
Kouma a Nouma vraci uder. Moutes se nudil, protoZze tam bylo mélo princezen (kromé
princezny Libénky), az do té doby, dokud se na obrazovce neobjevila tato tloha: Urcete
mnoZinu stFed vSech kulovych ploch, které prochéazeji danymi tfemi navzéjem riznymi
body A, B, C, které nelezi na jedné ptimce. Pomutzete Moutesovi vyfesit tuto dlohu?

Reseni. Hledanou mnozinou bude priise¢nice rovin soumérnosti tsecek AB a BC. Pravé
pro body X na roviné soumérnosti usecky AB plati |[AX| = |BX|. Pravé pro body Y
na roviné soumérnosti tsecky BC plati |BY| = |CY]|. Pravé na prisecnici téchto rovin
lezi tedy body Z : |AZ| = |BZ| = |CZ]|. To je ekvivalentni s tim, Ze bod Z je stfedem
kulové plochy, na které lezi body A, B,C. Kdyby prisecnice neexistovala, roviny by byly
rovnobézné a tudiz useCky by byly rovnobéiné, takze by musely body A, B,C lezet na
jedné pfimce.

Uloha 6.2. Jakmile vy¥esil alohu, pohadka skonéila. Je dana pfimka p a mimo ni bod A.
Urcéete mnozinu pat kolmic vedenych bodem A ke vSem rovinam prochazejicim piimkou p.

Reseni. Uvazme rovinu o, ktera prochézi bodem A a je kolma na primku p. Prisecik této
roviny s pifmkou p oznacme jako bod P. Promitnéme v8e do této roviny rovnobé&Znym
promitanim a zjistime, Ze by hledanou mnoZinou v8ech pat kolmic mohla byt Thaletova
kruznice nad pramérem AP, a to véetné bodi A a P.

Nejprve ukazme, %e viechny body lezici na kruznici vyhovuji zadani. Kazdy takovy bod,
nazvéme ho T je AT kolmé na PT, diky tomu, Ze lezi na Thaletové kruznici. Dale ptimka
p je kolma na primku AT, protoZe p je kolméa na rovinu «, ve které AT lezi. Proto AT je
kolmé na rovinu tvofenou riznobézkami p a PT, coz je pravé ngjaka rovina [ prochazejici
primkou p. Tedy jakykoli bod T lezici na Thaletové kruznici je opravdu patou kolmice
vedené z bodu A na rovinu prochazejici primkou p.

Dale musime ukazat, ze zadny jiny bod do mnoziny nepatii. Piimka, ktera kolmé na
rovinu, je kolma na v8echny p¥imky, které v ni lezi. To znamen4, %e pokud je AT kolma
na rovinu prochézejici pfimkou p, pak musi byt kolmé na p, tedy nesmi lezet mimo rovinu
«. Ze stejného divodu musi byt AT kolma na PT, z ¢ehoZ uz vyplyva,ze T musi leZet na
Thaletové kruznici nad primérem AT

Uloha 6.3. Najednou se Linda pozastavila: ,Co to bylo?“, Vojta zvolal: ,Jakto, ze skonéilo
pohadkovani?* a Minh se podivila: jJakto, ze uloha 2 tam byla jen tak?‘ V odpovéd se
ozvalo z vyS8{ dimenze: ,Stali jsme se svédky néjaké anomalie!“ Po chvili GiZasu se rozklepala
zemé: ,Ach ne! Déje se to znoval“ Jsou dény dvé rtzné p¥imky a,b a rovina p, ktera je
kolm4 k pfimce a. Najdéte v roviné p mnozinu vSech bodd, kterymi je mozno prolozit dvé
navzajem kolmé roviny, z nichz jedna prochazi pfimkou a a druhé ptimkou b.

Reseni. Predstavime si ulohu tak, ze si rovinu p postavime na zem, tedy pfimka a bude
¢nit do vygky jako ktl. Oznafme A prisecik a a p. Nyni rozebereme 3 pfipady:
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1. b}t p — pak oznaéme B prusecik b a p. Nyni ukazeme, Ze pro kterykoli bod spliujici
zadani jsou stopy onéch rovin na sebe kolmé: bud X libovolny bod spliiujici zadani.
Pak pro néj existuji roviny aX, bX prochézejici po fadé pifmkami a, b, které jsou
na sebe kolmé. Plati ale, Zze aX Lp, tedy vSechny kolmice k aX lezici v p musi byt
kolmé na prise¢nici aX N p. Diky tomu, ze a X 1bX vime, Ze kolméa projekce bX do
aX je primka, nas ale zajima, kam se v této projekci zobrazi bod B. Ale diky tomu,
7e vSechny kolmice na aX lezici p jsou kolmé na stopu vime, Ze se B zobraz na svou
kolmou projeci na stopu aX (prisecnice aX a p). Tedy X lezi na thaletové kruznici
nad prumérem AB. Zarovei zjevné pro kazdy takovy bod dokaZeme takové 2 roviny
najit (diky kolmosti stop méame zarucenou kolmost rovin. Pozn.: pokud A = B pak
argumentace zustava zachovina, pouze se kruznice zdegeneruje do bodu.

2. b p,bNp = 0 — Pak musi byt rovina a X takova, aby b_LaX. Jinak totiZ jedina rovina
kolma k aX prochéazejici b bude rovnobézné s p a tedy nebude mit s p prinik (diky
predpokladu b N p = () ). Takova existuje zjevné jedina. Je zcela ziejmé, ze jakykoli
bod stopy pfitom spliiuje zadani, nebot opét uz kolmost b_LlaX zarucuje kolomost
aX 1bX pro libovolnou rovinu prochazejici b. Hledana mmnozina je tedy kolmice ke
kolmé projekci b prochazejici A.

3. b C p — Necht je libovolné X € p. Pak volbou aX = libovolna rovina prochéazejici a
a X, bX = p splnime zadani, tedy hledand mnozina je celé p.

Tim jsme rozebrali v8echny ptipady a piiklad je hotov.

Uloha 6.4. Je dana rovina p a uvnitf jednoho z poloprostorii s hrani¢ni rovinou p jsou
dany body A, B ruzné vzdalené od roviny p. UrCete mnozinu st¥ed v8ech kulovych ploch
K, které se dotykaji roviny p a prochéazeji body A, B.

Reseni. Necht piimka AB protina rovinu p v bodé P. PouZijeme mocnost bodu P ke
kulovym plocham x, které prochazeji body A, B. Oznadime-li jesté T bod dotyku takové
plochy s rovinou p, plati vztah

|PA| - |PB| = |PT|%. (6.1)

Timto vztahem je délka |PT| jednoznaéné urcena. Body dotyku uvaZovanych ploch s
rovinou p lezi tedy na kruznici k = (P, |PT|). Necht je bod S stfedem jedné z uvazovanych
kulovych ploch . Potom a) musi byt splnén vztah |SA| = |SB|, b) musi pata T" kolmice
vedené bodem S k roviné p lezet na kruznici k. Vztah a) vyzaduje, aby bod S lezel v roviné
soumérnosti o bodi A, B. Aby byl spluén i pozadavek b), musi bod S lezet na rotatni
valcové ploSe V s Fidici kruznici k. Je tedy nutné, aby bod S lezel na priniku e=o0nNV,
kterym je, jak znamo, elipsa. Ve zvlastnim pripadé, kdyz je pfimka p kolma k roviné p, je
tato elipsa kruznici. Jesté dokézeme, ze vSechny body elipsy e lezi v poloprostoru (p, A):
Podle vztahu (1) plati |PT| = /|PA| - |PB|. Ozna¢me O stfed usecky AB, pak je |PO| =
(|[PA| + |PB|) : 2. Z AG nerovnosti plyne \/|PA| - |PB| < (|PA| + |PB]) : 2, tj. |PO| >
|PT|. Protoze rovina o L AB prochéazi bodem O, plati o vzdalenosti d jeji prisecnice s s
rovinou p od bodu P tim spiSe d > |PT|, takze piimka s lezi ve vné&jsi oblasti kruznice k
a tim lezi vSechny body elipsy e v poloprostoru.

Obréacené, zvolime-li na elipse e libovolny bod S, je bod S bodem roviny o, v niz elipsa
lezi, takze plati vztah |SA| = |SB|. Vedeme-li dale bodem S pfimku ¢ L p, lezi pfimka
g na plose V a protind kruznici k v bodé, ktery oznacime T. Sestrojime nyni kulovou
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plochu £ o stfedu S, ktera prochazi body A, B, a ma tedy polomér r = |SA| = |SB|.
Mocnost M bodu P ke kulové ploge x je rovna |PA||PB| = |PT|?. Mocnost M muZeme
také vyjadfit ve tvaru M = (|PS|+7)(|PS|—r) = |PS|? —r?, takze je |PS|? —r? = |PT|?.
Ale v pravotihlem trojihelniku ST P plati |PT|?> = |PS|?> — |ST|?, takze z poslednich dvou
rovnic dostavame |PS|? — |ST|? = |PS|?> —r? a odtud |ST| = r = |SA| = |SB|. Pozndmka
K feSeni Ize také pouZit rota¢niho paraboloidu P s ohniskem A a Fidici rovinou p. Nage
elipsa je pak prinikem paraboloidu P a roviny o. MiZeme si na zékladé toho v§imnout, ze
elipsy lezici na rota¢nim paraboloidu se promitaji kolmo na roviny kolmé k ose paraboloidu
do kruznic.

Uloha 6.5. Necht je B desetiprvkova mnozina piirozenych ¢isel, kde zadny prvek z B se
nerovnd souctu dvou prvkii z B. Najdé&te nejmensi moznou hodnotu maximélntho prvku B.

ReSeni. Snadno nalezneme mnozinu {1,3,5,7,9,11,13,15,17,19}. Dokazujme sporem, Ze
maximalni prvek mnoziny B bude vzdy alespont 19. Necht {a,...,a1o} spliuje zadani a
1<a; < -+ <ayp < 19. Déle uvazme posloupnost 1 < ao —a1 < ag —ay < ajg — a1 < 18.
Z podminky ze zadani vime, Ze a; — a1 # a;, Vj € {1,...,10}. Mame tedy 19 raznych
prirozenych &isel a1, ao,...,a19,a2 —ai,...,a1o — ap mensich nez 19, spor.

Uloha 6.6. Mame 2018 ciferné &islo tvorené 1 Sestkou a 2017 jednickami v néjakém potadi.
V kazdém kroku prohodime sousedni jednic¢ku a Sestku. MiiZe se nadm podafit, Zze dostaneme
Ctytikrat po sobé prvodislo, vzdy jiné?

ReSeni. K vyfegeni tlohy nam pomizou kritéria délitelnosti 7 a 13. Zkusme si rozdélit
¢islo na trojéisli, se¢ist suda troj¢isli a odecist od nich soucet lichych troj¢isli (rozdélujeme
odzadu, proto nejlevéjsi trojéisli jsou jen dvé ¢islice). Podle pozice ¢islice 6 dostavame rizné
moznosti:

1-111+111—----—-611 4111 —--- =111+ 111 =11 — 611 + 111 = —489

11 — 161 + 111 = -39
11-116+111 = -6
11 — 111 + 611 = 511
11 - 111 + 161 =61
11 -111+116 =16
61 — 111+ 111 =61
16 — 111 + 111 =16

Vidime, ze druhy soucet je délitelny 13 a ¢tvrty soucet 7, tedy ¢&isla s odpovidajici pozict
Sestky nejsou prvodisla. Dale je vidét, ze at vezmeme &tyfi ¢isla, kterd vzniknou prohazova-
nim Sestky, alesponn jedno z nich bude ve tvaru odpovidajicim druhé nebo &tvrté moznosti
a tedy nebude prvocislo.

Uloha 6.7. Ukazte, Ze je cela ¢ast redlného &sla (3 4+ 1/5)" licha pro viechna pFirozend n.
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Reseni. Uvazme vyraz (3 +/5)" + (3 — v/5)". Z binomické véty ho mizeme rozlozit na

3" 43" VBt 43 VE T VB 33 (V) 4 43 (V) (—VB)™

Cleny se sudym exponentem u v/5 se v tomto vyrazu vyskytnou dvakrat a jsou to cela ¢isla
(vizdyt jsou tvaru 3*5! pro k,1 € N). Naopak ¢leny s lichym exponentem u /5 se odectou.
Cely vyraz je proto sudé ¢islo, oznaéme 2m. Jelikoz 0 < 3 — /5 < 1, pak pro viechna
ne€NO< (3—+5)" < 1. Konetné 2m > 2m — (3 — V5)" = (3+/5)" > 2m — 1, z ehoz
vyplyva | (3 4+ v5)"| = 2m — 1 a to je liché &islo.
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