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Resgeni 5. série

NAHODA

Uloha 5.1. Jednoho dne se naprostou ndhodou stalo, ze Nouma potkal Koumu. A to nikde
jinde nez v bonbénovém kramku, kde byl Kouma na brigddé. Jelikoz zrovna v kramku
nebyli zadni zakaznici, tak se kluci rozhodli, Ze si budou hrat. Kouma méa 8 cervenych
a 8 modrych bonbénti. VSechny musi rozdélit do dvou misek. V kazdé misce musi byt
alespon jeden bonbén, ale jinak je miZe rozdélit jakkoliv. Nouma nasledné pfijde, vybere
si nahodné jednu misku (kazdou s 50% pravdépodobnosti) a z ni ndhodné vytadhne jeden
bonbén. Pokud je modry, tak vyhral, pokud je to Cerveny tak prohral. Jak mtze Kouma
nejlépe rozdélit bonbény a jaki je pak pravdépodobnost vyhry?

Reseni. Hledame rozloZeni, p¥i kterém pravdépodobnost, ze Nouma vytahne modry bonbén,
bude nejvétsi. Predpokladejme, Ze do misky A dal Kouma m modrych a ¢ Cervenych
bonbéni, v misce B pak bude 8 — ¢ Cervenych a 8 — m modrych bonbént. Pravdépo-

dobnost, Ze si Nouma vytdhne modry bonbén z misky A, je Py = % " o a z misky B je

Pp = % . %. Pravdépodobnost Koumovy vyhry je tedy

1 m 1 8—m
P=P Pg=—-- — . .
A+ B 2 c+m+2 16 —m —c

Pravdépodobnost P se budeme snazit maximalizovat.

7Ziejmé pokud bude v nékteré misce stejné modrych bonbént jako cervenych, bude jich
stejné i v druhé misce a tedy P = % Snadno ale najdeme vhodné&jsi rozloZeni (nap¥. Ze
Kouma da do misky B jediny modry bonbén a P = %), tedy mizeme pifedpokladat, 7e v
jedné misce je vice modrych bonbénid a v druhé je vice &ervenych.

Necht je tedy v misce A vice Cervenych nez modrych, pak P4 = -, kde m < ¢ < 8.
Snazme se zatim maximalizovat P4. P¥i daném c to udélame tak, Ze k ¢ervenym bonbéntim
prihodime co nejvice modrych, coz je ¢ — 1. Sta¢i nadm nyni maximalizovat vyraz o jedné

promeénné m
m m m

c+m B m+1+m - 2m +1
Po upravé vyrazu dostaneme:

mo m _m+§—%
2m+1  2-(m+1) 2. (m+1)

1
4 m+1

0Od % odecitame zlomek, ktery mé ve jmenovateli m, cely vyraz tedy bude maximélni, kdyz

m bude maximalni, proto m = 7 a ¢ = 8. V druhé misce pak bude jediny bonbén (modry),

a proto je Pg =1, to zfejmé nemiize byt vyssi.

Vidime, ze pro Koumu je nejlepsi rozlozeni dat do jedné misky jediny modry bonbén a
11

zbylé bonbony dé do druhé misky. Pravdépodobnost Koumovy vyhry je pak rovna 1z.
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Uloha 5.2. Kdy7 si dohrali s bonbony, Kouma otevtel tajny suplik, ve kterém byly cuk-
rovinky, které nebyly uréené k prodeji. A mezi nimi také t¥i nugatové osmisténky popsané
¢isly 1 az 8. Hodili vSemi tfemi najednou a vybrali nejvéts{ ¢islo. Jaka je pravdépodobnost
pro jednotliva ¢isla?

ReSeni. HadZeme troma osmistenkami. Osmistenky maji 8% roznych moznosti, ako do-
padnit. Jednotlivé moznosti budeme uvazovat ako usporiadané trojice. Oznatme A, pocet
trojic, v ktorych nie je ¢islo vicsie ako . Na kazdej osmistenke moze padnut &islo z inter-
valu [1, x]. Potom A, = x3. Vietky trojice, kde je x najvyssie ¢islo, st zapoéitané v A,. St
tam vSak naviac tie trojice, kde st vietky ¢isla mengie nez x. Ich pocet je A, 1 = (z —1)3.
TakZe poet moznosti, kedy = je najvyssie ¢islo (teda nepadne ni¢ vicésie a nie je pravda,

7e padli iba mengie) je A, — A, 1 = 2% — (x — 1)? = 322 — 32 + 1. Pravdepodobnost, ze
Az—glm_1 — 3:1327§:E+1
8 8

padne jedna z tych moznosti, je P, = pre x € [1,8]. Pre v8etky iné z

je P, =0.

Uloha 5.3. Kdesi v Hloupéting si mezitim Maté&j viiml, 7e pravdépodobnost, 7e Libénka
uvaii dobry obéd, je 90 %, Ze se Kouma dobfe vyspi 50 % a Zze vefer nebude prset 80
%. Takeé si oveiil, ze kazda dvojice z t&chto tii jevi je na sobé nezavisla. Kdyz to ukazal
Libénce, tak se zeptala “A jaka je pravdépodobnost, Ze v jeden den ja uvaiim dobry obéd,
Kouma se dobie vyspi a vecer nebude prset?” Na to Matéj pohotové odpovédél “To je
prosté, je to 90 % - 50 % - 80 % = 36 %.“Ja si to nemyslim. Jak vi§, Ze jsou v8echny tfi
jevy nezavislé?” Rozhodnéte spor mezi Lib&nkou a Maté&jem.

Regeni. Tento pifklad fesil, jestli nezavislost jevii po dvojici implikuje nezavislost vech
jevi a tim padem bychom mohli jevy nasobit mezi sebou pro ziskan{ jejich praniku. Uvédo-
mme si, Ze zndme pravdépodobnosti jevi A, B, C a také pravdépodobnosti jevi A N B, A
N C, B N C a chceme odvodit pravdépodobnost jevu A N B N C. Nejjednodussi je nakreslit
si Vienndv diagram, ze kterého je vidét, Ze zndme pouze 6 proménnych, coz nestac{ pro
vypocet vSech neznamych. TakZze spravna odpovéd je, ze pravdépodobnost praniki vSech
tif jevii maze byt 36%, ale také nutné nemusi a ze zadanych informaci to nemutzeme urcit.

A
ava

Pro lepsi predstavu piedstavim protipfiklad s jinymi éisly, na kterém je v8e nézorné
vidét. Méjme t#i ¢isla. VSechna tii byla vytvofena nahodnym generatorem ¢&isel, ktery s 50
% vytvori 0 a 50 % vytvori 1.

I: Pravdépodobnost ¢isla 1 je vsude 50 %.

IT: Pravdépodobnost dvou ¢isel 1 v pfedem vybrané dvojici je 25 %, takZze miZeme
tict, Ze jsou po dvojici nezavislé.

I1I: Pravdépodobnost 3 jedni¢ek (pruniku tii jevi) je 12,5 %, takze muzeme Fict, jsou
to nezavislé jevy.
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Treti ¢islo v8ak mizeme vytvofit i jinak a to pomoci binarni funkce XOR (jeji definice:
XOR(0,0)=0; XOR(1,0)=1; XOR(0,1)=1; XOR(1,1)=0). V takovém p¥ipadé plati I, II, ale
uz neplati I11. Pravdépodobnost prinikii je dokonce 0 %. Jinou moznosti je zvolit negaci
této funkce a znovu bude platit I, II, ale uz ne III. Pravdépodobnost praniku bude 25 %.
Vidime, Ze v tomto pfikladé pii znalosti pravdépodobnosti vSech ti# jevi a informaci, ze
jsou po dvojici nezavislé, tak nemutzeme urcit kolik pfesné bude pravdépodobnost prinika.
Ta se bude pohybovat od 0 % az po 25 %.

Nyni vypocitame jakd mize byt pravdépodobnost priniku v8ech t¥{ jevl s hodnotami
v zadani. Oznagime si jev A, 7e Libénka uvazi dobry obéd, B jev, ze se Kouma dobfe
vyspi a C jev, Ze nebude prset. Dale si oznaéime P(A N B N C) = P(111); P(AN B N
C’) = P(110) atd. Z pravdépodobnosti jednotlivych jevi dostaneme 3 rovnice, napiiklad
P(A) = P(100)+ P(101) + P(110) + P(111) = 90% a z informace o nezavislosti dostaneme
dalsi 3 rovmice, napiiklad P(A N B) = P(110) + P(111) = 45%. Mame 6 rovnic o 7
neznamych, tak si oznac¢ime P(111) = z a vyfesime tyto rovnice. Dostaneme:

P(000) = 37% — =

P(001) = z — 32%

P(010) = 2 — 35%

P(011) = 40% — =

P(100) = 2 — 27%

P(101) = 72% —
(

Abychom nedostali viechny pravdépodobnosti do intervalu (0%;100%), musime zvolit
x v intervalu (35%;37%). Vidime, ze Maté&j nemél pravdu, ale na druhou stranu se tolik
nezmylil.

Uloha 5.4. V bonboénovém kramku zatim sedi dva upatlani kluci. Uz stihli snist spoustu
sladkosti, v tom je zaujalo klubi¢ko n pendreki. Z néj trcéi viech 2n koncti. Kouma na to
kouka a pak pravi: ,Hele Noumo, jaka je pravdépodobnost, ze kdyz postupné vSechny konce
spojime dohromady (vZdy po dvou), tak nam vznikne jeden velky pendrekovy cyklus?

Regeni. Méame n stejnych pendrekii, takze mame 2n koncii. BUNO vybereme jeden konec
a ten spojime s jednim ze 2n — 1 zbylych koncud. S pravdépodobnosti ﬁ jsme spojili dva
konce stejného pendreku a tim jsme zcela zamezili vytvoreni jednoho velkého cyklu (za
podminky, Ze n # 1) a nema cenu déle cokoliv Fesit. V opatném piipadé s pravdépodobnosti
%Z:% spojime dva konce dvou rtznych pendrekd. Pro dcely tlohy je nové vznikla situace
zcela ekvivalentni se stavem n — 1 pendrekti, protoze nezélezi ani na délce pendrekt ani na
pofadi jejich spojeni. V dalsim spojeni mame Sanci %, ze spojime konce dvou riznych
pendreku a takto musime pokracovat az do stavu, ze mame pouze dva konce jednoho dlouhé
propojeného pendrekt. V takovém piipadé mame jistotu, ze spojime dva konce ze stejného
pendreku, coz je v tomto ptipadé zadouci jev. TakZe pravdépodobnost, Ze se nadm podari
pospojovat pendreky do jedné dlouhé smycky, je soucin v8ech pravdépodobnosti %,
kde m je pocet predchéazejicich spojeni a jde postupné od 0 po n — 1.

Dale uz je to jen o Gpravé vyrazl, coz nebylo nutné potieba udélat:

2-4-..-(2n-2) _ S22 [(n—1)1?

P:1-3.5-....(2n—1) (2n —1)!
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Koneé¢ny vyraz dava spravné feseni i pro piipad n = 1.

Uloha 5.5. Kluky uz neuvéfitelné bolelo bficho, a tak uz jen lezeli na zemi jako dva

vyvrzeni vorvani a bavili se spolu o tom, kolik toho snédli. Kouma fiké, Ze toho ur¢ité
1

bylo 20172016 Nouma jen kouké do stropu a pritakiva. Pak ho napadlo, jaka je asi
posledni ¢islice takového éisla?

Reseni. Pro zjisténi posledni &islice tohoto ¢isla nam stadi zjistit zbytek po celo¢iselném
1 1

délent 10, tedy kolik je 20172016 110d 10. To je totéz, jako (202 - 10 — 3)2016™"*"
1
mod 10, neboli (—3)2016*"  mod 10. (—=3)2 = 9, 9 mod 10 = —1. S vyuzitim této
1

skute¢nosti muzeme piedchozi vyraz prepsat jako (—1)%'20162015' . 2016 je déglitelné 4,
tudiz 2016 na libovolny kladny exponent i po vydéleni dvéma bude sudé ¢islo. —1 na sudy
exponent je 1. Proto posledni ¢islice tohoto ¢&isla bude 1.

Uloha 5.6. Libénka ukonéila rozhovor s Matéjem a &la do svého pokojicku. Co ji ale
prekvapilo, na jeji tabuli ji Matéj pripravil tyto rovnice a pod nimi napis: ,Najdi vSechna
kladné a,b,c,d spliiujici:“
a+b<c+d
(a+b)(c+d) <ab+cd

(a+b)ed < (c+ d)ab

Reseni. Ukazeme, 7e nerovnosti nesplni 7adna ¢tvefice kladnych &isel. (Sporem:) Necht
a, b, c,d jsou kladna a spliiuji zadané nerovnosti, pak plati:

1
acd + bed + ab® + b® = (a + b)ed + (a + b)b? Q (a+b)ed + (¢ + d)b?

(a+b)ed + (¢ + d)b? 2 (c+ d)ab + (¢ + d)b* = b(c + d)(a + b)

3
b(c+d)(a +b) @ b(ab + cd)b = ab® + bed

Porovnanim prvnfho a posledniho vyrazu dostavame
acd + bed + ab® + b3 < ab® + bed = acd + b < 0,

coz je spor s kladnosti ¢isel a, b, ¢, d. Nerovnosti tedy nesplni zadné kladné ¢isla.

Uloha 5.7. Libénku takovéto ukoly moc bavi, tak si rychle bézela vyprosit dalsi. V pro-
storu jsou dany body A, A’, B,B’,C,C’ tak, ze pfimky AA’, BB',CC’ jsou rovnobéiné
ale nelezi v jedné roviné. Je-li X je prisecik rovin A’BC, AB'C, ABC" a Y priisecik rovin
AB'C',A’BC’', A’B'C, pak jsou piimky XY a AA’ rovnobézné. Dokaz to.

Reseni. Nechf se B'C' a BC' protinaji v S. Pokud nastane B'C' || BC', pak zvolme za S
takovy bod, ze AS | B'C. Potom je X € AS = ABC'NAB'C aY € A'S = AABC'NA'B'C.
Odtud plyne, ze primka XY lezi v roviné AA’S, ktera je rovnobéiné s pfimkou BB’. Syme-
tricky dojdeme k tomu, ze XY lezi v roviné BB'T (kde T ziskame stejné jako S). Nutné
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XY je prisetnice BB'T a AA'S. Jelikoz je AA’ rovnob&zna s obéma rovinami, pak je
rovnobéznd i s jejich prise¢nici.

Jiné Fegeni: Oznacme Sy, Sp, S¢ stfedy tsecek AA’, BB', CC'. Zavedeme soustavu sou-
fadnic s pocatkem v bod& S4 a s bazovymi vektory SaA, SaSp, SaSc. V této soustavé
jsou dvojice A, A’; B, B’; C,C" symetrické podle roviny S4SgSc. Proto i dvojice rovin
A'BC, AB'C’; AB'C, A'BC'; ABC', A’B'C jsou symetrické podle stejné roviny a tedy i
bod X s bodem Y. To znamené, ze XY je rovnobézna s AA’.
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