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�e²ení 5. série

Náhoda

Úloha 5.1. Jednoho dne se naprostou náhodou stalo, ºe �ouma potkal Koumu. A to nikde
jinde neº v bonbónovém krámku, kde byl Kouma na brigád¥. Jelikoº zrovna v krámku
nebyli ºádní zákazníci, tak se kluci rozhodli, ºe si budou hrát. Kouma má 8 £ervených
a 8 modrých bonbón·. V²echny musí rozd¥lit do dvou misek. V kaºdé misce musí být
alespo¬ jeden bonbón, ale jinak je m·ºe rozd¥lit jakkoliv. �ouma následn¥ p°ijde, vybere
si náhodn¥ jednu misku (kaºdou s 50% pravd¥podobností) a z ní náhodn¥ vytáhne jeden
bonbón. Pokud je modrý, tak vyhrál, pokud je to £ervený tak prohrál. Jak m·ºe Kouma
nejlépe rozd¥lit bonbóny a jaká je pak pravd¥podobnost výhry?

�e²ení. Hledáme rozloºení, p°i kterém pravd¥podobnost, ºe �ouma vytáhne modrý bonbón,
bude nejv¥t²í. P°edpokládejme, ºe do misky A dal Kouma m modrých a c £ervených
bonbón·, v misce B pak bude 8 − c £ervených a 8 − m modrých bonbón·. Pravd¥po-
dobnost, ºe si �ouma vytáhne modrý bonbón z misky A, je PA = 1

2 ·
m

c+m a z misky B je
PB = 1

2 ·
8−m

16−m−c . Pravd¥podobnost Koumovy výhry je tedy

P = PA + PB =
1

2
· m

c+m
+

1

2
· 8−m

16−m− c
.

Pravd¥podobnost P se budeme snaºit maximalizovat.
Z°ejm¥ pokud bude v n¥které misce stejn¥ modrých bonbón· jako £ervených, bude jich
stejn¥ i v druhé misce a tedy P = 1

2 . Snadno ale najdeme vhodn¥j²í rozloºení (nap°. ºe
Kouma dá do misky B jediný modrý bonbón a P = 11

15), tedy m·ºeme p°edpokládat, ºe v
jedné misce je více modrých bonbón· a v druhé je více £ervených.
Nech´ je tedy v misce A více £ervených neº modrých, pak PA = m

c+m , kde m < c ≤ 8.
Snaºme se zatím maximalizovat PA. P°i daném c to ud¥láme tak, ºe k £erveným bonbón·m
p°ihodíme co nejvíce modrých, coº je c − 1. Sta£í nám nyní maximalizovat výraz o jedné
prom¥nné m
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Po úprav¥ výrazu dostaneme:
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Od 1
2 ode£ítáme zlomek, který má ve jmenovateli m, celý výraz tedy bude maximální, kdyº

m bude maximální, proto m = 7 a c = 8. V druhé misce pak bude jediný bonbón (modrý),
a proto je PB = 1, to z°ejm¥ nem·ºe být vy²²í.
Vidíme, ºe pro Koumu je nejlep²í rozloºení dát do jedné misky jediný modrý bonbón a
zbylé bonbóny dá do druhé misky. Pravd¥podobnost Koumovy výhry je pak rovna 11

15 .
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Úloha 5.2. Kdyº si dohráli s bonbóny, Kouma otev°el tajný ²uplík, ve kterém byly cuk-
rovinky, které nebyly ur£ené k prodeji. A mezi nimi také t°i nugátové osmist¥nky popsané
£ísly 1 aº 8. Hodíli v²emi t°emi najednou a vybrali nejv¥t²í £íslo. Jaká je pravd¥podobnost
pro jednotlivá £ísla?

�e²ení. Hádºeme troma osmistenkami. Osmistenky majú 83 rôznych moºností, ako do-
padnú´. Jednotlivé moºnosti budeme uvaºova´ ako usporiadané trojice. Ozna£me Ax po£et
trojíc, v ktorých nie je £íslo vä£²ie ako x. Na kaºdej osmistenke môºe padnú´ £íslo z inter-
valu [1, x]. Potom Ax = x3. V²etky trojice, kde je x najvy²²ie £íslo, sú zapo£ítané v Ax. Sú
tam v²ak naviac tie trojice, kde sú v²etky £ísla men²ie neº x. Ich po£et je Ax−1 = (x−1)3.
Takºe po£et moºností, kedy x je najvy²²ie £íslo (teda nepadne ni£ vä£²ie a nie je pravda,
ºe padli iba men²ie) je Ax − Ax−1 = x3 − (x − 1)3 = 3x2 − 3x + 1. Pravdepodobnos´, ºe
padne jedna z tých moºností, je Px = Ax−Ax−1

83
= 3x2−3x+1

83
pre x ∈ [1, 8]. Pre v²etky iné x

je Px = 0.

Úloha 5.3. Kdesi v Hloup¥tín¥ si mezitím Mat¥j v²iml, ºe pravd¥podobnost, ºe Lib¥nka
uva°í dobrý ob¥d, je 90 %, ºe se Kouma dob°e vyspí 50 % a ºe ve£er nebude pr²et 80
%. Také si ov¥°il, ºe kaºdá dvojice z t¥chto t°í jev· je na sob¥ nezávislá. Kdyº to ukázal
Lib¥nce, tak se zeptala �A jaká je pravd¥podobnost, ºe v jeden den já uva°ím dobrý ob¥d,
Kouma se dob°e vyspí a ve£er nebude pr²et?� Na to Mat¥j pohotov¥ odpov¥d¥l �To je
prosté, je to 90 % · 50 % · 80 % = 36 %.�Já si to nemyslím. Jak ví², ºe jsou v²echny t°i
jevy nezávislé?� Rozhodn¥te spor mezi Lib¥nkou a Mat¥jem.

�e²ení. Tento p°íklad °e²il, jestli nezávislost jev· po dvojici implikuje nezávislost v²ech
jev· a tím pádem bychom mohli jevy násobit mezi sebou pro získání jejich pr·niku. Uv¥do-
mme si, ºe známe pravd¥podobnosti jev· A, B, C a také pravd¥podobnosti jev· A ∩ B, A
∩ C, B ∩ C a chceme odvodit pravd¥podobnost jevu A ∩ B ∩ C. Nejjednodu²²í je nakreslit
si Vienn·v diagram, ze kterého je vid¥t, ºe známe pouze 6 prom¥nných, coº nesta£í pro
výpo£et v²ech neznámých. Takºe správná odpov¥¤ je, ºe pravd¥podobnost pr·nik· v²ech
t°í jev· m·ºe být 36%, ale také nutn¥ nemusí a ze zadaných informací to nem·ºeme ur£it.

Pro lep²í p°edstavu p°edstavím protip°íklad s jinými £ísly, na kterém je v²e názorn¥
vid¥t. M¥jme t°i £ísla. V²echna t°i byla vytvo°ena náhodným generátorem £ísel, který s 50
% vytvo°í 0 a 50 % vytvo°í 1.

I: Pravd¥podobnost £ísla 1 je v²ude 50 %.

II: Pravd¥podobnost dvou £ísel 1 v p°edem vybrané dvojici je 25 %, takºe m·ºeme
°íct, ºe jsou po dvojici nezávislé.

III: Pravd¥podobnost 3 jedni£ek (pr·niku t°í jev·) je 12,5 %, takºe m·ºeme °íct, jsou
to nezávislé jevy.
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T°etí £íslo v²ak m·ºeme vytvo°it i jinak a to pomoci binární funkce XOR (její de�nice:
XOR(0,0)=0; XOR(1,0)=1; XOR(0,1)=1; XOR(1,1)=0). V takovém p°ípad¥ platí I, II, ale
uº neplatí III. Pravd¥podobnost pr·nik· je dokonce 0 %. Jinou moºností je zvolit negaci
této funkce a znovu bude platit I, II, ale uº ne III. Pravd¥podobnost pr·niku bude 25 %.
Vidíme, ºe v tomto p°íklad¥ p°i znalosti pravd¥podobnosti v²ech t°í jev· a informací, ºe
jsou po dvojici nezávislé, tak nem·ºeme ur£it kolik p°esn¥ bude pravd¥podobnost pr·nik·.
Ta se bude pohybovat od 0 % aº po 25 %.

Nyní vypo£ítáme jaká m·ºe být pravd¥podobnost pr·niku v²ech t°í jev· s hodnotami
v zadání. Ozna£íme si jev A, ºe Lib¥nka uvaºí dobrý ob¥d, B jev, ºe se Kouma dob°e
vyspí a C jev, ºe nebude pr²et. Dále si ozna£íme P(A ∩ B ∩ C) = P(111); P(A ∩ B ∩
C') = P(110) atd. Z pravd¥podobností jednotlivých jev· dostaneme 3 rovnice, nap°íklad
P (A) = P (100)+P (101)+P (110)+P (111) = 90% a z informace o nezávislosti dostaneme
dal²í 3 rovnice, nap°íklad P (A ∩ B) = P (110) + P (111) = 45%. Máme 6 rovnic o 7
neznámých, tak si ozna£íme P (111) = x a vy°e²íme tyto rovnice. Dostaneme:

P (000) = 37%− x

P (001) = x− 32%

P (010) = x− 35%

P (011) = 40%− x

P (100) = x− 27%

P (101) = 72%− x

P (110) = 45%− x

Abychom nedostali v²echny pravd¥podobnosti do intervalu 〈0%; 100%〉, musíme zvolit
x v intervalu 〈35%; 37%〉. Vidíme, ºe Mat¥j nem¥l pravdu, ale na druhou stranu se tolik
nezmýlil.

Úloha 5.4. V bonbónovém krámku zatím sedí dva upatlaní kluci. Uº stihli sníst spoustu
sladkostí, v tom je zaujalo klubí£ko n pendrek·. Z n¥j tr£í v²ech 2n konc·. Kouma na to
kouká a pak praví: �Hele �oumo, jaká je pravd¥podobnost, ºe kdyº postupn¥ v²echny konce
spojíme dohromady (vºdy po dvou), tak nám vznikne jeden velký pendrekový cyklus?�

�e²ení. Máme n stejných pendrek·, takºe máme 2n konc·. BÚNO vybereme jeden konec
a ten spojíme s jedním ze 2n− 1 zbylých konc·. S pravd¥podobností 1

2n−1 jsme spojili dva
konce stejného pendreku a tím jsme zcela zamezili vytvo°ení jednoho velkého cyklu (za
podmínky, ºe n 6= 1) a nemá cenu dále cokoliv °e²it. V opa£ném p°ípad¥ s pravd¥podobnosti
2n−2
2n−1 spojíme dva konce dvou r·zných pendrek·. Pro ú£ely úlohy je nov¥ vzniklá situace
zcela ekvivalentní se stavem n−1 pendrek·, protoºe nezáleºí ani na délce pendrek· ani na
po°adí jejich spojení. V dal²ím spojení máme ²anci 2(n−1)−2

2(n−1)−1 , ºe spojíme konce dvou r·zných
pendrek· a takto musíme pokra£ovat aº do stavu, ºe máme pouze dva konce jednoho dlouhé
propojeného pendrek·. V takovém p°ípad¥ máme jistotu, ºe spojíme dva konce ze stejného
pendreku, coº je v tomto p°ípad¥ ºádoucí jev. Takºe pravd¥podobnost, ºe se nám poda°í
pospojovat pendreky do jedné dlouhé smy£ky, je sou£in v²ech pravd¥podobností 2(n−m)−2

2(n−m)−1 ,
kde m je po£et p°edcházejících spojení a jde postupn¥ od 0 po n− 1.

Dále uº je to jen o úprav¥ výraz·, coº nebylo nutn¥ pot°eba ud¥lat:

P =
2 · 4 · ... · (2n− 2)

1 · 3 · 5 · ... · (2n− 1)
= 22n−2 · [(n− 1)!]2

(2n− 1)!
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Kone£ný výraz dává správné °e²ení i pro p°ípad n = 1.

Úloha 5.5. Kluky uº neuv¥°iteln¥ bolelo b°icho, a tak uº jen leºeli na zemi jako dva
vyvrºení vorvani a bavili se spolu o tom, kolik toho sn¥dli. Kouma °íká, ºe toho ur£it¥

bylo 20172016
2015.

..
1

. �ouma jen kouká do stropu a p°itakává. Pak ho napadlo, jaká je asi
poslední £íslice takového £ísla?

�e²ení. Pro zji²t¥ní poslední £íslice tohoto £ísla nám sta£í zjistit zbytek po celo£íselném

d¥lení 10, tedy kolik je 20172016
2015.

..
1

mod 10. To je totéº, jako (202 · 10 − 3)2016
2015.

..
1

mod 10, neboli (−3)20162015
..
.1

mod 10. (−3)2 = 9, 9 mod 10 = −1. S vyuºitím této

skute£nosti m·ºeme p°edchozí výraz p°epsat jako (−1)
1
2
·20162015.

..
1

. 2016 je d¥litelné 4,
tudíº 2016 na libovolný kladný exponent i po vyd¥lení dv¥ma bude sudé £íslo. −1 na sudý
exponent je 1. Proto poslední £íslice tohoto £ísla bude 1.

Úloha 5.6. Lib¥nka ukon£ila rozhovor s Mat¥jem a ²la do svého pokojí£ku. Co ji ale
p°ekvapilo, na její tabuli jí Mat¥j p°ipravil tyto rovnice a pod nimi nápis: �Najdi v²echna
kladná a,b,c,d spl¬ující:�

a+ b < c+ d

(a+ b)(c+ d) < ab+ cd

(a+ b)cd < (c+ d)ab

�e²ení. Ukáºeme, ºe nerovnosti nesplní ºádná £tve°ice kladných £ísel. (Sporem:) Nech´
a, b, c, d jsou kladná a spl¬ují zadané nerovnosti, pak platí:

acd+ bcd+ ab2 + b3 = (a+ b)cd+ (a+ b)b2
(1)
< (a+ b)cd+ (c+ d)b2

(a+ b)cd+ (c+ d)b2
(2)
< (c+ d)ab+ (c+ d)b2 = b(c+ d)(a+ b)

b(c+ d)(a+ b)
(3)
< b(ab+ cd)b = ab2 + bcd

Porovnáním prvního a posledního výrazu dostáváme

acd+ bcd+ ab2 + b3 < ab2 + bcd =⇒ acd+ b3 < 0,

coº je spor s kladností £ísel a, b, c, d. Nerovnosti tedy nesplní ºádná kladná £ísla.

Úloha 5.7. Lib¥nku takovéto úkoly moc baví, tak si rychle b¥ºela vyprosit dal²í. V pro-
storu jsou dány body A,A′, B,B′, C, C ′ tak, ºe p°ímky AA′, BB′, CC ′ jsou rovnob¥ºné
ale neleºí v jedné rovin¥. Je-li X je pr·se£ík rovin A′BC,AB′C,ABC ′ a Y pr·se£ík rovin
AB′C ′, A′BC ′, A′B′C, pak jsou p°ímky XY a AA′ rovnob¥ºné. Dokaº to.

�e²ení. Nech´ se B′C a BC ′ protínají v S. Pokud nastane B′C ‖ BC ′, pak zvolme za S
takový bod, ºe AS ‖ B′C. Potom jeX ∈ AS = ABC ′∩AB′C a Y ∈ A′S = A′BC ′∩A′B′C.
Odtud plyne, ºe p°ímka XY leºí v rovin¥ AA′S, která je rovnob¥ºná s p°ímkou BB′. Syme-
tricky dojdeme k tomu, ºe XY leºí v rovin¥ BB′T (kde T získáme stejn¥ jako S). Nutn¥
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XY je pr·se£nice BB′T a AA′S. Jelikoº je AA′ rovnob¥ºná s ob¥ma rovinami, pak je
rovnob¥ºná i s jejich pr·se£nicí.
Jiné °e²ení: Ozna£me SA, SB, SC st°edy úse£ek AA′, BB′, CC ′. Zavedeme soustavu sou-
°adnic s po£átkem v bod¥ SA a s bázovými vektory SAA, SASB, SASC . V této soustav¥
jsou dvojice A,A′; B,B′; C,C ′ symetrické podle roviny SASBSC . Proto i dvojice rovin
A′BC, AB′C ′; AB′C, A′BC ′; ABC ′, A′B′C jsou symetrické podle stejné roviny a tedy i
bod X s bodem Y . To znamená, ºe XY je rovnob¥ºná s AA′.
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