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ReSeni 4. série

BINARNI OPERACE

Uloha 4.1. V Hloupétinské jaderné elektrarné doglo jednoho dne k tniku radioaktivniho
zareni. Obyvatelé byli pro tento p¥ipad kvalitné vyskoleni v obrané proti zdkeinym ¢asticim,
takze kromé Libénky, Koumy, Noumy a Matéje, kteti hrali karty pobliz reaktoru, se nikomu
nic nestalo. Tito ¢tyri méli neobycejné stésti. Nejenom, Ze neutrpéli Zadna zranéni, ale jejich
smysly se zbystfily a jejich jména uz neznéla stejné jako pifedtim. Nyni to byli Srdénka,
Kar, Kiiznel a Pikant a stil pfed nimi novy tkol - opravit reaktor. Zadnému z hrdini se
moc nechtélo, protoze vsichni chtéli zacit objevovat svoje superschopnosti. Nastésti K¥iznel
zjistil, Ze umi pfivolat tabuli a kifidy, a tak pfFisel s napadem:

»,Na tabuli nakreslime vedle sebe symboly O, & a #. Operace e zadana tabulkou
bude spocivat v tom, ze smaZeme prvni a druhy symbol z leva a misto nich nakreslime
symbol jim odpovidajici. Operaci provedeme celkem t¥ikrat, na tabuli pak zistane pouze
jediny symbol. Ci symbol to bude, ten musi reaktor opravit.“ K¥iznel se nabidl, ze tabulku
operace o vymysli a ostatni se shodli, Ze tabulka musi splnit nasledujici podminky:

(i) tabulka bude obsahovat stejny pocet O, <> a @

(ii) & je v tabulce vice nez jiného symbolu
(iii) operace e je komutativni
(iv) na diagonale musi byt symboly & (viz. tabulka)

1O | & | &
&

&

&
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Podaii se Ktiznelovi doplnit tabulku tak, Ze p#i libovolném pocateénim poiadi symboli
na tabuli nezfistane nikdy symbol & jako posledni, a K¥iZnel se tak vyhne povinnostem?
Najdéte alespoil jeden zptisob, jak tabulku doplnit.

ReSeni. Z podminky komutativity operace musi byt tabulka doplnéna symetricky, vech
symbolu tak bude sudy pocet. Z podminky (i) a (i) potom dostéavame, Ze kazdy z sym-
bola ©, <> a & musime do tabulky doplnit pravé dvakrat. Tabulku lze doplnit nasledujicim
zpusobem:
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Ovéfime, ze skute¢né spliiuje zadani.

Operace mé dvé€ hezké vlastnosti:

(i) do X = X, kde X zastupuje libovolny symbol.

(i1)Y o Z = & kde Y, Z jsou symboly rizné od &.

Miuzeme tedy reprezentovat symboly rizné od & znakem [J. Nyni zbyva vySetiit jen ¢tyfi
pripady poradi symbolid na tabuli.

1. K¥iZe jsou na 1. pozici
SO =000 =& =0

2. K¥ize jsou na 2. pozici:
O&O0 =000 =&0 =0

3. K¥ize jsou na 3. pozici:
O0&] = Sd] = & =01

4. Ktize jsou na 4. pozici:
0008 = Sl = O = 0

Ukazali jsme, Ze nikdy nezbyde symbol &.

Uloha 4.2. Kiiznel viak zanedlouho zacal znovu skodit. Ukradl viechna, cel4 ¢isla a zaméel
je ve svém doupéti. Hrdinové se vydali isla zachranit. Srdénka si ale uvédomila:, VSechna
Cisla pFece zachranit nemiZzeme, vZdyt je jich nekonetné mnoho!“ Na to ji odpovédél Kar:
,Neboj, stadi zachranit jen par kladnych &sel. Vymyslel jsem operaci <, kterd dvéma celym
Cislim x a y prifadi ¢islo x & y = x + axy — 2y.“ Kolik nejméné musi zachranit kladnych
celych éisel x1, 9, -, x,, ze pomoci nich a opétovného pouzivani Karovy operace { lze
vytvofit libovolné celé ¢islo? Operovat miZeme na libovolném poctu kopif x1,z9, -,z
v libovolném poiad{ a p#i libovolném uzavorkovani.

ReSeni. Mame takovy skvely tip, Ze bychom mohli matematickou indukei zkusit dokazat
nésledujici tvrzeni:

ad0=0&da=(0&0)+a; ac Ny

Dikaz provedeme matematickou indukci, ta ma 2 kroky:
1. V prvnim kroku zjistujeme, jestli to plati pro nejmensi povolené a:

(a) do (7) dosadime x =0 :
1&#0=(0&0)+1
(b) do (4i) dosadime y =0 :
OR1=(0&0) +1

=18#0=(0&0)+1=0& 1= proa=0toplati B

2. V druhém kroku pfedpoklddame, ze dané tvrzeni plati pro a a chceme dokazat, Ze
za této podminky to plati i pro a + 1:

Ptedpoklad:
ad0=0&da=(0&0)+a; a€ Ny
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(a) do (¢) dosadime x = a:
(a+1)&0=0&ka)+1=[(00)+al+1=(0&0)+(at+1)

(b) do (éi) dosadime y = a:
Od(a+1)=(x#0)+1=[(0&0)+al+1=(0&0)+ (a+1)

=(a+1)»0=0&0)+(a+1)=0&(a+1)
= Kdyz nase tvrzeni plat{ pro a, pak plati i proa+1 R

Ted prichazi na fadu tfeti podminka (iii).
Matematickou indukci se tentokrat budeme snazit dokizat, Ze plati nasleduji tvrzeni
(k € Ny je konstanta):

ad(a+k)=a+k+(0&0); ac Ny

1. a=0:
Odk=k+ (0 &0)—plati B

2. Predpoklad:
ad(a+k)=a+k+(0&0); ac Ny

Kdyz do (7i7) dosadime x = a a y = a + k, dostaneme:
(a+1) & (a+k+1)=(ad(a+k)+1=a+k+(0&0)+1=(a+1)+k+ (0 &O0)
= KdyzZ nase tvrzeni plati pro a, pak platii proa+1 R

Analogicky dokaZzeme, 7e plati (a + k) da=a+k+ (0 & 0); a € Ny

Koneéneé se dostavame k poslednimu pucliku skladanky — a tim je 2016 & 2061 = 6210.
Diky této rovnosti zfskdme to, co potiebujeme na vSechny vypodty — a to je hodnota vyrazu
0& 0.

Kdyz dosadime do rovnice a & (a + k) = a+ k + (0 & 0) hodnoty a = 2016 a
k = 2061 — 2016 = 45, ziskdme rovnost 2016 & 2061 = 2061 + (0 & 0)

= 2061+ (0 & 0) = 6210 = (0 & 0) = 6210 — 2061 = 4149

Timto dostaneme (a+k) & a = 2601 & 1620 = a+k+ (0 & 0) = 1620+ 981 4 4149 =
6750.

Uloha 4.3. Vchod do Kiiznelova doupéte branili zli Operantauii, které Kifznel stvofil.
Meli ale slabost pro nevidané matematické dovednosti. ,Nechame vés projit, jen kdyz nam
zvladnete dokizat jednu malickost. Necht % je bindrni operace na konefné mnoZiné M
spliiujici nasledujici:

(i) % je komutativni

(ii) v M existuje prvek p takovy, Ze pro v8echny prvky z € M plati x %z =p

(iii) pro kazdé z,y € M existuje nejvyse jedno z € M tak, ze x %z =y

Necht n > 2 je pocet prvkia M. Dokazte nam, ze takova operace existuje pro nekonecné
mnoho n.“
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Regeni. Po chvilce hrani si napiSeme, jaké vysledky nam operace dé pro rizné dvojice Cisel
vzhledem ke zbytku vstupi a vystupu po déleni trojkou. MiZeme to zapsat pomoci tabulky:

0
0
1

NN DN DN

1
1
0
2

N =[O

2

Do tabulky jsme zakdédovali, Ze napt. kdyz za x dosadime libovolné Cislo davajici po
délent tfemi zbytek 1 a za y libovolné ¢islo délitelné t¥emi, bude vysledek davat zbytek 1 po
déleni tfemi. Pozornym pohledem z tabulky vy¢teme, Ze &islo davajici zbytek 2 po déleni
tfemi nelze z{skat bez pouziti ¢isla, které dava také zbytek 2 po déleni t¥femi. Musime tedy
zachranit alespon jedno &islo davajici zbytek 2 po déleni tfemi. Druhym pohledem zjistime,
7e pouze generator davajici zbytek 2 po déleni tFfemi, nam nikdy nevygeneruje napi. ¢islo
délitelné tfemi, potfebujeme tedy alespon dvé éisla.

Ukazme, ze pomoci 1 a 2 umime zachranit vSechna cela ¢isla.

lol1=0
lol=-1
Ool=-2

Dale budeme postupovat tfeba indukci. Umime jiz tedy vytvofit ¢isla -2, -1, 0, 1, 2 Pted-
pokladejme, Ze uZ jsme vytvofit vSechna ¢isla spliujici —2n < z < 2n, kde n je pfirozené
¢islo, a dokazme, 7Ze pak umime vytvofit vSechna ¢isla spliwujici —2(n+1) <z < 2(n+ 1),
tedy ¢isla —2n — 2, —2n —1,2n+ 1,2n + 2.

—2n—2=00(n+1)

9 —1=00(n+1)
—2n+1=10(-2n)
—m—2=00(-n—1)

Umime tedy vytvofit vSechna cel4 ¢isla pouze pomoci 1 a 2 a také vime, Ze méné Cisel
nestaci.

Uloha 4.4. Poté co se hrdinové dostali dovnitF, §li temnou chodbou. Kér si zpival a Pikanta
trochu mrzelo, Ze se v pfib&hu objevi uz jen jednou. ,Podivejte, to je zvlastni pavucinal®
vyhrkl Kar. Pavu¢ina méla tvar obdelniku s obéma thlopiickami. , Vite, ze kdyz pavouk
sedi v kterémkoliv bodé na nékteré ze stran obdélniku, tak soucet kolmych vzdélenosti
toho bodu od obou thlopfFicek je vidy stejny?“ Ukazte, Ze ma Kar pravdu.

Reseni. Pro znalce grup lze feSeni napsat na jeden tadek - pro libovolné n € N splauje
operace grupy Zs podminky zadani. Pro neznalce je tu pfedchozi véta podrobné vysvétlena:

Necht M je mnozina n-tic slozenych pouze z 0 a 1. Takovych n-tic je 2", proto |M| = 2.
Zavedeme na M bindrni operaci s¢itani n-tic nasledovné: (ay,...,an) @2 (b1,...,bn) =
((a1 +b1) mod 2,...,(an+b,) mod 2), tedy secteme n-tice po slozkach a v kazdé slozce
vzdy napiSeme jen zbytek po déleni dvojkou. Tato operace je jisté komutativni, (ay, ..., a,)®2
(a1,...,an) = (2a1,...,2a,) = p = (0,...,0) a zaroven z jedné n-tice udélame jinou jen
jedinym zptisobem.
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Uloha 4.5. Poté co se hrdinové dostali dovnitF, §li temnou chodbou. Kar si zpival a Pikanta
trochu mrzelo, Ze se v pfib&hu objevi uZ jen jednou. ,Podivejte, to je zvlastni pavucinal®
vyhrkl Kar. Pavu¢ina méla tvar obdelniku s obéma thlopiickami. , Vite, ze kdyz pavouk
sedi v kterémkoliv bodé na nékteré ze stran obdélniku, tak soucet kolmych vzdélenosti
toho bodu od obou uhlopFicek je vidy stejny?“ Ukazte, Ze méa Kar pravdu.

Reseni. P¥i fesent se dalo sikovné vyuzivat osové soumérnosti podle strany, na které pa-
vouk sedél, a toho, Ze obraz jedné z tthlop#i¢ek pak bude rovnobézny s druhou thloptickou.
Také jsme mohli poéitat obsahy trojuhelnik®, u kterych jsme védéli, Ze soucet jejich obsahu
se zachovava, nebo jsme si vzdalenosti od uhlopfiéek mohli vyjadfit pomoci goniometric-
kych funkei.

Pfi oznaceni obdélniku ABC D, necht pavouk sedi v bodé P na strané AB. Ozna¢me thlo-
pricky e, f a paty kolmic z bodu P na né E, F, dile ozna¢me thel, ktery uhlopiicky sviraji
se stranou AB jako «. Pak |PE|+ |PF| = |AP| - sin(a) 4+ |PB| - sin(a) = |AB] - sin(a) =
konst. Bude-li pavouk sedét na strané |BC/|, bude soucet vzdalenosti roven |BC| - cos(a).

sin(a) _ |BC|

Vime vsak, 7e plat{ cos(a) = TAB] proto je soucet vzdalenosti od uthloptic¢ek konstantni, at

uz je pavouk kdekoli na obvodu.

Uloha 4.6. Jak §li, Pikant byl stale smutnéj&i a v tento moment se dokonce rozbrecel.
Ostatni se ale zaradovali, nebot uvidéli na zemi lezet dvojici redlnych ¢isel (a190, b100) =
(2,4). Kousek dal byla (agg, bgg) a za ni spousta dalsich. Byla jich cela posloupnost. Také
si v&imli, ze posloupnost splituje (ans1,0ns1) = (V3an — by, V3b, 4 an) pro n > 1. Jaky je
soucet a; + b17

Reseni. Napfed zjistime rekurentni vztah "zpét", tedy jak z (an,byp) uréit (an_1,bp_1).
To provedeme vyFeSenim soustavy 2 linearnich rovnic o dvou neznamych (an—1,bn—1):

Un+1 = \/gan — by
bpi1 = \/gbn + an

Dostavame jediné feSeni:

_ \/§Gn+1 + bn+1

an, 1
b — \/gbn+1 — Qp+1
T

Dosadime-li 5krat do téchto dvou vzorcu (tedy za a,+1 dosadime % atd.)

se néhle zjednodusi:

vyrazy

1
an _?an—&—G
1
bn _ﬁbn+6
Tedy plati:
_1)k
anp 26]@‘ an+6k
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Tedy dostéavame, Ze

1 1
a4 = 2@%00— 995
1 1

b4 = ﬁbloo = @

Nyni staci dopocitat (a1, b1). To miZeme bud tupé dosazovat, nebo pouZijeme mezivypocet,
ktery jsme dostali pfi odvozovani vzorce. Af tak & tak nam vyjde:

2
a] = ﬁ
-1
bl — @
Hodnota hledaného souctu je tedy:
1
a;+by = 998

Uloha 4.7. Nez dogli k posledni dvojici, Srdénka zjistila, ze ji superschopnosti pomalu
opousti. Stejné tak Kar. Kdyz dogli k posledni dvojici, sedél tam schopnosti a zloby zbaveny
K¥iZznel. V8echna ¢isla uz pustil a jako omluvu dokazal pro Srdénku jedno zajimavé tvrzeni.
,Den mi pripada kvadraticky, pokud jsme na svété k dni a existuje takové celé ¢islo a, Ze
2017 | k — a?. Jiné dny jsou nekvadratické. Srdénko, ty jsi o n dni mladsi. Nastane nékdy
den, ktery bude pro nas oba kvadraticky nebo pro oba nekvadraticky? Dokéazal jsem, Ze
tomu tak urcité nastane.“ Dokézete to taky?

ReSeni. Snadno dokazeme, 7e pro viechna n existuje celé x, ze 2017 | 22 +1 —n. Vyraz
2x + 1 nebyva totiz v8ech lichych ¢isel a 2z + 1 — 2017 zase vSech sudych (zfejmé navic
2017 | 2x + 1 — 2017 <= 2017 | 2z + 1). Zejména tedy nabyde i &isla n.

Zvolime-li nyni k = (z +1)2, a = x + 1, b = z, tak jsme hotovi. Vskutku 2017 | k —a? =0
a2017|k—b—n=2r+1-n.
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