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�e²ení 4. série

Binární operace

Úloha 4.1. V Hloup¥tínské jaderné elektrárn¥ do²lo jednoho dne k úniku radioaktivního
zá°ení. Obyvatelé byli pro tento p°ípad kvalitn¥ vy²koleni v obran¥ proti záke°ným £ásticím,
takºe krom¥ Lib¥nky, Koumy, �oumy a Mat¥je, kte°í hráli karty poblíº reaktoru, se nikomu
nic nestalo. Tito £ty°i m¥li neoby£ejné ²t¥stí. Nejenom, ºe neutrp¥li ºádná zran¥ní, ale jejich
smysly se zbyst°ily a jejich jména uº nezn¥la stejn¥ jako p°edtím. Nyní to byli Srd¥nka,
Kár, K°íºnel a Pikant a stál p°ed nimi nový úkol - opravit reaktor. �ádnému z hrdin· se
moc necht¥lo, protoºe v²ichni cht¥li za£ít objevovat svoje superschopnosti. Na²t¥stí K°íºnel
zjistil, ºe umí p°ivolat tabuli a k°ídy, a tak p°i²el s nápadem:

�Na tabuli nakreslíme vedle sebe symboly ♥,♦,♣ a ♠. Operace • zadaná tabulkou
bude spo£ívat v tom, ºe smaºeme první a druhý symbol z leva a místo nich nakreslíme
symbol jim odpovídající. Operaci provedeme celkem t°ikrát, na tabuli pak z·stane pouze
jediný symbol. �í symbol to bude, ten musí reaktor opravit.� K°íºnel se nabídl, ºe tabulku
operace • vymyslí a ostatní se shodli, ºe tabulka musí splnit následující podmínky:

(i) tabulka bude obsahovat stejný po£et ♥,♦ a ♠
(ii) ♣ je v tabulce více neº jiného symbolu
(iii) operace • je komutativní
(iv) na diagonále musí být symboly ♣ (viz. tabulka)

• ♥ ♦ ♣ ♠
♥ ♣
♦ ♣
♣ ♣
♠ ♣

Poda°í se K°íºnelovi doplnit tabulku tak, ºe p°i libovolném po£áte£ním po°adí symbol·
na tabuli nez·stane nikdy symbol ♣ jako poslední, a K°íºnel se tak vyhne povinnostem?
Najd¥te alespo¬ jeden zp·sob, jak tabulku doplnit.

�e²ení. Z podmínky komutativity operace musí být tabulka dopln¥na symetricky, v²ech
symbol· tak bude sudý po£et. Z podmínky (i) a (ii) potom dostáváme, ºe kaºdý z sym-
bol· ♥, ♦ a ♠ musíme do tabulky doplnit práv¥ dvakrát. Tabulku lze doplnit následujícím
zp·sobem:

• ♥ ♦ ♣ ♠
♥ ♣ ♣ ♥ ♣
♦ ♣ ♣ ♦ ♣
♣ ♥ ♦ ♣ ♠
♠ ♣ ♣ ♠ ♣
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Ov¥°íme, ºe skute£n¥ spl¬uje zadání.
Operace má dv¥ hezké vlastnosti:
(i) ♣ •X = X, kde X zastupuje libovolný symbol.
(ii)Y • Z = ♣ kde Y,Z jsou symboly r·zné od ♣.
M·ºeme tedy reprezentovat symboly r·zné od ♣ znakem �. Nyní zbývá vy²et°it jen £ty°i
p°ípady po°adí symbol· na tabuli.

1. K°íºe jsou na 1. pozici

♣��� = ��� = ♣� = �

2. K°íºe jsou na 2. pozici:

�♣�� = ��� = ♣� = �

3. K°íºe jsou na 3. pozici:

��♣� = ♣♣� = ♣� = �

4. K°íºe jsou na 4. pozici:

���♣ = ♣�♣ = �♣ = �

Ukázali jsme, ºe nikdy nezbyde symbol ♣.

Úloha 4.2. K°íºnel v²ak zanedlouho za£al znovu ²kodit. Ukradl v²echna celá £ísla a zam£el
je ve svém doup¥ti. Hrdinové se vydali £ísla zachránit. Srd¥nka si ale uv¥domila:�V²echna
£ísla p°ece zachránit nem·ºeme, vºdy´ je jich nekone£n¥ mnoho!� Na to jí odpov¥d¥l Kár:
�Neboj, sta£í zachránit jen pár kladných £ísel. Vymyslel jsem operaci ♦, která dv¥ma celým
£ísl·m x a y p°i°adí £íslo x ♦ y = x + xy − 2y.� Kolik nejmén¥ musí zachránit kladných
celých £ísel x1, x2, · · · , xn, ºe pomocí nich a op¥tovného pouºívání Károvy operace ♦ lze
vytvo°it libovolné celé £íslo? Operovat m·ºeme na libovolném po£tu kopií x1, x2, · · · , xn
v libovolném po°adí a p°i libovolném uzávorkování.

�e²ení. Máme takový skv¥lý tip, ºe bychom mohli matematickou indukcí zkusit dokázat
následující tvrzení:

a ♣ 0 = 0 ♣ a = (0 ♣ 0) + a; a ∈ N0

D·kaz provedeme matematickou indukcí, ta má 2 kroky:

1. V prvním kroku zji²´ujeme, jestli to platí pro nejmen²í povolené a:

(a) do (i) dosadíme x = 0 :

1 ♣ 0 = (0 ♣ 0) + 1

(b) do (ii) dosadíme y = 0 :

0 ♣ 1 = (0 ♣ 0) + 1

⇒ 1 ♣ 0 = (0 ♣ 0) + 1 = 0 ♣ 1 ⇒ pro a = 0 to platí �

2. V druhém kroku p°edpokládáme, ºe dané tvrzení platí pro a a chceme dokázat, ºe
za této podmínky to platí i pro a+ 1:

P°edpoklad:
a ♣ 0 = 0 ♣ a = (0 ♣ 0) + a; a ∈ N0
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(a) do (i) dosadíme x = a:
(a+ 1) ♣ 0 = (0 ♣ a) + 1 = [(0 ♣ 0) + a] + 1 = (0 ♣ 0) + (a+ 1)

(b) do (ii) dosadíme y = a:
0 ♣ (a+ 1) = (x ♣ 0) + 1 = [(0 ♣ 0) + a] + 1 = (0 ♣ 0) + (a+ 1)

⇒ (a+ 1) ♣ 0 = (0 ♣ 0) + (a+ 1) = 0 ♣ (a+ 1)

⇒ Kdyº na²e tvrzení platí pro a, pak platí i pro a+ 1 �

Te¤ p°ichází na °adu t°etí podmínka (iii).
Matematickou indukcí se tentokrát budeme snaºit dokázat, ºe platí nasledují tvrzení

(k ∈ N0 je konstanta):

a ♣ (a+ k) = a+ k + (0 ♣ 0); a ∈ N0

1. a = 0:

0 ♣ k = k + (0 ♣ 0) � platí �

2. P°edpoklad:
a ♣ (a+ k) = a+ k + (0 ♣ 0); a ∈ N0

Kdyº do (iii) dosadíme x = a a y = a+ k, dostaneme:

(a+1) ♣ (a+k+1) = (a ♣ (a+k))+1 = a+k+(0 ♣ 0)+1 = (a+1)+k+(0 ♣ 0)

⇒ Kdyº na²e tvrzení platí pro a, pak platí i pro a+ 1 �

Analogicky dokáºeme, ºe platí (a+ k) ♣ a = a+ k + (0 ♣ 0); a ∈ N0

Kone£n¥ se dostáváme k poslednímu puclíku skládanky � a tím je 2016 ♣ 2061 = 6210.
Díky této rovnosti získáme to, co pot°ebujeme na v²echny výpo£ty � a to je hodnota výrazu
0 ♣ 0.

Kdyº dosadíme do rovnice a ♣ (a + k) = a + k + (0 ♣ 0) hodnoty a = 2016 a
k = 2061− 2016 = 45, získáme rovnost 2016 ♣ 2061 = 2061 + (0 ♣ 0)
⇒ 2061 + (0 ♣ 0) = 6210⇒ (0 ♣ 0) = 6210− 2061 = 4149
Tímto dostaneme (a+ k) ♣ a = 2601 ♣ 1620 = a+ k+(0 ♣ 0) = 1620+981+4149 =

6750.

Úloha 4.3. Vchod do K°íºnelova doup¥te bránilí zlí Operantau°i, které K°íºnel stvo°il.
M¥li ale slabost pro nevídané matematické dovednosti. �Necháme vás projít, jen kdyº nám
zvládnete dokázat jednu mali£kost. Nech´ > je binární operace na kone£né mnoºin¥ M
spl¬ující následující:

(i) > je komutativní
(ii) v M existuje prvek p takový, ºe pro v²echny prvky x ∈M platí x> x = p
(iii) pro kaºdé x, y ∈M existuje nejvý²e jedno z ∈M tak, ºe x> z = y
Nech´ n > 2 je po£et prvk·M . Dokaºte nám, ºe taková operace existuje pro nekone£n¥

mnoho n.�
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�e²ení. Po chvilce hraní si napí²eme, jaké výsledky nám operace dá pro r·zné dvojice £ísel
vzhledem ke zbytku vstup· a výstupu po d¥lení trojkou. M·ºeme to zapsat pomocí tabulky:

0 1 2

0 0 1 2

1 1 0 2

2 2 2 2

Do tabulky jsme zakódovali, ºe nap°. kdyº za x dosadíme libovolné £íslo dávající po
d¥lení t°emi zbytek 1 a za y libovolné £íslo d¥litelné t°emi, bude výsledek dávat zbytek 1 po
d¥lení t°emi. Pozorným pohledem z tabulky vy£teme, ºe £íslo dávající zbytek 2 po d¥lení
t°emi nelze získat bez pouºití £ísla, které dává také zbytek 2 po d¥lení t°emi. Musíme tedy
zachránit alespo¬ jedno £íslo dávající zbytek 2 po d¥lení t°emi. Druhým pohledem zjistíme,
ºe pouze generátor dávající zbytek 2 po d¥lení t°emi, nám nikdy nevygeneruje nap°. £íslo
d¥litelné t°emi, pot°ebujeme tedy alespo¬ dv¥ £ísla.
Ukaºme, ºe pomocí 1 a 2 umíme zachránit v²echna celá £ísla.

1 ◦ 1 = 0

1 ◦ 1 = −1

0 ◦ 1 = −2

Dále budeme postupovat t°eba indukcí. Umíme jiº tedy vytvo°it £ísla -2, -1, 0, 1, 2 P°ed-
pokládejme, ºe uº jsme vytvo°it v²echna £ísla spl¬ující −2n ≤ x ≤ 2n, kde n je p°irozené
£íslo, a dokaºme, ºe pak umíme vytvo°it v²echna £ísla spl¬ující −2(n+ 1) ≤ x ≤ 2(n+ 1),
tedy £ísla −2n− 2,−2n− 1, 2n+ 1, 2n+ 2.

−2n− 2 = 0 ◦ (n+ 1)

−2n− 1 = 0 ◦ (n+ 1)

−2n+ 1 = 1 ◦ (−2n)

−2n− 2 = 0 ◦ (−n− 1)

Umíme tedy vytvo°it v²echna celá £ísla pouze pomocí 1 a 2 a také víme, ºe mén¥ £ísel
nesta£í.

Úloha 4.4. Poté co se hrdinové dostali dovnit°, ²li temnou chodbou. Kár si zpíval a Pikanta
trochu mrzelo, ºe se v p°íb¥hu objeví uº jen jednou. �Podívejte, to je zvlá²tní pavu£ina!�
vyhrkl Kár. Pavu£ina m¥la tvar obdelníku s ob¥ma úhlop°í£kami. �Víte, ºe kdyº pavouk
sedí v kterémkoliv bod¥ na n¥které ze stran obdélníku, tak sou£et kolmých vzdáleností
toho bodu od obou úhlop°í£ek je vºdy stejný?� Ukaºte, ºe má Kár pravdu.

�e²ení. Pro znalce grup lze °e²ení napsat na jeden °ádek - pro libovolné n ∈ N spl¬uje
operace grupy Zn2 podmínky zadání. Pro neznalce je tu p°edchozí v¥ta podrobn¥ vysv¥tlena:

Nech´M je mnoºina n-tic sloºených pouze z 0 a 1. Takových n-tic je 2n, proto |M | = 2n.
Zavedeme na M binární operaci s£ítání n-tic následovn¥: (a1, . . . , an) ⊕2 (b1, . . . , bn) =
((a1 + b1) mod 2, . . . , (an + bn) mod 2), tedy se£teme n-tice po sloºkách a v kaºd¥ sloºce
vºdy napí²eme jen zbytek po d¥lení dvojkou. Tato operace je jist¥ komutativní, (a1, . . . , an)⊕2

(a1, . . . , an) = (2a1, . . . , 2an) = p = (0, . . . , 0) a zárove¬ z jedné n-tice ud¥láme jinou jen
jediným zp·sobem.
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Úloha 4.5. Poté co se hrdinové dostali dovnit°, ²li temnou chodbou. Kár si zpíval a Pikanta
trochu mrzelo, ºe se v p°íb¥hu objeví uº jen jednou. �Podívejte, to je zvlá²tní pavu£ina!�
vyhrkl Kár. Pavu£ina m¥la tvar obdelníku s ob¥ma úhlop°í£kami. �Víte, ºe kdyº pavouk
sedí v kterémkoliv bod¥ na n¥které ze stran obdélníku, tak sou£et kolmých vzdáleností
toho bodu od obou úhlop°í£ek je vºdy stejný?� Ukaºte, ºe má Kár pravdu.

�e²ení. P°i °e²ení se dalo ²ikovn¥ vyuºívat osové soum¥rnosti podle strany, na které pa-
vouk sed¥l, a toho, ºe obraz jedné z úhlop°í£ek pak bude rovnob¥ºný s druhou úhlop°í£kou.
Také jsme mohli po£ítat obsahy trojúhelník·, u kterých jsme v¥d¥li, ºe sou£et jejich obsah·
se zachovává, nebo jsme si vzdálenosti od uhlop°í£ek mohli vyjád°it pomocí goniometric-
kých funkcí.
P°i ozna£ení obdélníku ABCD, nech´ pavouk sedí v bod¥ P na stran¥ AB. Ozna£me úhlo-
p°í£ky e, f a paty kolmic z bodu P na n¥ E, F , dále ozna£me úhel, který úhlop°í£ky svírají
se stranou AB jako α. Pak |PE|+ |PF | = |AP | · sin(α) + |PB| · sin(α) = |AB| · sin(α) =
konst. Bude-li pavouk sed¥t na stran¥ |BC|, bude sou£et vzdáleností roven |BC| · cos(α).
Víme v²ak, ºe platí sin(α)cos(α) =

|BC|
|AB| , proto je sou£et vzdáleností od úhlop°í£ek konstantní, a´

uº je pavouk kdekoli na obvodu.

Úloha 4.6. Jak ²li, Pikant byl stále smutn¥j²í a v tento moment se dokonce rozbre£el.
Ostatní se ale zaradovali, nebo´ uvid¥li na zemi leºet dvojici reálných £ísel (a100, b100) =
(2, 4). Kousek dál byla (a99, b99) a za ní spousta dal²ích. Byla jich celá posloupnost. Také
si v²imli, ºe posloupnost spl¬uje (an+1, bn+1) = (

√
3an− bn,

√
3bn+ an) pro n ≥ 1. Jaký je

sou£et a1 + b1?

�e²ení. Nap°ed zjistime rekurentní vztah "zp¥t", tedy jak z (an, bn) ur£it (an−1, bn−1).
To provedeme vy°e²ením soustavy 2 lineárních rovnic o dvou neznámých (an−1, bn−1):

an+1 =
√
3an − bn

bn+1 =
√
3bn + an

Dostáváme jediné °e²ení:

an =

√
3an+1 + bn+1

4

bn =

√
3bn+1 − an+1

4

Dosadíme-li 5krát do t¥chto dvou vzorc· (tedy za an+1 dosadíme
√
3an+2+bn+2

4 atd.) výrazy
se náhle zjednodu²í:

an = − 1

26
an+6

bn = − 1

26
bn+6

Tedy platí:

an =
(−1)k

26k
an+6k

bn =
(−1)k

26k
bn+6k
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Tedy dostáváme, ºe

a4 =
1

296
a100 =

1

295

b4 =
1

296
b100 =

1

294

Nyní sta£í dopo£ítat (a1, b1). To m·ºeme bu¤ tup¥ dosazovat, nebo pouºijeme mezivýpo£et,
který jsme dostali p°i odvozování vzorce. A´ tak £i tak nám vyjde:

a1 =
2

298

b1 =
−1
298

Hodnota hledaného sou£tu je tedy:

a1 + b1 =
1

298

Úloha 4.7. Neº do²li k poslední dvojici, Srd¥nka zjistila, ºe ji superschopnosti pomalu
opou²tí. Stejn¥ tak Kár. Kdyº do²li k poslední dvojici, sed¥l tam schopností a zloby zbavený
K°íºnel. V²echna £ísla uº pustil a jako omluvu dokázal pro Srd¥nku jedno zajímavé tvrzení.
�Den mi p°ipadá kvadratický, pokud jsme na sv¥t¥ k dní a existuje takové celé £íslo a, ºe
2017 | k − a2. Jiné dny jsou nekvadratické. Srd¥nko, ty jsi o n dní mlad²í. Nastane n¥kdy
den, který bude pro nás oba kvadratický nebo pro oba nekvadratický? Dokázal jsem, ºe
tomu tak ur£it¥ nastane.� Dokáºete to taky?

�e²ení. Snadno dokáºeme, ºe pro v²echna n existuje celé x, ºe 2017 | 2x + 1 − n. Výraz
2x + 1 nebývá totiº v²ech lichých £ísel a 2x + 1 − 2017 zase v²ech sudých (z°ejm¥ navíc
2017 | 2x+ 1− 2017 ⇐⇒ 2017 | 2x+ 1). Zejména tedy nabyde i £ísla n.
Zvolíme-li nyní k = (x+ 1)2, a = x+ 1, b = x, tak jsme hotovi. Vskutku 2017 | k− a2 = 0
a 2017 | k − b2 − n = 2x+ 1− n.
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