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�e²ení 2. série

Teorie her

Úloha 2.1. V hloup¥tínské továrn¥ strý£ka Franti²ka se p°eli dva zam¥stnanci. "Na dal²í
experiment pot°ebujeme práv¥ sud¥ kádinek se zásadou!", tvdil první. Druhý oponoval:
"Blázní²? Vºdy´ vybouchneme! Li²e!"Nalezn¥te vít¥znou strategii pro prvního zam¥stnance
v následující h°e: Máme v °ad¥ 16 kádinek, v první je kyselina, ve druhé zásada, ve t°etí
kyselina, ve £tvté zásada atd. Hrají dva zam¥stnanci proti sob¥. Zam¥stnanec ve svém
tahu vybere dv¥ sousední kádinky a má dv¥ moºnosti: bu¤ slije ob¥ kádinky do jedné a na
místo p·vodní dvojice vloºí novou sm¥s, nebo mezi n¥ vloºí zaráºku. Smícháním kyseliny
s kyselinou vznikne kyselina. Smícháním zásady s kyselinou vznikne kyselina, smícháním
dvou zásad vznikne zásada. Kádinky, mezi kterými je zaráºka nelze vybrat do dvojice. Hra
kon£í, aº uº jsou v²echny zbylé kádinky odd¥leny zaráºkami. Za£íná první zam¥stnanec a
vyhraje, pokud je po£et kádinek se zásadou na konci sudý.3.1 Henry vzal své dv¥ ratolesti na
výlet. Jako ostatn¥ kaºdý jejich výlet, i tento za£al u dobrého jídla. Objednali si obrovskou
pizzu a neº se Henry stihl pohodln¥ usadit, Lib¥nka s Mat¥jem uº m¥li v¥t²inu pizzy v
sob¥ a na talí°i z·stal jen jeden kousek ve tvaru trojúhelníku (jak jinak), na n¥mº bylo 9
(fakt malých, asi jako bod) oliv. A tak Henry, aby na n¥j zbylo alespo¬ n¥co, úkoloval své
d¥ti: �Dokaºte, ºe spojením n¥kterých t°í oliv získáte trojúhelník o obsahu nanejvý² 1/4
zbylé pizzy.� Dokáºete to taky?

�e²ení. Prvý zamestnanec sa snaºí, aby na konci ostal párny/sudý po£et kadi£iek so
zásadou. Preto ak vo svojom prvom ´ahu rozdeli 16 kadi£iek zaráºkou na 8 a 8, ktoré medzi
sebou na¤alej nemôºu interagova´, môºe kopírova´ ´ahy druhého zamestnanca, symetricky
na opa£nej polovici, ako hral druhý zamestnanec. Po kaºdom ´ahu prvého hrá£a sú polovice
identické, preto je v sú£te po£et zásad vºdy párny. Hru ukon£í prvý hrá£, pretoºe ak má ´ah
druhý hrá£, v¤aka symetrii ho má aj prvý. Preto má prvý zamestnanec výhrenú stratégiu:
v prvom ´ahu rozdeli´ kadi£ky na dve polovice, a v kaºdom ¤al²om ´ahu kopírova´ ´ahy
súpera.

Úloha 2.2. S rozvojem chemického pr·myslu bylo v Hloup¥tín¥ t°eba zlep²it dopravu,
a tak se rozhodli, ºe postaví leti²t¥. Kouma a �ouma se p°ihlásili na pozici leteckých
dispe£er·. Dostali tak dohromady na starost simulátor letového provozu. Ten funguje takto:

Letový prostor je rozd¥len na n + 1 letových hladin, o£íslovaných 0, 1, . . . , n v po°adí
zv¥t²ující se vzdálenosti od zem¥. V prostoru je k ≤ n letadel, kaºdé na n¥jaké hladin¥,
ale na jedné hladin¥ se nachází maximáln¥ jedno letadlo. Kouma se st°ídá s �oumou v
udílení pokyn· letadl·m. Pokyn spo£ívá v tom, ºe °ekne n¥jakému letadlu, aby sestoupilo
na n¥jakou alespo¬ o 1 niº²í hladinu neº stávající. Pokud se na dané hladin¥ jiº nachází
letadlo, pak se letadla srazí (coº nevadí) a z kaºdého letadla vyletí 3 padáky (celkem tedy
6), které se drºí na letové hladin¥ sráºky. Poté uº mohou Kouma s �oumou udílet pokyny
i padák·m, ale padák· m·ºe být na letové hladin¥ neomezen¥ a s letadly také neinteragují
(nesráºí se). Simulátor kon£í, pokud je letový prostor volný (v²echna letadla i padáky jsou
na hladin¥ 0, nebo zni£ená p°i sráºce). Prohrává ten hrá£, který uº nemá komu ud¥lit
pokyn. První pokyn udílí Kouma.
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Ur£ete, za jakého iniciálního rozestavení letadel má vít¥znou strategii Kouma a za
jakého �ouma.Po dobrém jídle mohla rodinka kone£n¥ vyrazit na výstavu o Egypt¥, která
se práv¥ konala v nedalekém Leno²ín¥. �li a ²li a ²li a najednou. . . Mat¥j se zastavil. Zaujal
ho kanál. On to totiº nebyl ledajaký kanál! Byla to celo£íselná m°íºka a na ní 5 ºabek.
�Hele Lib¥nko!� zak°i£el Mat¥j. �Na tom kanálu jsou ºabky rozsazené tak, ºe jejich spojením
dostaneme konvexní p¥tiúhelník!� �To je toho,� u²klíbla se Lib¥nka koukajíc na roztomilé
obojºivelníky, �mnohem zajímav¥j²í je, ºe jeho obsah je alespo¬ 5/2.� Dokáºete dokázat
Lib¥n£ino tvrzení?

�e²ení. Kdyº vycházíme z pomocného textu, m·ºeme zadání p°evést na hru Nim. Po£et
letadel m·ºeme zam¥nit za po£et hromádek a vý²kovou hladinu za po£et kamen·/sirek/. . .
v kaºdé hromádce. Musíme v²ak je²t¥ zohlednit sráºky letadel. Sráºkou dvou letadel v
podstat¥ zni£íme dv¥ hromádky o dané hladin¥ a nahradíme je ²esti hromádkami o té stejné
hladin¥. Dosazením zjistíme, ºe Nim-sou£et nám to nezm¥ní ⇒ výsledek Nim-sou£tu po
dosazení nap°íklad £ísla 6 do vý²kové hladiny, kde se srazí dv¥ letadla je stejný jako kdyby
letadla z·stala na téºe hladin¥ bez rozpadu. �íslo 6 si zapí²eme v binární soustav¥ 00110 a
pouºijeme operaci XOR. 6⊕6 = 00110⊕00110 = 00000 = 0 a zárove¬6⊕6⊕6⊕6⊕6⊕6 =
00110 ⊕ 00110 ⊕ 00110 ⊕ 00110 ⊕ 00110 ⊕ 00110 = 00000 = 0. Z toho vyplývá, ºe sráºky
ani padáky neovliv¬ují pr·b¥h hry, takºe záleºí jen na pohybech letadel. Zde uº p°íklad
m·ºeme °e²it jako klasickou Nim hru a pomocí Nim-sou£tu a výchozí strategie zjistíme, ºe
pokud je Nim-sou£et roven nule vyhrává �ouma, jinak vºdycky Kouma.

Úloha 2.3. Hloup¥tín²tí starousedlíci se ale rozhodli, ºe letadla nad hlavami kv·li hluku
necht¥jí, a tak ukradnou letadl·m vrtule. �ádnému ze dvou vybraných zlod¥j· se do toho
ale necht¥lo kv·li velkému riziku a tak se dohodli, ºe se rozhodne pomocí oblíbené hry
kámen�n·ºky�papír�bomba. Ta funguje stejn¥ jako na²e hra kámen�n·ºky�papír s tím
rozdílem, ºe je p°idána je²t¥ bomba, která porazí papír, remizuje s kamenem a prohraje
s n·ºkami. Oba zlod¥ji se zamysleli, jak hrát, aby byla co nejmen²í pravd¥podobnost, ºe
bude vybrán. Jsou v²ak vy²koleni spí²e v kradení neº v matematice. Pom·ºete jim nalézt
vít¥znou, nebo alespo¬ neprohrávající strategii? A dokáºete takové strategie najít v²echny?

Za strategii povaºujme 4 nezáporná reálná £ísla k, n, p, z, k+n+p+z = 1, která ur£ují,
s jakou pravd¥podobností hrá£ daný nástroj zahraje. M·ºete p°edpokládat, ºe soupe°ova
strategie je stejného tvaru (také si volí, s jakou pravd¥podobností bude hrát který nástroj).
Za vít¥znou povaºujeme takovou strategii, která má v¥t²í pravd¥podobnost výhry, neº
prohry (nezáleºe na soupe°ov¥ strategii). Za neprohrávající povaºujeme takovou, která má
proti kaºdé strategii alespo¬ stejné ²ance na výhru jako prohru.

�e²ení. Hrá£i hrají oba zaráz, proto je z°ejmé, ºe neexistuje vyhrávající strategie. Po
neprohrávající poºadujeme, aby proti strategii jakéhokoli soupe°e m¥la ²anci 50 : 50 výhry,
nebo prohry. Pokud, soupe° hraje stále kámen, musí pro na²i strategii platit p ≥ n. Pokud
pouze bomby, platí pro nás n ≥ p. Pokud dává stále n·ºky, my musíme mít k ≥ p+ b.
A hraje-li stále papír, musíme mít n+ b ≥ k. Samoz°ejm¥, ºe bychom si mohli vymyslet
mnoho dal²ích imaginárních protihrá£·, ale uº s t¥mito podmínkami odvodíme, ºe pro
kaºdou neprohrávající strategii platí:

n = x, p = x, b =
1− 3x

2
, k =

1− x

2
,

kde x je v¥t²í rovno 0 a men²í neº 3. Te¤ uváºíme, ºe cokoli "vypadne"ze soupe°e, máme
v kaºdém kole ²anci na výhru 50 : 50, a proto jsou neprohrávající strategie v²echny, které
spl¬ují vý²e uvedené rovnosti.
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Úloha 2.4. Vybranému zlod¥ji se v²ak vrtule ukrást nepoda°ilo a zmizel neznámo kam.
Druhý zlod¥j nedopadl o moc slavn¥ji. Policie jej dopadla záhy a p°ipojila na detektor
lºi. Ten fungoval tím zp·sobem, ºe testovanému byla p°edloºena hra a on se nacházel ve
výherní pozici. Pokud nelhal, tak se mohl soust°edit na hru, najít vít¥znou strategii a
vyhrát. Pokud ale lhal, nedokázal se dostate£n¥ soust°edit na hru a prohrál. Hra vypadala
následovn¥: hráli proti sob¥ podez°elí a policista a pravdiln¥ se st°ídali. Ve h°e byli dv¥
hromádky kamen· s a, b po£ty kamen·, a, b > 0. Hrá£ na tahu mohl odebrat práv¥ p°irozený
násobek po£tu kamen· první hromádky z druhé hromádky (druhá hromádka tedy musela
být alespo¬ tak velká jako první). Hra skon£ila, kdyº byla jedna z hromádek vyprázdn¥na
a vyhrál hrá£, jeº provedl poslední tah. První tah má podez°elý. Ur£ete, pro která q ∈ R+

má podez°elý vºdy vít¥znou strategii, pokud je na za£átku v hromádkách a, b kamen· a
tyto po£ty spl¬ují nerovnost a > qb. Vy°e²te tuto úlohu a dokaºte tím svou nevinu!

�e²ení. Z°ejm¥ pro q ≤ 1 splní rovnost jakákoli dvojice x, y. Sta£í za a zvolit to v¥t²í z
£ísel. P°itom né z kaºdé situace (p°. 2, 3) nejde vyhrát a tedy q > 1.

V celém °e²ení p°edpokládám, ºe a je to v¥t²í z £ísel.
Uv¥domme si, co musí platit, pokud má existova vít¥zná strategie pro po£ty kamen·

a, b které spl¬ují a > qb. Pokud odebere hrá£ takový po£et kamen·, ºe po jeho tahu
tato rovnost platí (tedy nové po£ty a′, b spl¬ují a′ > qb), pak zjevn¥ tento tah nem·ºe
být sou£ástí výherní strategie. To by totiº musela existovat výherní strategie pro druhého
hrá£e a tedy první hrá£ by prohrál. Hledáme tedy takové q pro které existuje tah do situace,
kdy: bu¤ a′, b jsou nezáporné a spl¬ují rovnost (po p°ípadném prohození) a′ ≤ qb, nebo
lze vyprázdnit jednu hromádku a hrá£ jiº vyhrává.

Vy°e²me nap°ed p°ípad, kdy a < 2b a p°itom a > b. Pak hrá£ m·ºe provést jen jediný
tah a to z hromádky o a kamenech odebrat b kamen·. P°itom nem·ºe vyhrát. Chceme
tedy, aby a > qb a zárove¬ b ≤ q(a − b). Nech´ tedy a = q′b a chceme, aby platilo, ºe
b ≤ q′(a− b). Dosazením a úpravami dostáváme kvadratickou nerovnici:

q′2 + bq′ − b ≥ 0

Jejím °e²ením je z°ejm¥ R
(−
√
5+1
2 ,

√
5+1
2 ). Protoºe q ∈ R+, dostáváme q′ ≥ ϕ, kde ϕ je zlatý °ez roven

√
5+1
2 .

Víme tedy, ºe pokud a leºí mezi ϕb a 2b nev£etn¥, pak existuje tah do situace, kdy
a ≤ qb. Nyní tedy vy°e²íme p°ípad, kdy a ≥ 2b. Pak, pokud a = kb pro k ∈ N, tak existuje
vít¥zný tah. Pokud naopak je tedy a necelý násobek b. Pak, díky tomu, ºe ϕb − 1

ϕb ≥ b

(vychází z AG-nerovnosti) se dokáºeme �tre�t� mezi ϕb a 1
ϕb tedy op¥t existuje tah do

nep°íznívé situace pro druhého hrá£e.
Nyní uº sta£í ov¥°it, ºe pokud je hrá£ v situaci, kdy a ≤ ϕb, tak nem·ºe vyhrát (po°ád

p°edpokládáme, ºe a ≥ b). Jediný p°ípad, kdy by mohl vyhrát, je a = b. Pak ale p°edchozí
tah musel odebírat b a p°edchozí hrá£ uº tedy mohl vyhrát. Taková situace tedy nenastane.

Hledaná q jsou tedy z intervalu < ϕ, inf).

Úloha 2.5. Nato se starosta Hloup¥tína usnesl, ºe na oslavu roku 2016, kdy byla potla-
£ena vzpoura starousedlík· v Hloup¥tín¥, budou mít v²echny leto²ní roky o 2 m¥síce del²í
prázdniny. Za leto²ní byl prohlá²en ten rok jehoº n¥jaký celo£íselný násobek (jeho po°a-
dového £ísla) za£íná v dekadickém zápise £íslicemi 2016. Ukaºte hloupost starosty tím, ºe
dokáºete, ºe kaºdý rok je leto²ní (rok 0 neexistoval ani v Hloup¥tín¥).

�e²ení. Víme, ºe kaºdé £íslo po d¥lení £íslem x dává zbytek r, 0 ≤ r < x. Ukaºme, ºe
kaºdé p°irozené £íslo x je leto²ní. Vezm¥me si £íslo k = 2016 · 10c, kde c je (alespo¬) po£et
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cifer x. Nech´ k mod x = r, potom víme, ºe l = k + x − r je d¥litelné x. Navíc jelikoº
x − r ≤ x < 10c, tak víme, ºe 2016 · 10c < l < 2017 · 10c. Tedy l je d¥litelné x a zárove¬
za£íná na 2016, x je leto²ní rok.

Úloha 2.6. Kdyº se ukázala starostova tupost, byl svolán sn¥m, kde se m¥l zvolit starosta
nový. Dle platných zákon· se tak provád¥lo hrací kostkou. Jiº byl okamºik p°ed vrhem,
kdyº do místnosti vtrhl Henry, který byl zrovna na pracovní cest¥, volaje: "Zastavte to
²ílenství! Dokaºte mi rad²i, ºe kaºdý konvexní mnohostn¥n má alespo¬ 2 st¥ny o stejném
po£tu hran!"Zkuste to také, t°eba vás pak zvolí za starostu Hloup¥tína.

�e²ení. Zvolme st¥nu S s nejv¥t²ím po£tem hran n (pokud je jich více, zvolme libovolnou).
Pro kaºdou z n hran st¥ny S musí existovat jiná st¥na, která s S sousedí. Mnohost¥n má
proto nejmén¥ n + 1 st¥n. V²echny st¥ny ale musí mít maximáln¥ n hran. Z Dirichletova
principu plyne, ºe existuje dvojice st¥n se stejným po£tem hran.

Úloha 2.7. Starosta v²ak ne£ekan¥ p°ekvapil a úlohu vy°e²il ze v²ech v sále jako první.
Nechali jej tedy dále starostovat. Kdyº se starosta lou£il s Henrym, p·j£il Henrymu ka-
pesník, nebo´ se Henry kv·li podzimnímu ochlazení nachladil. Kdyº poté starosta p°evzal
kapesník zp¥t, zjistil, ºe se na n¥m zra£í následující úloha:

Najd¥te v²echny prosté funkce f : N → N spl¬ující f(f(n)) ≤ n+f(n)
2 pro v²echna

n ∈ N.
Starosta dal tuto úlohu vytesat na základní kámen radnice, cht¥l v²ak p°idat i °e²ení,

které mu ale nikdo nebyl schopen dodat. Budete schopni vy?

�e²ení. Nejprve dokáºeme, ºe f(n) ≥ n pro v²echna n. Pro spor nech´ existuje p°iro-
zené n pro které f(n) < n. Indukcí vzhledem ke k ukáºeme, ºe fk(n) < n (fk(n) zna£í
f(f . . . f(n) . . . )︸ ︷︷ ︸

k sloºení f

). Pro k = 1 tvrzení platí. Pro k = 2 máme vztah ze zadání. P°edpo-

kládejme, ºe f i(n) < n pro v²echna i ≤ n. Pak fk+2(n) ≤ fk+1(n)+fk(n)
2 < n+n

2 = n.
Jelikoº existuje kone£n¥ mnoho £ísel men²í neº n pak existují i, j ∈ N, i > j, pro které
f i(n) = f j(n). Protoºe je f prostá, pak i f i−j(n) = n. To je spor s fk(n) < n.
Vskutku f(n) ≥ n pro v²echna n. Díky tomu a nerovnosti ze zadání máme n ≥ 2f(f(n))−
f(n) ≥ 2f(n)− f(n) = f(n) pro v²echna n. Celkem n ≥ f(n) ≥ n a nutn¥ tedy f(n) = n
pro v²echna n.
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