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ReSeni 2. série

TEORIE HER

Uloha 2.1. V hloupétinske tovarné strycka Frantiska se pieli dva zaméstnanci. "Na dals
experiment potiebujeme pravé sudé kadinek se zasadou!", tvdil prvni. Druhy oponoval:
"Blaznis? Vzdyt vybouchneme! Lige!"Naleznéte vitéznou strategii pro prvniho zaméstnance
v nasledujici hie: Mame v fadé 16 kadinek, v prvni je kyselina, ve druhé zasada, ve tieti
kyselina, ve ¢tvté zasada atd. Hraji dva zaméstnanci proti sobé. Zaméstnanec ve svém
tahu vybere dvé sousedni kadinky a ma dvé moznosti: bud slije obé kadinky do jedné a na
misto pivodni dvojice vlozi novou smés, nebo mezi né vlozi zarazku. Smichanim kyseliny
s kyselinou vznikne kyselina. Smichdnim zisady s kyselinou vznikne kyselina, smichanim
dvou zasad vznikne zasada. Kadinky, mezi kterymi je zaradzka nelze vybrat do dvojice. Hra
konéi, aZz uz jsou vSechny zbylé kadinky oddéleny zarazkami. Zac¢ina prvni zaméstnanec a
vyhraje, pokud je pocet kddinek se zasadou na konci sudy.3.1 Henry vzal své dvé ratolesti na
vylet. Jako ostatné kazdy jejich vylet, i tento zac¢al u dobrého jidla. Objednali si obrovskou
pizzu a neZ se Henry stihl pohodlné usadit, Libénka s Matéjem uz méli vétsinu pizzy v
sobé& a na talifi zistal jen jeden kousek ve tvaru trojihelniku (jak jinak), na némz bylo 9
(fakt malych, asi jako bod) oliv. A tak Henry, aby na néj zbylo alespoii néco, tkoloval své
déti: ,Dokazte, 7e spojenim né&kterych tii oliv ziskate trojuhelnik o obsahu nanejvys 1/4
zbylé pizzy." Dokézete to taky?

Reseni. Prvy zamestnanec sa snazi, aby na konci ostal parny /sudy pocet kadi¢iek so
zasadou. Preto ak vo svojom prvom tahu rozdeli 16 kadiciek zarazkou na 8 a 8, ktoré medzi
sebou nadalej nemdzu interagovat, moze kopirovat tahy druhého zamestnanca, symetricky
na opacnej polovici, ako hral druhy zamestnanec. Po kazdom tahu prvého hraca s polovice
identické, preto je v sucte pocet zasad vzdy parny. Hru ukondi prvy hraé¢, pretoze ak mé tah
druhy hraé, vdaka symetrii ho ma aj prvy. Preto ma prvy zamestnanec vyhrent stratégiu:
v prvom tahu rozdelit kadi¢ky na dve polovice, a v kazdom dalgom tahu kopirovat tahy
stupera.

Uloha 2.2. S rozvojem chemického priimyslu bylo v Hloupéting tieba zlepgit dopravu,
a tak se rozhodli, Ze postavi letisté. Kouma a Nouma se piihlasili na pozici leteckych
dispecert. Dostali tak dohromady na starost simulator letového provozu. Ten funguje takto:

Letovy prostor je rozdélen na n + 1 letovych hladin, o¢fslovanych 0,1,...,n v potfadi
zvétsujici se vzdalenosti od zem&. V prostoru je k < n letadel, kazdé na néjaké hlading,
ale na jedné hladiné se nachazi maximéalné jedno letadlo. Kouma se stfidé s Noumou v
udileni pokyni letadlim. Pokyn spo¢iva v tom, ze fekne né&jakému letadlu, aby sestoupilo
na néjakou alesponi o 1 nizsi hladinu nez stavajici. Pokud se na dané hladiné jiz nachazi
letadlo, pak se letadla srazi (coz nevadi) a z kazdého letadla vyleti 3 padaky (celkem tedy
6), které se drzi na letové hlading srazky. Poté uz mohou Kouma s Noumou udilet pokyny
i paddktm, ale paddkt miize byt na letové hladiné neomezené a s letadly také neinteragujf
(nesrazi se). Simulator kondi, pokud je letovy prostor volny (vSechna letadla i padéky jsou
na hlading 0, nebo znifena p¥i srazce). Prohrava ten hrac, ktery uz nema komu udélit
pokyn. Prvn{ pokyn udili Kouma.
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Urcete, za jakého inicidlniho rozestaveni letadel ma vitéznou strategii Kouma a za
jakého Nouma.Po dobrém jidle mohla rodinka kone¢né vyrazit na vystavu o Egypté, ktera
se pravé konala v nedalekém Lenoging. Sli a §li a §li a najednou. .. Matéj se zastavil. Zaujal
ho kanal. On to totiz nebyl ledajaky kanal! Byla to celociselnd m#izka a na ni 5 Zabek.
,Hele Libénko!" zakiic¢el Matéj. ,Na tom kanélu jsou zZabky rozsazené tak, Ze jejich spojenim
dostaneme konvexni pétiuhelnik! ,To je toho,* ugklibla se Libénka koukajic na roztomilé
obojzivelniky, ;,mnohem zajimavéjsi je, Ze jeho obsah je alespon 5/2.“ Dokazete dokézat
Libéncino tvrzeni?

Reseni. KdyZ vychazime z pomocného textu, mizeme zadani pievést na hru Nim. Pocet
letadel miizeme zaménit za pocet hromédek a vyskovou hladinu za pocet kament /sirek/. . .
v kazdé hromadce. Musime v8ak jeSté zohlednit srazky letadel. Srdzkou dvou letadel v
podstaté zni¢ime dvé hromadky o dané hladiné a nahradime je Sesti hromédkami o té stejné
hladiné. Dosazenim zjistime, Ze Nim-soucet ndm to nezméni = vysledek Nim-souétu po
dosazeni napiiklad ¢isla 6 do vyskové hladiny, kde se srazi dvé letadla je stejny jako kdyby
letadla zistala na téZe hladiné bez rozpadu. Cislo 6 si zapiSeme v bindrni soustavé 00110 a
pouzijeme operaci XOR. 686 = 00110000110 = 00000 = 0 a zaroven6B 6B 6H6H6DH6 =
00110 @ 00110 & 00110 & 00110 € 00110 ¢ 00110 = 00000 = 0. Z toho vyplyva, Ze srazky
ani padaky neovliviiuji pribéh hry, takze zalezi jen na pohybech letadel. Zde uz priklad
mizeme Fesit jako klasickou Nim hru a pomoci Nim-souétu a vychozi strategie zjistime, Ze
pokud je Nim-soucet roven nule vyhrava Nouma, jinak vzdycky Kouma.

Uloha 2.3. Hloupétinsti starousedlici se ale rozhodli, 7e letadla nad hlavami kvili hluku
nechté&ji, a tak ukradnou letadlim vrtule. Zadnému ze dvou vybranych zlodéji se do toho
ale nechtélo kvili velkému riziku a tak se dohodli, Ze se rozhodne pomoci oblibené hry
kdmen-—nuzky-papir-bomba. Ta funguje stejné jako nase hra kdmen-niuzky-—papir s tim
rozdilem, Ze je pfidana jesté bomba, kterd porazi papir, remizuje s kamenem a prohraje
s nizkami. Oba zlodéji se zamysleli, jak hrat, aby byla co nejmensi pravdépodobnost, Ze
bude vybran. Jsou v8ak vyskoleni spiSe v kradeni nez v matematice. Pomuzete jim nalézt
vitéznou, nebo alespoii neprohravajici strategii? A dokizete takové strategie najit véechny?

Za strategii povazujme 4 nezaporné redlna ¢isla k, n,p, z, k+n+p+2z = 1, kterd urcuji,
s jakou pravdépodobnosti hra¢ dany néastroj zahraje. MuzZete predpokladat, Ze soupefova
strategie je stejného tvaru (takeé si voli, s jakou pravdépodobnosti bude hrat ktery néstroj).
Za vitéznou povazujeme takovou strategii, kterd ma vétsi pravdépodobnost vyhry, nez
prohry (nezileZe na soupefové strategii). Za neprohréavajici povazujeme takovou, kterd ma
proti kazdé strategii alespon stejné Sance na vyhru jako prohru.

ReSeni. Hradi hraji oba zaraz, proto je zfejmé, Ze neexistuje vyhréavajici strategie. Po
neprohravajici pozadujeme, aby proti strategii jakéhokoli soupefe méla Sanci 50 : 50 vyhry,
nebo prohry. Pokud, soupef hraje stale kdmen, musi pro nasi strategii platit p > n. Pokud
pouze bomby, plati pro nds n > p. Pokud dava stéle ntizky, my musime mit k > p+ .
A hraje-li stale papir, musime mit n + b > k. Samoziejmé, Ze bychom si mohli vymyslet
mnoho dalsich imaginarnich protihract, ale uz s témito podminkami odvodime, Ze pro
kazdou neprohréavajici strategii plati:

1-3z 1—=x
P— 5 pr— 7b: ’k: 5
n=x,p==a 5 5

kde x je vétsi rovno 0 a mengi nez 3. Ted uvazime, Ze cokoli "vypadne"ze soupefe, mame
v kazdém kole Sanci na vyhru 50 : 50, a proto jsou neprohravajici strategie vSechny, které
spliiuji vyse uvedené rovnosti.
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Uloha 2.4. Vybranému zlodé&ji se viak vrtule ukrast nepodafilo a zmizel neznamo kam.
Druhy zlodéj nedopadl o moc slavnéji. Policie jej dopadla zahy a pripojila na detektor
1zi. Ten fungoval tim zplsobem, Ze testovanému byla pFedlozena hra a on se nachazel ve
vyhern{ pozici. Pokud nelhal, tak se mohl soustfedit na hru, najit vitéznou strategii a
vyhrat. Pokud ale lhal, nedokéizal se dostate¢né soustfedit na hru a prohral. Hra vypadala
nésledovné: hrali proti sobé podezieli a policista a pravdilné se stfidali. Ve hie byli dvé
hromadky kameni s a, b po¢ty kament, a, b > 0. Hra¢ na tahu mohl odebrat pravé pfirozeny
nasobek po¢tu kament prvni hromédky z druhé hroméadky (druha hromadka tedy musela
byt alespon tak velka jako prvni). Hra skoncila, kdyz byla jedna z hromédek vyprazdnéna
a vyhral hrag, jez provedl posledni tah. Prvni tah mé podeziely. Urcete, pro kterd ¢ € R™
mé podeziely vidy vitéznou strategii, pokud je na za¢atku v hromadkich a,b kamenti a
tyto pocty spliiuji nerovnost a > gb. Vyfeste tuto tlohu a dokazte tim svou nevinu!

ReSeni. Ziejmé pro ¢ < 1 splni rovnost jakakoli dvojice x,y. Staci za a zvolit to vetsi z
¢isel. Pfitom né z kazdé situace (pf. 2,3) nejde vyhrat a tedy ¢ > 1.

V celém feSeni predpokladam, Ze a je to vétsi z Cisel.

Uvédomme si, co musi platit, pokud mé existova vitézna strategie pro pocty kament
a,b které splhuji a > g¢b. Pokud odebere hra¢ takovy pocet kament, Ze po jeho tahu
tato rovnost plati (tedy nové pocty a’,b spliuji o’ > ¢b), pak zjevné tento tah nemiize
byt soucasti vyherni strategie. To by totiz musela existovat vyherni strategie pro druhého
hrace a tedy prvnf hrac¢ by prohral. Hledame tedy takové g pro které existuje tah do situace,
kdy: bud d',b jsou nezéporné a splituji rovnost (po piipadném prohozeni) o’ < gb, nebo
lze vyprazdnit jednu hroméadku a hrac¢ jiz vyhrava.

Vyftesme napied piipad, kdy a < 2b a pfitom a > b. Pak hra¢ mutze provést jen jediny
tah a to z hroméadky o a kamenech odebrat b kamend. Pfitom nemiize vyhrat. Chceme
tedy, aby a > ¢b a zaroven b < g(a — b). Necht tedy a = ¢'b a chceme, aby platilo, ze
b < ¢'(a —b). Dosazenim a tpravami dostaviame kvadratickou nerovnici:

%> +bd —b>0

Jejim TeSenim je ziejmé R

(#, @) Protoze ¢ € RT, dostavame ¢’ > ¢, kde ¢ je zlaty fez roven \/52+1.

Vime tedy, ze pokud a lezi mezi @b a 2b nevcetné, pak existuje tah do situace, kdy
a < gb. Nyni tedy vyFeSime pfipad, kdy a > 2b. Pak, pokud a = kb pro k € N, tak existuje
vitézny tah. Pokud naopak je tedy a necely nasobek b. Pak, diky tomu, ze b — %b >b

(vychazi z AG-nerovnosti) se dokdzeme “trefit” mezi @b a éb tedy opét existuje tah do
nepifznivé situace pro druhého hréce.

Nyni uz stadi ovéfit, ze pokud je hrac¢ v situaci, kdy a < ¢b, tak nemuze vyhrat (porad
predpokladame, ze a > b). Jediny p¥ipad, kdy by mohl vyhrat, je a = b. Pak ale pfedchozi
tah musel odebirat b a pfedchozi hra¢ uz tedy mohl vyhrat. Takova situace tedy nenastane.

Hledana ¢ jsou tedy z intervalu < ¢, inf).

Uloha 2.5. Nato se starosta Hloupétina usnesl, Ze na oslavu roku 2016, kdy byla potla-
¢ena vzpoura starousedlikii v Hloupétiné, budou mit v8echny letosni roky o 2 mésice delsi
prazdniny. Za leto$ni byl prohlasen ten rok jehoZ néjaky celociselny nasobek (jeho pofa-
dového ¢isla) za¢ina v dekadickém zapise ¢islicemi 2016. Ukazte hloupost starosty tim, ze
dokéazete, ze kazdy rok je letosni (rok 0 neexistoval ani v Hloupéting).

ReSeni. Vime, 7e kazdé ¢islo po déleni &islem x dava zbytek r, 0 < r < z. Ukazme, Ze
kazdé prirozené &islo x je letodni. Vezméme si ¢islo k = 2016 - 10¢, kde ¢ je (alespoii) podet

BRKOS Team 2016



XXIII. ro¢nik BRKOS 2016/2017

cifer x. Necht k mod © = r, potom vime, Ze [ = k + x — r je dé&litelné x. Navic jelikoz
x—r < x < 10 tak vime, ze 2016 - 10¢ < [ < 2017 - 10¢. Tedy [ je délitelné x a zaroven
zacind na 2016, x je letosn{ rok.

Uloha 2.6. Kdy7 se ukézala starostova tupost, byl svolan sném, kde se mél zvolit starosta
novy. Dle platnych zdkont se tak providélo hraci kostkou. Jiz byl okamzik p¥ed vrhem,
kdyz do mistnosti vtrhl Henry, ktery byl zrovna na pracovni cesté, volaje: "Zastavte to
gilenstvi! Dokazte mi radsi, Ze kazdy konvexni mnohostnén méa alesponn 2 stény o stejném
poCtu hran!"Zkuste to také, tFeba vas pak zvoli za starostu Hloupétina.

Reseni. Zvolme sténu S s nejvétsim poctem hran n (pokud je jich vice, zvolme libovolnou).
Pro kazdou z n hran stény S mus{ existovat jind sténa, kterd s S sousedi. Mnohostén ma
proto nejméné n + 1 stén. VSechny stény ale musi mit maximalné n hran. Z Dirichletova
principu plyne, Ze existuje dvojice stén se stejnym poctem hran.

Uloha 2.7. Starosta viak necekané piekvapil a tlohu vyfegil ze viech v sale jako prvni.
Nechali jej tedy dale starostovat. Kdyz se starosta loucil s Henrym, ptjc¢il Henrymu ka-
pesnik, nebot se Henry kvili podzimnimu ochlazeni nachladil. KdyZ poté starosta prevzal
kapesnik zpét, zjistil, Ze se na ném zracéi nasledujici tloha:

Najdéte vSechny prosté funkce f : N — N splaujici f(f(n)) <
n € N.

Starosta dal tuto tlohu vytesat na zakladni kdmen radnice, chtél vSak pridat i feSend,
které mu ale nikdo nebyl schopen dodat. Budete schopni vy?

%(n) pro viechna

Reseni. Nejprve dokazeme, 7e f(n) > n pro viechna n. Pro spor nechf existuje piiro-
zené n pro které f(n) < n. Indukci vzhledem ke k ukiZeme, 7ze f¥(n) < n (f¥(n) znaci
f(f...f(n)...)). Pro k = 1 tvrzeni plati. Pro £k = 2 mame vztah ze zadani. Pfedpo-

k slozeni f

kladejme, Ze fi(n) < m pro viechna i < n. Pak f*+2(n) < w < M= p,
Jelikoz existuje koneéné mnoho ¢isel mensi nez n pak existuji 7,5 € N,i > j, pro které
fi(n) = f7(n). Protoze je f prosta, pak i f*=7(n) = n. To je spor s f¥(n) < n.
Vskutku f(n) > n pro viechna n. Diky tomu a nerovnosti ze zadani mame n > 2f(f(n )
f(n) >2f(n) — f(n) = f(n) pro viechna n. Celkem n > f(n) > n a nutné tedy f(n)

pro vSechna n.
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