XXIII. ro¢nik BRKOS 2016/2017

ReSeni 1. série

UVODNI GULAS

Uloha 1.1. ,Gulaggvhevmnjdfs!!“, ozvalo se uz o néco hlasitéji hladové monstrum dychtici
po Libénéiné specialité. ,Henry! Vi§ moc dobfe, Ze ti nedam, dokud neuhodnes, na co
myslim! Malinko ti ale napovim. Myslim si celé &islo x od 1 do 23. Aby jsi zjistil, které to
je, mizes mi poklddat specidlni dotazy. Jeden dotaz se sklada ze dvou celych ¢isel m, n
od 1 do 23 a ja odpovim NSD(m,n + x). Podaii se ti vzdy uhéadnout mé ¢islo pomoci 4
dotazti?“

Regeni. Odpovéd na Libéndinu otézku - ano - $la nejlépe dokézat vypsanim postupi
pro kazdé ¢islo, jak to i vét8ina z vas délala. Neéktefi jste dokonce ukazali, ze to vidy lze
uhédnout i pomoci 3 dotazi, j4 ukazu, ze stafi dotazy 2. V prvnim tahu si za n zvolim 2
a za m 6, tim padem je n+x v rozsahu od 3 do 12. Vzniknou mi tak 4 skupiny v nichz se
miize x nachazet. Pokud mi v prvnim kroku NSD(m,n+x) vysSel 1, pak x = 5,3 nebo 9 ->
dale skupina A. Pokud NSD(m,n+x) = 2, pak x = 2,6 nebo 8 -> déle skupina B. Pokud
NSD(m,n+x) = 3, pak x = 1 nebo 7 -> dale skupina C a nakonec pokud NSD(m,n-+x)
= 6, pak x = 4 nebo 10 -> dale skupina D. Ted uz stadi ukazat, e dokdzu najit takové
m a n, abych jednozna¢né rozlisila (az) trojice, coz je uz snadné. Pro skupinu A m=8 a
n=3, pro skupinu B m=9 a n=1, pro skupinu C m=8 a n = 1 a pro skupinu D m=5 a
n=10. Samoziejmé to neni jediné mozné FeSeni, predevsim posledni dvé skupiny by Sly
rozhodnout mnoha zpisoby.

Uloha 1.2.  Ale Libénko! Piece bys mé nenechala vyhladovét!?“, vrhnul Henry na Libénku
pst pohled. Libénka mé pro zvifatka slabost. Koukla na gul4s, pak na Henryho, pak zase na
gulas. ,Dobfte. .. Tak ja ti teda dam, ale pFekvapuje mé, Ze nemés z4dné eso v rukévu.“ ,/To
ale neni pravdal“, oponoval Henry. ,Mam dva stejné balicky karet po 52 kartach. Kazdy
balicek néjak zamicham a polozim jeden na druhy. Ty pak pro kazdou dvojici stejnych
karet z obou balickil spocita$ pocet karet mezi nimi. VSechna tato ¢isla sectes. Jaké ¢isla
muzes dostat?“

Regeni. Vezméme si dva identicky sefazené balicky karet a jednoduse nahlédneme, 7e
mezi viemi dvojicemi je 51 karet. Dostaneme se tak k ¢islu 2652. Nyni uz jen ukazme, Ze
tomu tak bude pro libovolné zamichan{ bali¢ki. Libovolné zamichan{ balicku dostaneme
pomoci prohazovani sousednich karet, ale pro jednodusi predstavu prohazujme libovolnou
dvojici. Kdyz prohodime dvé karty ze stejného balicku, tak jedné vzroste a druhé klesne
vzdalenost od stejné karty v bali¢ku druhém. Dilezité je, Ze o stejnou hodnotu a to pocet
karet mezi nimi zvétSeny o jedna. Samotna hodnota, ale neni dulezita, nebot se to pii
celkovém souc¢tu nijak neprojevi. K ptivodnimu souc¢tu pfi¢teme a odecteme stejné &islo.
Prohozeni dvou karet ve stejném balicku nezméni soucet vzdélenosti v8ech karet. Pomoci
této operace jsme schopni vytvofit libovolné zamichani balicku beze zmény souc¢tu. Uloha
mé tedy jen jedno TeSeni a to je 2652.

Uloha 1.3. ,Ted s mé dostal Henry“, zasmala se Liba, vzala veliky talif a pofadné He-
nrymu nalozila. Ten spokojené zbastil par prvnich soust, aby zaplnil prazdny Zaludek a
pak si toho v8iml. V tom gulasi byla pismenka! Ba ne... to nebyla pismenka, to byla &isla.
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Kazda ¢islice pravé jednou. Henryho nenapadlo nic chytfej§tho, nez z téchto ¢éislic vytvorit
prirozené ¢islo (&islice, které se mu nehodily, snédl). A protoze ho bavilo se v tom gulasi
rachat, pfeusporadéaval zbylé ¢islice, dokud nevytvofil vechna mnozné &isla vznikla jejich
kombinaci. Pokud pak vSechna tato ¢isla (véetné pivodniho) byla po dvou nesoudélna, na-
zval ptuvodni ¢&fslo ,,drsné”. Kolik riiznych drsnych ¢isel mohl vytvofit, pokud méla Libénka
dost gulase na piidani?

ReSeni. 1. Jednocifernd &isla jsou vSechna drsna, je jich tedy 9 (0 neni pfirozend).

2. Dvojciferna ¢isla — prosté si napiSeme v8ech 90 ¢isel a zjistime, Ze 49 z nich je drsnych.
(lze také pouzit napf. toho, Ze ciferny soucet nesmi byt délitelny 3, nesmi byt obé&
Cislice sudé apod.)

3. Trojciferna &isla — zjevné pokud by obsahovala sudou éilici, pak bychom ji mohli dat
na ¢islo jednotek a prohodit prvni dvé ¢ilice. Tato dvé ¢isla by poté byla délitelna 2
a tedy ani jedno z nich by nebylo drsné. Stejné tak i pro cifru 5. Mame tedy pouze
4 cislice (1, 3, 7, 9), které muzeme pouzit. 3 prvkové podmnoziny téchto ¢ilic jsou
4, kazda ndm da bud 0 nebo 6 drsnych ¢isel (pokud je drsné jedno, musi byt drsné
viechny permutace). Opét vyzkousime a zjistime, Ze vyhovuji pouze mnoziny {1, 3,7}
a {3,7,9}, tedy dostaneme 12 drsnych &isel.

4. Stejnou uvahou jako pro trojcifernd dostavame, ze jedinymi pFipustnymi ciframi jsou
cifry liché bez 5 a tedy muzeme dostat bud 12! nebo 0 ¢isel. Ale 11|3179 a pfitom
11]1379 a tedy nedostavame zadné drsna &isla.

5. Pét a vice cifernd. Muselibychom pouzit uz bud sudou cifru nebo 5 a to jsme ukézali,
ze nemuzeme. Takové ¢isla tedy nejsou drsné.
Tedy dostavame, Ze drsnych &isel je 70.

Uloha 1.4. ,Mohl bys ted, prosim, umyt nadobi?“, zeptala se po vydatné snidani/obédu /svacing
Libénka. Z Henryho vyprchalo guldSové nadseni. ,Jak se tak na ty dva 2016-thelnikové ta-
life se stejnym obsahem a v8emi stranami men$imi nez 1 koukam, nebude jednoduché je
dat do odkapéavace.“  Podivej, Henry, kdyz budou kazdé dva vrcholy rtiznych talifd od sebe

vzdalené alespon %, urcité se to tam vleze.” “Neveéfim, dokaZ to!”

Reseni. Napied ukazeme, Ze se zadné 2 strany nekiizi (nemaji spoletny bod). uvazujme
tedy stranu AB prvniho talife a stranu C'D talife druhého. Pro spor pfedpokladejme,
7e se protinaji. Ozna¢me P bod priniku. BUNO pfedpokladejme, Ze |CP| < |DP|. Pak
|CP| < % Protoze P € AB tak plati Ze vzdéalenost bodu C a tsecky AB je mensi nez délka
|CP|, tedy d(C, AB) < % Z obréazku ale vidime, Ze jiz dostavame spor, nebot mnoZina vSech
bodt vzdalenych od AB o méné nez 0,5 lez{ cela v zakdzané oblasti vymezené sjednocenim
kruht & (A, %, ka2 (B, \% Bod X, ktery je pfitom této mnozing vidy nejbliZe nemtze byt
(dle Pythagorovy véty) blize nez fracl2 k usetce AB, tedy skutetné dostavame spor.
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Strany taliii se tedy neprotinaji. Mohou nastat dvé moZnosti:

1. Jeden talif lez{ uvnitf druhého — pak ale nemohou mit stejny obsah, tato moznost
tedy nenastane.

2. Moznost povolend zadanim, QED.

Pozndmka: Predpoklad o stejnosti obsahi nent potreba. Inklusi totiZ dokdZeme vyloucit
i pomoci druhého piedpokladu (rozmyslete si (uvaZujte trojihelnik vrcholi jednoho talive ve
kterém lezi vrchel toho druhého)). Byl vam pFiddn pouze pro zjednoduSent ilohy.

Uloha 1.5. Talife n&jak zvladli, ale bylo tam jesté dalsi nadobi. Obzvlast tyhle podivné
kosticky, o kterych viibec Libénka nevédéla, Ze je ma ve své kredenci.

Dokazali byste s nimi vyplnit prostor? Jak?

Regeni. Vezméme si jednu kosticku stejné natocenou jako je na obrazku v zadni a k ni
druhou, kterou oto¢ime o 180° kolem osy o. Tato kosti¢ka zapadne do prvni a spolecné
vytvoii jeden dil, ktery pak mtzeme sklddat za sebe ve sméru osy o. Takto ndm vznikne
nekoneény utvar o prufezu 2 x 4, ktery mizeme umistovat na sebe a vedle sebe ve smérech
kolmych na osu o. Tim zaplnime cely prostor beze zbytku.
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Uloha 1.6. ,Konec¢né je vie uklizeno a mtizeme se jet bavit!“ Libénka s Henrym se rozhodli,
7e pojedou na turnaj. Henry ¥idil, ale protoZze byl tak natéseny, Ze jel trochu rychleji, nez
by mél, zastavili je policajti. ,Dobry den mlady muZi, budete mi tady muset fouknout do
balénku.“, povida §vihdcky policista. ,Dobry den! A pomtZete pak i vy ndm? Mame 40
balénkt. Tlak v kazdém z nich je nezndmy. MZeme si vzdy vybrat 5 baléonkt a vyrovnat
v nich tlak na aritemticky primér ptuvodnich velikosti tlakti. Ukazte, Ze lze vyrovnat tlak
ve vSech 40 baléncich.”

Reseni. Postupt, jak vyrovnat tlak v baloncich je mnoho. P¥i kazdém musime vytvorit
nejprve malé skupiny balénkt o stejném tlaku, pocet skupin poté zmenSujeme a pocet
balénk v jednotlivych skupinach zvysujeme. Napiiklad nejprve rozdélime balénky na deset
skupin po ¢tyfech baléncich, ozna¢me je a az j. Poté vyrovnavame tlak v péticich balénku
ze skupin a az e takovych, ze balénky jsou z rtiznych skupin. To téz provedeme se skupinami
f az j. Takto ziskdme dvé skupiny po dvaceti baléncich takovych, Ze v ramci skupiny maji
baléonky stejny tlak. Nynf sta¢i vyrovnat tlak ve dvojicich balénkt, kde jeden balének
pochézi z prvni skupiny a druhy z druhé skupiny.

Uloha 1.7. Kdyz vsichni dofoukali, rozloutili se a Henry s Libénkou upalovali na turnaj.
Kon4 se turnaj n hra¢d. Navrhnéte zapasy, tak aby jejich pocet byl co nejmensi a v kazdé
trojici hraca byli dva, co spolu hrali.

ReSeni podle Josefa Minafika. Oznacme k pocet zapasi, které odehral hrac, jenz
hral nejmensi pocet zdpast. Tento hra¢ nehral proti n — k — 1 jinym hrac¢tm, tito hraci
proto museli vSichni spolu hrat, kazdy tedy n — k — 2 zapast. Kazdy ze zbylych k + 1
hra¢a musel odehrat alesponn k zapast (k je minimum). Celkem bylo odehrano nejméné
1((n—k—1)(n—k—2)+k(k+1)) zépast. Po¢et jsme vynasobili jednou polovinou, kazdy
zépas byl totiz zapo¢itan za kazdého dvakrat. Upravujme 3((n—k—1)(n—k—2)+k(k+1)) =
1(n*—2kn—3n+2k*+4k+2) = (2 — 1 — k)Q—%—i—%. Hodnota tohoto vyrazu je v zavislosti

na k nejmensi pravé tehdy, kdyz hodnota vyrazu (”

n_
) 2 ) 2 . e
celé, pag (% —1- k) > 0 prosudan a (% -1 —Qk‘) > % pro licha né Pripoctenim ¢lenu
—5 + - dostavame, Ze pocet zépasi je alespoii ”%2” pro suda n a % pro licha n.

Najit vhodné rozdéleni uz je snadné. Pro sudd n rozdélime hrace na dvé poloviny a
nechame v obou pilkach hrat kazdého s kazdym. Pro lichd n obdobné rozdélime hrice na
skupiny po "TH a ”T_l hracich.

Existuje takové rozdéleni zapasi a kazdé jiné bude mit stejny pocet her nebo vyssi.
Nasli jsme nage hledané minimum.

1-— k)2 je co nejmensi. Jelikoz je k

(n—1)°

Jiné reSeni. Nejprve dokdZeme, Ze pocet zépasi bude vzdy alespoit ~—~ pro lichd
_1)2
nal 41) — % pro sudé n. Vedme dikaz indukci. P¥ipady n = 1 a n = 2 jsou zfejmé.
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2
Mgjme n + 2 hraci. Pokud kazdy hral s kazdym, pak podet zapasi byl ("5?) > Z4U° v
opafném piipadé spolu n&jaci dva hradi nehrali. S kazdym dalsim hrac¢em musel alespon

jeden z této dvojice hrat, aby nevytvorili zakdzanou trojici. Tedy alespon n zapast s nasi

2
dvojici hra¢a. Z indukéniho predpokladu v ramci n zbylych hraéa probéhlo alesponi %
_1)2 Y 2
pro licha n a % — 1 pro sudd n. Celkem mame alespoii % +n = @ pro licha
2
na ("21) — X pro sud4 n.

Vhodné rozdéleni najdeme jako v feSen{ vyse
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