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�e²ení 1. série

Úvodní gulá²

Úloha 1.1. �Gulá²gvhevmnjdfs!!�, ozvalo se uº o n¥co hlasit¥ji hladové monstrum dychtící
po Lib¥n£in¥ specialit¥. �Henry! Ví² moc dob°e, ºe ti nedám, dokud neuhodne², na co
myslím! Malinko ti ale napovím. Myslím si celé £íslo x od 1 do 23. Aby jsi zjistil, které to
je, m·ºe² mi pokládat speciální dotazy. Jeden dotaz se skládá ze dvou celých £ísel m, n
od 1 do 23 a já odpovím NSD(m,n + x). Poda°í se ti vºdy uhádnout mé £íslo pomocí 4
dotaz·?�

�e²ení. Odpov¥¤ na Lib¥n£inu otázku - ano - ²la nejlépe dokázat vypsáním postup·
pro kaºdé £íslo, jak to i v¥t²ina z vás d¥lala. N¥kte°í jste dokonce ukázali, ºe to vºdy lze
uhádnout i pomocí 3 dotaz·, já ukáºu, ºe sta£í dotazy 2. V prvním tahu si za n zvolím 2
a za m 6, tím pádem je n+x v rozsahu od 3 do 12. Vzniknou mi tak 4 skupiny v nichº se
m·ºe x nacházet. Pokud mi v prvním kroku NSD(m,n+x) vy²el 1, pak x = 5,3 nebo 9 ->
dále skupina A. Pokud NSD(m,n+x) = 2, pak x = 2,6 nebo 8 -> dále skupina B. Pokud
NSD(m,n+x) = 3, pak x = 1 nebo 7 -> dále skupina C a nakonec pokud NSD(m,n+x)
= 6, pak x = 4 nebo 10 -> dále skupina D. Te¤ uº sta£í ukázat, ºe dokáºu najít takové
m a n, abych jednozna£n¥ rozli²ila (aº) trojice, coº je uº snadné. Pro skupinu A m=8 a
n=3, pro skupinu B m=9 a n=1, pro skupinu C m=8 a n = 1 a pro skupinu D m=5 a
n=10. Samoz°ejm¥ to není jediné moºné °e²ení, p°edev²ím poslední dv¥ skupiny by ²ly
rozhodnout mnoha zp·soby.

Úloha 1.2. �Ale Lib¥nko! P°ece bys m¥ nenechala vyhladov¥t!?�, vrhnul Henry na Lib¥nku
psí pohled. Lib¥nka má pro zví°átka slabost. Koukla na gulá², pak na Henryho, pak zase na
gulá². �Dob°e. . . Tak já ti teda dám, ale p°ekvapuje m¥, ºe nemá² ºádné eso v rukávu.� �To
ale není pravda!�, oponoval Henry. �Mám dva stejné balí£ky karet po 52 kartách. Kaºdý
balí£ek n¥jak zamíchám a poloºím jeden na druhý. Ty pak pro kaºdou dvojici stejných
karet z obou balí£k· spo£ítá² po£et karet mezi nimi. V²echna tato £ísla se£te². Jaké £ísla
m·ºe² dostat?�

�e²ení. Vezm¥me si dva identicky se°azené balí£ky karet a jednodu²e nahlédneme, ºe
mezi v²emi dvojicemi je 51 karet. Dostaneme se tak k £íslu 2652. Nyní uº jen ukaºme, ºe
tomu tak bude pro libovolné zamíchání balí£k·. Libovolné zamíchání balí£ku dostaneme
pomocí prohazování sousedních karet, ale pro jednodu²í p°edstavu prohazujme libovolnou
dvojici. Kdyº prohodíme dv¥ karty ze stejného balí£ku, tak jedné vzroste a druhé klesne
vzdálenost od stejné karty v balí£ku druhém. D·leºité je, ºe o stejnou hodnotu a to po£et
karet mezi nimi zv¥t²ený o jedna. Samotná hodnota, ale není d·leºitá, nebo´ se to p°i
celkovém sou£tu nijak neprojeví. K p·vodnímu sou£tu p°i£teme a ode£teme stejné £íslo.
Prohození dvou karet ve stejném balí£ku nezm¥ní sou£et vzdáleností v²ech karet. Pomocí
této operace jsme schopni vytvo°it libovolné zamíchání balí£ku beze zm¥ny sou£tu. Úloha
má tedy jen jedno °e²ení a to je 2652.

Úloha 1.3. �Te¤ s m¥ dostal Henry�, zasmála se Líba, vzala veliký talí° a po°ádn¥ He-
nrymu naloºila. Ten spokojen¥ zba²til pár prvních soust, aby zaplnil prázdný ºaludek a
pak si toho v²iml. V tom gulá²i byla písmenka! Ba ne. . . to nebyla písmenka, to byla £ísla.

BRKOS Team 2016



XXIII. ro£ník BRKOS 2016/2017

Kaºdá £íslice práv¥ jednou. Henryho nenapadlo nic chyt°ej²ího, neº z t¥chto £íslic vytvo°it
p°irozené £íslo (£íslice, které se mu nehodily, sn¥dl). A protoºe ho bavilo se v tom gulá²i
ráchat, p°euspo°ádával zbylé £íslice, dokud nevytvo°il v²echna mnoºná £ísla vzniklá jejich
kombinací. Pokud pak v²echna tato £ísla (v£etn¥ p·vodního) byla po dvou nesoud¥lná, na-
zval p·vodní £íslo �drsné�. Kolik r·zných drsných £ísel mohl vytvo°it, pokud m¥la Lib¥nka
dost gulá²e na p°idání?

�e²ení. 1. Jednociferná £ísla jsou v²echna drsná, je jich tedy 9 (0 není p°irozená).

2. Dvojciferná £ísla � prost¥ si napí²eme v²ech 90 £ísel a zjistíme, ºe 49 z nich je drsných.
(lze také pouºít nap°. toho, ºe ciferný sou£et nesmí být d¥litelný 3, nesmí být ob¥
£íslice sudé apod.)

3. Trojciferná £ísla � zjevn¥ pokud by obsahovala sudou £ílici, pak bychom ji mohli dát
na £íslo jednotek a prohodit první dv¥ £ílice. Tato dv¥ £ísla by poté byla d¥litelná 2
a tedy ani jedno z nich by nebylo drsné. Stejn¥ tak i pro cifru 5. Máme tedy pouze
4 £íslice (1, 3, 7, 9), které m·ºeme pouºít. 3 prvkové podmnoºiny t¥chto £ílic jsou
4, kaºdá nám dá bu¤ 0 nebo 6 drsných £ísel (pokud je drsné jedno, musí být drsné
v²echny permutace). Op¥t vyzkou²íme a zjistíme, ºe vyhovují pouze mnoºiny {1, 3, 7}
a {3, 7, 9}, tedy dostaneme 12 drsných £ísel.

4. Stejnou úvahou jako pro trojciferná dostáváme, ºe jedinými p°ípustnými ciframi jsou
cifry liché bez 5 a tedy m·ºeme dostat bu¤ 12! nebo 0 £ísel. Ale 11|3179 a p°itom
11|1379 a tedy nedostáváme ºádná drsná £ísla.

5. P¥t a více ciferná. Muselibychom pouºít uº bu¤ sudou cifru nebo 5 a to jsme ukázali,
ºe nem·ºeme. Taková £ísla tedy nejsou drsná.

Tedy dostáváme, ºe drsných £ísel je 70.

Úloha 1.4. �Mohl bys te¤, prosím, umýt nádobí?�, zeptala se po vydatné snídani/ob¥du/sva£in¥
Lib¥nka. Z Henryho vyprchalo gulá²ové nad²ení. �Jak se tak na ty dva 2016-úhelníkové ta-
lí°e se stejným obsahem a v²emi stranami men²ími neº 1 koukám, nebude jednoduché je
dát do odkapáva£e.� �Podívej, Henry, kdyº budou kaºdé dva vrcholy r·zných talí°· od sebe
vzdálené alespo¬ 1√

2
, ur£it¥ se to tam vleze.� �Nev¥°ím, dokaº to!�

�e²ení. Nap°ed ukáºeme, ºe se ºádné 2 strany nek°íºí (nemají spole£ný bod). uvaºujme
tedy stranu AB prvního talí°e a stranu CD talí°e druhého. Pro spor p°edpokládejme,
ºe se protínají. Ozna£me P bod pr·niku. BÚNO p°edpokládejme, ºe |CP | < |DP |. Pak
|CP | < 1

2 . Protoºe P ∈ AB tak platí ºe vzdálenost bodu C a úse£ky AB je men²í neº délka
|CP |, tedy d(C,AB) < 1

2 . Z obrázku ale vidíme, ºe jiº dostáváme spor, nebo´ mnoºina v²ech
bod· vzdálených od AB o mén¥ neº 0,5 leºí celá v zakázané oblasti vymezené sjednocením
kruh· k1(A,

1√
2
, k2(B, 1√

2
. Bod X, který je p°itom této mnoºin¥ vºdy nejblíºe nem·ºe být

(dle Pythagorovy v¥ty) blíºe neº frac12 k úse£ce AB, tedy skute£n¥ dostáváme spor.
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Strany talí°· se tedy neprotínají. Mohou nastat dv¥ moºnosti:

1. Jeden talí° leºí uvnit° druhého � pak ale nemohou mít stejný obsah, tato moºnost
tedy nenastane.

2. Moºnost povolená zadáním, QED.

Poznámka: P°edpoklad o stejnosti obsah· není pot°eba. Inklusi totiº dokáºeme vylou£it
i pomocí druhého p°edpokladu (rozmyslete si (uvaºujte trojúhelník vrchol· jednoho talí°e ve
kterém leºí vrchel toho druhého)). Byl vám p°idán pouze pro zjednodu²ení úlohy.

Úloha 1.5. Talí°e n¥jak zvládli, ale bylo tam je²t¥ dal²í nádobí. Obzvlá²´ tyhle podivné
kosti£ky, o kterých v·bec Lib¥nka nev¥d¥la, ºe je má ve své kredenci.

Dokázali byste s nimi vyplnit prostor? Jak?

�e²ení. Vezm¥me si jednu kosti£ku stejn¥ nato£enou jako je na obrázku v zadní a k ní
druhou, kterou oto£íme o 180◦ kolem osy o. Tato kosti£ka zapadne do první a spole£n¥
vytvo°í jeden díl, který pak m·ºeme skládat za sebe ve sm¥ru osy o. Takto nám vznikne
nekone£ný útvar o pr·°ezu 2×4, který m·ºeme umis´ovat na sebe a vedle sebe ve sm¥rech
kolmých na osu o. Tím zaplníme celý prostor beze zbytku.
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Úloha 1.6. �Kone£n¥ je v²e uklizeno a m·ºeme se jet bavit!� Lib¥nka s Henrym se rozhodli,
ºe pojedou na turnaj. Henry °ídil, ale protoºe byl tak nat¥²ený, ºe jel trochu rychleji, neº
by m¥l, zastavili je policajti. �Dobrý den mladý muºi, budete mi tady muset fouknout do
balónku.�, povídá ²vihácký policista. �Dobrý den! A pom·ºete pak i vy nám? Máme 40
balónk·. Tlak v kaºdém z nich je neznámý. M·ºeme si vºdy vybrat 5 balónk· a vyrovnat
v nich tlak na aritemtický pr·m¥r p·vodních velikostí tlak·. Ukaºte, ºe lze vyrovnat tlak
ve v²ech 40 balóncích.�

�e²ení. Postup·, jak vyrovnat tlak v balóncích je mnoho. P°i kaºdém musíme vytvo°it
nejprve malé skupiny balónk· o stejném tlaku, po£et skupin poté zmen²ujeme a po£et
balónk· v jednotlivých skupinách zvy²ujeme. Nap°íklad nejprve rozd¥líme balónky na deset
skupin po £ty°ech balóncích, ozna£me je a aº j. Poté vyrovnáváme tlak v p¥ticích balónk·
ze skupin a aº e takových, ºe balónky jsou z r·zných skupin. To téº provedeme se skupinami
f aº j. Takto získáme dv¥ skupiny po dvaceti balóncích takových, ºe v rámci skupiny mají
balónky stejný tlak. Nyní sta£í vyrovnat tlak ve dvojicích balónk·, kde jeden balónek
pochází z první skupiny a druhý z druhé skupiny.

Úloha 1.7. Kdyº v²ichni dofoukali, rozlou£ili se a Henry s Lib¥nkou upalovali na turnaj.
Koná se turnaj n hrá£·. Navrhn¥te zápasy, tak aby jejich po£et byl co nejmen²í a v kaºdé
trojici hrá£· byli dva, co spolu hráli.

�e²ení podle Josefa Mina°íka. Ozna£me k po£et zápas·, které odehrál hrá£, jenº
hrál nejmen²í po£et zápas·. Tento hrá£ nehrál proti n − k − 1 jiným hrá£·m, tito hrá£i
proto museli v²ichni spolu hrát, kaºdý tedy n − k − 2 zápas·. Kaºdý ze zbylých k + 1
hrá£· musel odehrát alespo¬ k zápas· (k je minimum). Celkem bylo odehráno nejmén¥
1
2((n−k−1)(n−k−2)+k(k+1)) zápas·. Po£et jsme vynásobili jednou polovinou, kaºdý
zápas byl totiº zapo£ítán za kaºdého dvakrát. Upravujme 1

2((n−k−1)(n−k−2)+k(k+1)) =
1
2(n

2−2kn−3n+2k2+4k+2) =
(
n
2 − 1− k

)2−n
2+

n2

4 . Hodnota tohoto výrazu je v závislosti
na k nejmen²í práv¥ tehdy, kdyº hodnota výrazu

(
n
2 − 1− k

)2 je co nejmen²í. Jelikoº je k

celé, pak
(
n
2 − 1− k

)2 ≥ 0 pro sudá n a
(
n
2 − 1− k

)2 ≥ 1
2 pro lichá n. P°ipo£tením £lenu

−n
2 + n2

4 dostáváme, ºe po£et zápas· je alespo¬ n2−2n
4 pro sudá n a n2−2n+4

4 pro lichá n.
Najít vhodné rozd¥lení uº je snadné. Pro sudá n rozd¥líme hrá£e na dv¥ poloviny a

necháme v obou p·lkách hrát kaºdého s kaºdým. Pro lichá n obdobn¥ rozd¥líme hrá£e na
skupiny po n+1

2 a n−1
2 hrá£ích.

Existuje takové rozd¥lení zápas· a kaºdé jiné bude mít stejný po£et her nebo vy²²í.
Na²li jsme na²e hledané minimum.

Jiné °e²ení. Nejprve dokáºeme, ºe po£et zápas· bude vºdy alespo¬ (n−1)2

4 pro lichá

n a (n−1)2

4 − 1
4 pro sudá n. Ve¤me d·kaz indukcí. P°ípady n = 1 a n = 2 jsou z°ejmé.
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M¥jme n+ 2 hrá£·. Pokud kaºdý hrál s kaºdým, pak po£et zápas· byl
(
n+2
2

)
≥ (n+1)2

2 . V
opa£ném p°ípad¥ spolu n¥jací dva hrá£i nehráli. S kaºdým dal²ím hrá£em musel alespo¬
jeden z této dvojice hrát, aby nevytvo°ili zakázanou trojici. Tedy alespo¬ n zápas· s na²í
dvojicí hrá£·. Z induk£ního p°edpokladu v rámci n zbylých hrá£· prob¥hlo alespo¬ (n−1)2

4

pro lichá n a (n−1)2

4 − 1
4 pro sudá n. Celkem máme alespo¬ (n−1)2

4 + n = (n+1)2

2 pro lichá

n a (n+1)2

4 − 1
4 pro sudá n.

Vhodné rozd¥lení najdeme jako v °e²ení vý²e
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