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�e²ení 6. série

Nerovnosti

Úloha 6.1. Lib¥nka s Mat¥jem uº se zase dohadovali. Oba dostali od Henryho nenulová
reálná £ísla. Lib¥nka si z nich vyrobila £íslo a

b2
+ b

a2
, zatímco Mat¥jovi sta£ilo 1

a + 1
b .

Samoz°ejm¥ se dohadovali, kdo má £íslo v¥t²í. Rozsoudil je aº Henry, kdyº prohlásil, ºe to
stejn¥ záleºí jen na znaménku a+ b. Zkuste tuto skute£nost dokázat.

�e²ení. Zajímá nás rozdíl Lib¥n£ina a Mat¥jova £ísla, je-li v¥t²í neº 0, Lib¥n£ino £íslo je
v¥t²í, je-li men²í, Mat¥jovo £íslo je v¥t²í, a pokud je roven 0, jsou £ísla stejná.
Nejprve si tedy upravíme rozdíl Lib¥n£ina a Mat¥jova £ísla ( a

b2
+ b

a2
) − ( 1a + 1

b ) do tvaru
(a−b)2(a+b)

a2b2
. �íslo a2b2 je ur£it¥ kladné (a z podmínky v zadání i r·zné od 0). (a − b)2

nem·ºe být záporné £íslo. Pokud je rovno 0, pak Lib¥n£ino a Mat¥jovo £íslo jsou stejn¥
velká. Jestli je ale jedno z nich v¥t²í neº druhé závisí na znaménku sou£tu (a+ b). Pokud
tento sou£et je roven 0, pak i celý zlomek (a−b)2(a+b)

a2b2
bude 0 a £ísla a

b2
+ b

a2
a 1
a + 1

b jsou
stejn¥ velká; pokud kladné £íslo, Lib¥n£ino £íslo je v¥t²í; pokud záporné, pak Mat¥jovo.
Tím jsme dokázali Henryho tvrzení, ºe £í £íslo v¥t²í, závisí na znaménku a+ b.

Úloha 6.2. To Bubla si lámala hlavu s jiným problémem. Zvolila si t°i ostré úhly α, β, γ
a snaºila se dokázat, ºe pro n¥ platí

1

cosα
+

1

cosβ
+

1

cos γ
≥ 3 3

√
tanα+ tanβ + tan γ − tanα tanβ tan γ.

Pomozte Buble tento problém vy°e²it.

�e²ení. Nejprve z AG nerovnosti pro 1
cosα ,

1
cosβ ,

1
cos γ získáme

1

cosα
+

1

cosβ
+

1

cos γ
≥ 3 3

√
1

cosα cosβ cos γ
.

Rovnost nastává práv¥ tehdy, kdyº cosα = cosβ = cos γ, coº pro ostré úhly α, β, γ znamená
α = β = γ.

T°etí odmocnina je rostoucí funkce, takºe 3
√
a ≥ 3

√
b práv¥ tehdy, kdyº a ≥ b. Sta£í

nám tedy dokázat

1

cosα cosβ cos γ
≥ tanα+ tanβ + tan γ − tanα tanβ tan γ

Rozepi²me pravou stranu pomocí funkcí sin a cos a p°eve¤me zlomky na spole£ného jme-
novatele:

tanα+ tanβ + tan γ − tanα tanβ tan γ =
sinα

cosα
+

sinβ

cosβ
+

sin γ

cos γ
− sinα sinβ sin γ

cosα cosβ cos γ
=

=
sinα cosβ cos γ + cosα sinβ cos γ + cosα cosβ sin γ − sinα sinβ sin γ

cosα cosβ cos γ
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�itatele dále upravíme pomocí sou£tových vzorc· sin(x + y) = sinx cos y + cosx sin y a
cos(x+ y) = cosx cos y − sinx sin y:

sinα cosβ cos γ + cosα sinβ cos γ + cosα cosβ sin γ − sinα sinβ sin γ =

= sin(α+ β) cos γ + cos(α+ β) sin γ = sin(α+ β + γ)

Dokazujeme tedy nerovnost

1

cosα cosβ cos γ
≥ sin(α+ β + γ)

cosα cosβ cos γ

Její platnost je ale z°ejmá, protoºe funkce sin je vºdy men²í rovna 1 a jmenovatel je pro
ostré úhly kladný. Rovnost navíc nastává pro α + β + γ = π

2 = 90◦. P·vodní dokazovaná
nerovnost je tím tedy dokázána a navíc jsme zjistili, ºe rovnost nastane práv¥ tehdy, kdyº
α = β = γ = π

6 = 30◦.

Úloha 6.3. Poté, co si své nerovnosti v²ichni £ty°i °ádn¥ urovnali, vrhli se spole£n¥ na
trojici kladných reálných £ísel u, v, w. Zjistili, ºe a´ uº je volí jakkoliv, vºdycky je výraz

a

2a+ b+ c
+

b

a+ 2b+ c
+

c

a+ b+ 2c

men²í nebo roven 3
4 . Dokaºte to.

�e²ení. 1. °e²ení: Jelikoº se jedná o homogenní nerovnost, sta£í nám ji dokázat jen pro
trojice a, b, c spl¬ující a+ b+ c = 1, tedy:

a

a+ 1
+

b

b+ 1
+

c

c+ 1
≤ 3

4

1− 1

a+ 1
+ 1− 1

b+ 1
+ 1− 1

c+ 1
≤ 3

4

9

4
≤ 1

a+ 1
+

1

b+ 1
+

1

c+ 1

(1 + 1 + 1)2 ≤
(

1

a+ 1
+

1

b+ 1
+

1

c+ 1

)
· 4

(√
a+ 1√
a+ 1

+

√
b+ 1√
b+ 1

+

√
c+ 1√
c+ 1

)2

≤
(

1

a+ 1
+

1

b+ 1
+

1

c+ 1

)
(a+ 1 + b+ 1 + c+ 1)

A to je Cauchy-Schwarzova nerovnost.
2. °e²ení: Pevn¥ si za�xujme s = a+b+c (budeme s povaºovat za kladnou konstantu).

Funkce daná p°edpisem x
x+s = 1 − s

x+s , je z°ejm¥ konkávní na R+. M·ºeme proto vyuºít
Jensenovu nerovnost, s váhami 1

3 :

1

3

a

a+ s
+

1

3

b

b+ s
+

1

3

c

c+ s
≤

1
3a+

1
3b+

1
3c

1
3a+

1
3b+

1
3c+ s

=
1

4

a

a+ s
+

b

b+ s
+

c

c+ s
≤ 3

4

Coº je po zp¥tném dosazení za s kýºená nerovnost.
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3.°e²ení: Za£neme drobnou úpravou.

1− a+ b+ c

2a+ b+ c
+ 1− a+ b+ c

2a+ b+ c
+ 1− a+ b+ c

2a+ b+ c
≤ 3

4

9

4
≤ a+ b+ c

2a+ b+ c
+

a+ b+ c

2a+ b+ c
+

a+ b+ c

2a+ b+ c

3
a+b+c
2a+b+c +

a+b+c
2a+b+c +

a+b+c
2a+b+c

≤ 4

3
=

2a+b+c
a+b+c + a+2b+c

a+b+c + a+b+2c
a+b+c

3

Skon£íme konstatováním, ºe se jedná o AH nerovnost.

Úloha 6.4. Mat¥j u p°íkladu nevydrºel moc dlouho a uº ho napadaly dal²í úpravy. Ten-
tokrát si vzal hned n reálných £ísel, ale v²echny uvnit° kladného intervalu [a, b], takºe p°i
jeho ozna£ení platilo 0 < a ≤ x1, x2, . . . , xn ≤ b. Mat¥j pak hrav¥ dokázal, ºe

(x1 + x2 + · · ·+ xn)

(
1

x1
+

1

x2
+ · · ·+ 1

xn

)
≤ n2(a+ b)2

4ab
.

Dokaºte to také.

�e²ení. Vyberme si n¥jaké i, 1 ≤ i ≤ n. Ozna£me x = xi, s = x1 + · · · + xi−1 + xi+1 +
· · ·+ xn, r =

1
x1

+ · · ·+ 1
xi−1

+ 1
xi+1

+ · · ·+ 1
xn
. Pak na levé stran¥ nerovnosti je výraz

(s+ x)

(
r +

1

x

)
= sr + 1 + rx+

s

x

To je pro kladná x konvexní funkce. Nabývá tedy z°ejm¥ maxima v krajních bodech inter-
valu, na n¥mº ji uvaºujeme, tj. bu¤ pro x = a nebo x = b. Tuto úvahu m·ºeme provést
pro libovolné i a získáme, ºe levá strana je maximální, pokud je k z £ísel x1, . . . , xn rovno
a a n− k je rovno b pro vhodné k. Máme tedy

(x1 + · · ·+ xn)

(
1

x1
+ · · ·+ 1

xn

)
≤ (ka+ (n− k) b)

(
k

a
+
n− k
b

)
=

=
1

ab
(k(a− b) + nb) (k(b− a) + na) =

=
(a− b)2

ab

(
−
(
k − n

2

)2
+
n2

4
+ n2

ab

(a− b)2

)
�len s (k−n/2)2 vystupuje vºdy se záporným znaménkem a celý výraz se jeho odstran¥ním
ur£it¥ nezmen²í. Platí tak

(x1 + · · ·+ xn)

(
1

x1
+ · · ·+ 1

xn

)
≤ (a− b)2

ab

(
n2

4
+ n2

ab

(a− b)2

)
=
n2(a+ b)2

4ab
,

coº jsme cht¥li dokázat.
Z uvedeného postupu je navíc z°ejmé, ºe rovnost m·ºe nastat pouze pokud bu¤ a = b,

nebo je n sudé, n/2 £ísel x1, . . . , xn je rovno a a zbylých n/2 je rovno b.

Úloha 6.5. Koumu nerovnosti zase tak moc nezajímaly. Rad¥ji si vy²el do p°írody. Prochá-
zel se na louce, obdivoval brou£ky a hlavn¥ Hloup¥tínské beru²ky ²estite£né. Tyto beru²ky
m¥ly na krovkách ²est te£ek, které byly navíc propojeny celkem deseti £arami (taková £ára
vºdy spojovala práv¥ dv¥ te£ky). Kouma si brzy v²iml, ºe na kaºdé beru²ce je taková trojice
te£ek, ºe kaºdá te£ka z této trojice je spojena s ostatními dv¥ma te£kami v trojici. P°i²lo
mu to zvlá²tní, a tak p°emý²lel, jestli to tak musí být vºdy. Najd¥te odpov¥¤ a °ádn¥ ji
dokaºte.
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�e²ení. Uvaºujeme graf s 6 vrcholmi a 10 hranami. Sú£et stup¬ov vrcholov (po£et hrán
vychádzajúcich z daného vrcholu) je teda 20. Nutne musí existova´ vrchol so stup¬om 4,
inak by sú£et stup¬ov bol maximálne 6 · 3 = 18. Ozna£me si vrcholy A,B,C,D,E, F , kde
A je vrchol so stup¬om 4 a vedú z neho hrany do B,C,D,E. Ak existuje hrana medzi
týmito ²tyrmi vrcholmi, je v grafe trojuholník a veta zo zadania platí. Predpokladajme, ºe
medzi nimi hrana neexistuje. Potom musí zvy²ných 6 hrán vies´ do vrcholov A,F . Takých
hrán existuje v²ak najviac 5 (z F do v²etkých vrcholov, vrátane A). Tým pádom posledná
hrana musí spája´ nejaké vrcholy z B,C,D,E, £o je spor a preto veta zo zadania vºdy
platí.

Úloha 6.6. V Hloup¥tín¥ na nám¥stí Lichob¥ºníku (ve tvaru lichob¥ºníku) se chystal start
Hloup¥tínského maratonu. M¥l být tvo°en velkou ozdobnou páskou, táhnoucí se nap°í£
nám¥stím a d¥lící nám¥stí na dva £ty°úhelníky. Jak mají Hloup¥tín²tí pásku táhnout,
jestliºe cht¥jí rozd¥lit nám¥stí na dva t¥tivové £ty°úhelníky (£ty°úhelníky, kterým lze opsat
kruºnici) a jestliºe navíc kruºnice opsané t¥mto £ty°úhelník·m mají mít stejný polom¥r?

�e²ení. Ozna£me si lichob¥ºník ABCD, se základnami AB, CD. Uvaºujme prvn¥ p°ípad,
kdy páska vede mezi rameny lichob¥ºníka. X je bod na AD, Y na BC. Protoºe sou£et
prot¥j²ích úhl· t¥tivového £ty°úhelníka musí být p°ímý a zárove¬ sou£et velikostí úhl·
BAD a ADC je p°ímý, musí být úhel XY C shodný s úhlem DAB. Protoºe kruºnice
opsané mají mít stejný polom¥r, musí i t¥tivy p°íslu²né stejným obvodovým úhl·m být
stejn¥ velké, tedy |XC| = |XB|, Bod X tedy leºí na ose úse£ky BC. Obdobn¥ bod Y leºí
na ose AD. Tím uº máme konstrukci jasn¥ danou:

1. p; p osa AD

2. q; q osa BC

3. X; X ∈ q ∩BC

4. Y ; Y ∈ p ∩AD

5. XY

A B

D C

X

Y

Nyní uº sta£í rozebrat p°ípad, kdy páska vede mezi základnami. Z vlastostí vedlej²ích
úhl· se snadno nahlédne, ºe tento p°ípad lze sestrojit jen pro rovnob¥ºník. Konstrukci pak
provedeme tak, ºe jej "postavíme na ramena"a provedeme p°edchozí. Diskuse: Úloha má
0 nebo 1 °e²ení pro obecný lichob¥ºník, v závislosti na tom, zda osy protnou ramena. Pro
rovnob¥ºníky pak m·ºe mít 0 aº 2 °e²ení (0 � fakt hafo spláclé koso£tverec, 1 � trochu
skosené obdélník, 2 � tak t°eba £tverec).
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Úloha 6.7. �ouma se cht¥l maratonu zú£astnit, ale vyru²ilo ho tvrzení, ºe ke kaºdému
p°irozenému £íslu k ≥ 2 lze vybrat taková celá £ísla a, b, a > b, ºe výraz na − nb bude
d¥litelný k pro v²echna p°irozená £ísla n.

�e²ení. 1. °e²ení: Uvaºujme rozklad k = k1k2 £ísla k takový, ºe k1 je s n nesoud¥lné a k2
obsahuje ve svém rozkladu jen prvo£ísla d¥lící n. Pak z Eulerovy v¥ty a z faktu, ºe funkce
ϕ je multiplikativní plyne

nϕ(k) ≡ (nϕ(k1))ϕ(k2) ≡ 1 (mod k1)

Sta£í tedy poloºit a − b = ϕ(k), aby nutn¥ k1 | na − nb = nb(na−b − 1). Zvolímeli navíc
b jako nejv¥t²í exponent vystupující v prvo£íselném rozkladu k, pak nutn¥ i k2 | nb. Z
nesoud¥lnosti k1 a k2 kone£n¥ dostáváme k | nb(na−b − 1).

2. °e²ení: Nech´ n = kl + r, kde 0 ≤ r < k. Dosa¤me a vyuºijme binomickou v¥tu.

na − nb =
a∑
i=0

(
a

i

)
(kl)ira−i −

b∑
i=0

(
b

i

)
(kl)irb−i =

=
a∑
i=1

(
a

i

)
(kl)ira−i −

b∑
i=1

(
b

i

)
(kl)irb−i + ra − rb

Z toho plyne, ºe k | na − nb ⇐⇒ k | ra − rb. Ozna£me si nyní Zk mnoºinu zbytk· po
d¥lení k a uvaºujme pro kaºdé p°irozené a funkci fa : Zk → Zk, která kaºdému r ∈ Zk
p°i°adí zbytek po d¥lení ra £íslem k. Jelikoº je mnoºina Zk kone£ná, potom i je po£et v²ech
funkcí na této mnoºin¥ kone£ný. Musí tedy existovat dv¥ r·zné funkce fa, fb spl¬ující
fa(x) = fb(x), ∀r ∈ Zk. Jinými slovy existují dv¥ r·zná a, b taková, ºe k | ra − rb, ∀r ∈ Zk.
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