XXIL. ro¢nik BRKOS 2015/2016

Resgeni 6. série

NEROVNOSTI

Uloha 6.1. Libénka s Maté&jem uz se zase dohadovali. Oba dostali od Henryho nenulova
redlnd Cisla. Libénka si z nich vyrobila ¢islo 75 + a%, zatimco Matéjovi stacilo % + %.
Samoziejmé se dohadovali, kdo m4 ¢islo vétsi. Rozsoudil je az Henry, kdyZ prohlésil, Ze to

stejné zalezi jen na znaménku a + b. Zkuste tuto skute¢nost dokazat.

ReSeni. Zajima nas rozdil Libéncina a Mat&jova &isla, je-li vétsi nez 0, Libéndino ¢slo je
vétsi, je-li mensi, Matéjovo ¢&islo je vétsi, a pokud je roven 0, jsou ¢&fsla stejna.

Nejprve si tedy upravime rozdil Libéncina a Maté&jova cisla (35 + a%) - (é + %) do tvaru
%. Cislo a?b? je urcité kladné (a z podminky v zadani i rtzné od 0). (a — b)?
nemiize byt zaporné &éislo. Pokud je rovno 0, pak Libén¢ino a Maté&jovo &islo jsou stejné
velka. Jestli je ale jedno z nich vétsi nez druhé zavisi na znaménku soudtu (a + b). Pokud
tento soucet je roven 0, pak i cely zlomek % bude 0 a ¢isla 7z + a% a % + % jsou
stejné velkd; pokud kladné ¢islo, Libéncino ¢&islo je vétsi; pokud zaporné, pak Matéjovo.
Tim jsme dokéazali Henryho tvrzeni, Ze ¢ ¢islo vétsi, zavisi na znaménku a + b.

Uloha 6.2. To Bubla si lamala hlavu s jinym problémem. Zvolila si tii ostré ahly «, 3, v
a snazila se dokazat, ze pro né plati

1 1 1
cosa  cosf  cosvy

> 3§’/tana+tanﬁ+tanfy—tanatanﬁtan’y.

Pomozte Buble tento problém vyftesit.

1

cosa’ cos 37 cosy ziskdme

Regeni. Nejprve z AG nerovnosti pro

1 1 1 io)/ 1
+ + > .
cosa  cosf  cosvy cos a cos 3 cos 7y

Rovnost nastéva pravé tehdy, kdyZ cos @ = cos 8 = cos~y, coz pro ostré dhly «, 3, znamena
a=p=nr.

Treti odmocnina je rostouci funkce, takze &a > v/b pravé tehdy, kdyz a > b. Stali
nam tedy dokazat

> tan o + tan 8 + tany — tan atan § tan -~y
cos a cos 3 cos 7y

Rozepisme pravou stranu pomoci funkei sin a cos a pFevedme zlomky na spoleéného jme-
novatele:

sina  sinf n siny  sinasin g siny

tana + tan 8 4 tany — tan atan S tany =
cosa  cosf  €oSy  COSQCos3cosy

sin o cos B cosy + cos asin B cosy + cos acos B siny — sin o sin G sin 7y

cos o cos 3 cos 7y
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Citatele dale upravime pomoci sou¢tovych vzorciu sin(z + y) = sinx cosy + coszsiny a
cos(z +y) = coszcosy — sinx siny:

sin a cos B cosy + cos asin B cosy + cos acos Bsiny — sinasin fsiny =
= sin(a + ) cosy + cos(a + ) siny = sin(a + 5 + )
Dokazujeme tedy nerovnost

1 S sin(a + S+ 7)
cosacos B cosy — cosacos B cosy

Jeji platnost je ale zfejmd, protoze funkce sin je vzdy mensf rovna 1 a jmenovatel je pro
ostré thly kladny. Rovnost navic nastava pro a + 3+~ = § = 90°. Pivodni dokazovand
nerovnost je tim tedy dokizdna a navic jsme zjistili, Ze rovnost nastane pravé tehdy, kdyz
a=p=vy=7g=230°

Uloha 6.3. Poté, co si své nerovnosti viichni ¢ty¥i fadné urovnali, vrhli se spoletné na
trojici kladnych realnych ¢isel u, v, w. Zjistili, Ze at uz je voli jakkoliv, vzdycky je vyraz

a 4 b N c
2a +b+c¢c a+2b+c at+b+2c

mensi nebo roven %. Dokazte to.

ReSeni. 1. feSeni: JelikoZ se jedna o homogenni nerovnost, sta¢i nam ji dokazat jen pro
trojice a, b, ¢ spliwjici a + b+ ¢ = 1, tedy:

a n b n c <3
a+1 b+1 c¢c+1 " 4
1 1 1 3
_ 1 —— _ <2
a—i—l+ b+1+ c+1 4
9< 1 n 1 n 1
4 "a+1 b+1 c+1

1 1 1
14+14+1)2< 4
(L+ +)_<a+1+b+1+c+1>

<\/a+1 V1 \/c+1>2<< .
Va+1 Vb+1 Ve+1 a+1 b+1

A to je Cauchy-Schwarzova nerovnost.
2. FeSeni: Pevné si zafixujme s = a+b+c (budeme s povazovat za kladnou konstantu).

Funkce dané predpisem -%- = 1 — -5 je ziejmé konkdvni na RT. MiiZzeme proto vyuzit
T+s T+s’
Jensenovu nerovnost, s vdhami %:

1
+ )(a+1+b+1+c+l)
c+1

la 1 b 1 c _ gatgbitze 1

§a+s+§b+s+§c+3_%a+%b+%c+s 4

a b c
+ +
a+s b+s c+s

Coz je po zpétném dosazeni za s kyZzend nerovnost.

3
<2
!
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3.feSeni: Zacneme drobnou dpravou.

_a+b+c _a+b+c _a—l—b—l—c<§
2a +b+c 2a + b+ c 2a+b+c ~ 4
g< a+b+c a+b+c a+b+c
4 " 2a+b+c 2a+b+c 2a+b+c
3 % o 2aaibl)-‘jcc + an-ri?bbjcc + ac;-bl;-rfcc
a+b+c + a+b+c + atbtc — 3 3

2a+b+c 2a+b+c 2a+b+c
Skoncime konstatovanim, Ze se jedna o AH nerovnost.

Uloha 6.4. Matéj u piikladu nevydrzel moc dlouho a uz ho napadaly dalsi apravy. Ten-
tokrat si vzal hned n realnych ¢isel, ale viechny uvnit¥ kladného intervalu [a, b], takze pii

jeho oznaceni platilo 0 < a < x1,x9,...,x, < b. Matéj pak hravé dokazal, ze
11 1 n?(a+b)?
($1+$2+"'+$n) P i gQ
Tl T2 T 4ab

DokaZte to takeé.

ReSeni. Vyberme si néjaké ¢, 1 < ¢ < n. Oznalme x = x;,s = x1 + - + Tj—1 + Tip1 +

-1 ... 1 1 R ¢ & i ie vv
+ Tp, T =+ + ot T ot Pak na levé strané nerovnosti je vyraz

1 s
(s+z)(r+—-)=sr+14+rz+—
€T x

To je pro kladna = konvexn{ funkce. Nabyva tedy ziejmé maxima v krajnich bodech inter-
valu, na némz ji uvazujeme, tj. bud pro x = a nebo z = b. Tuto Gvahu muzeme provést
pro libovolné i a ziskdme, Ze leva strana je maximalni, pokud je k z ¢isel x1, ..., z, rovno
a an—k jerovno b pro vhodné k. Mame tedy

(214 + 20) (1+.--+1> < (ka+ (n—k)b) <k+”‘k> _

T Tn, a b

:éﬂﬂa—@+n®%@—®+ﬂwz

e )

Clen s (k—mn/2)? vystupuje vzdy se zapornym znaménkem a cely vyraz se jeho odstranénim
urcité nezmen3i. Plati tak

1 1
(m+m+%(x+~+)§

1 Tn

(a—b)2<n2 , ab ) n?(a+b)?

ab gt (a —b)2 T 4ab

coz jsme chtéli dokézat.

7 uvedeného postupu je navic ziejmé, ze rovnost mize nastat pouze pokud bud a = b,
nebo je n sudé, n/2 ¢isel xy, ..., x, je rovno a a zbylych n/2 je rovno b.

Uloha 6.5. Koumu nerovnosti zase tak moc nezajimaly. Radéji si vysel do piirody. Procha-
zel se na louce, obdivoval broucky a hlavné Hloupétinské berusky Sestiteéné. Tyto berusky
mély na krovkach Sest tecek, které byly navic propojeny celkem deseti ¢arami (takova ¢ara
vzdy spojovala pravé dvé tecky). Kouma si brzy v8iml, Zze na kazdé berusce je takova trojice
tecek, ze kazda tecka z této trojice je spojena s ostatnimi dvéma teckami v trojici. Ptislo
mu to zvlastni, a tak pfemyslel, jestli to tak musi byt vzdy. Najdéte odpovéd a fadné ji
dokazte.
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Regeni. Uvazujeme graf s 6 vrcholmi a 10 hranami. Stucet stupfiov vrcholov (pocet hran
vychadzajucich z daného vrcholu) je teda 20. Nutne musi existovat vrchol so stupiiom 4,
inak by sacet stupnov bol maximalne 6 - 3 = 18. Oznacme si vrcholy A, B,C, D, E, F, kde
A je vrchol so stupfiom 4 a vedu z neho hrany do B,C, D, E. Ak existuje hrana medzi
tymito Styrmi vrcholmi, je v grafe trojuholnik a veta zo zadania plati. Predpokladajme, ze
medzi nimi hrana neexistuje. Potom musi zvy&nych 6 hran viest do vrcholov A, F'. Takych
hran existuje v8ak najviac 5 (z F' do v8etkych vrcholov, vratane A). Tym padom posledna
hrana musi spajat nejaké vrcholy z B,C, D, E, ¢o je spor a preto veta zo zadania vzdy
plati.

Uloha 6.6. V Hloupéting na ndmésti Lichobézniku (ve tvaru lichobé&Zniku) se chystal start
Hloupétinského maratonu. Mél byt tvoifen velkou ozdobnou paskou, tdhnouci se napfic¢
nameéstim a délici ndmésti na dva ctyfthelniky. Jak maji Hloupétingti pasku tahnout,
jestlize chtéji rozdélit namésti na dva tétivové ¢tyithelniky (¢tyfihelniky, kterym lze opsat
kruznici) a jestlize navic kruznice opsané témto ¢tyiuhelniktim maji mit stejny polomér?

ReSeni. Oznacme si lichobsznik ABC D, se zakladnami AB, C'D. Uvazujme prvné p¥ipad,
kdy paska vede mezi rameny lichobéznika. X je bod na AD, Y na BC. Protoze soucet
protéjsich dhla tétivového ctyithelnika musi byt pfimy a zaroven soucet velikosti ahli
BAD a ADC je ptfimy, musi byt ahel XY C shodny s thlem DAB. Protoze kruZnice
opsané maji mit stejny polomér, musi i tétivy piislu$né stejnym obvodovym uhlim byt
stejné velké, tedy | X C| = | X B|, Bod X tedy lezi na ose usecky BC. Obdobné bod Y lezi
na ose AD. Tim uZ mame konstrukci jasné danou:

1. p; posa AD

2. q; g osa BC

3. X; X eqnBC
4. Y:Y epnAD
5. XY

Nyni uz stadi rozebrat pripad, kdy paska vede mezi zakladnami. Z vlastosti vedlejsich
hla se snadno nahlédne, Ze tento pfipad lze sestrojit jen pro rovnobéznik. Konstrukei pak
provedeme tak, Ze jej "postavime na ramena"a provedeme piedchozi. Diskuse: Uloha ma
0 nebo 1 Feseni pro obecny lichobéznik, v zavislosti na tom, zda osy protnou ramena. Pro
rovnobézniky pak mize mit 0 az 2 feSeni (0 — fakt hafo splaclé kosoctverec, 1 — trochu
skosené obdélnik, 2 — tak t¥eba Ctverec).
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Uloha 6.7. Nouma se chtsl maratonu zacastnit, ale vyru§ilo ho tvrzeni, Ze ke kazdému
pfirozenému ¢islu k > 2 lze vybrat takova cela ¢isla a,b,a > b, ze vyraz n® — n® bude
délitelny k pro v8echna pfirozena &isla n.

Regeni. 1. FeSeni: Uvazujme rozklad k = k1ko Cisla k takovy, Ze ky je s n nesoudélné a ko
obsahuje ve svém rozkladu jen prvocisla délici n. Pak z Eulerovy véty a z faktu, 7ze funkce
 je multiplikativni plyne

n(p(k) = (n@(kjl))ip(kZ) = 1 (mod kl)

Stagi tedy polozit a — b = o(k), aby nutné k; | n® — n® = n®(n®® — 1). Zvolimeli navic
b jako nejvétsi exponent vystupujici v prvociselném rozkladu k, pak nutné i ke | nb. Z
nesoudélnosti k1 a ko konecné dostavame k | nb(n®=° — 1).

2. feSeni: Necht n = kl + r, kde 0 < r < k. Dosadme a vyuZijme binomickou vétu.

n® —nb = Z <‘Z) (kL) — zb: <i’> (klyirt=i =

1=0 i=0

= ZZ <?> (kl)ira=t — Z; <f> (KD e =¥

Z toho plyne, ze k | n® —n® <= k| r®* —r’. Oznaéme si nyni Z; mnozinu zbytki po

déleni k£ a uvazujme pro kazdé piirozené a funkci f, : Zp — Zg, kterd kazdému r € Zy
pfitadi zbytek po dé€leni r* &islem k. JelikoZ je mnozina Zj kone¢nd, potom i je pocet vSech
funkci na této mnoziné koneCny. Musi tedy existovat dvé rizné funkce f,, fp spliujici
fa(x) = fo(x),Vr € Zy. Jinymi slovy existuji dvé rizna a,b takova, ze k | r® — r®, Vr € Z,.
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