XXIL. ro¢nik BRKOS 2015/2016

Reseni 3. série

KONSTRUKCNI
GEOMETRIE

Uloha 3.1. Matéj si hral se svym oblibenym trojuhelnikem ABC. Vyznaéil si na ném osu
thlu u vrcholu C ale pak zafoukalo a vrchol C' mu odval vitr. Z trojihelniku tak zbyly jen
vrcholy A, B a zminén4 osa thlu. Jak mize Matéj trojuhelnik znovu zkonstruovat?

Reseni. Reseni rozdélime na dva pripady: a) osa thlu u vrcholu C je kolma na stranu
AB; b) osa thlu neni kolma na AB.

a) Bod C muze lezet kdekoli na ose tohoto thlu kromé priise¢iku osy se stranou AB a
tloha méa nekoneéné mnoho FeSeni.

b) Reseni pomoci osové soumérnosti:

Osu thlu u vrcholu C oznadime jako o. Bod A zobrazime v osové soumérnosti podle o
na bod A" a sestrojime p¥imku A’B. Priise¢ik této piimky s o je hledany bod C a tuloha
mé pravé jedno feeni.

Regenf pomoci Svrekova bodu:

Narysujeme osu strany AB, jeji prisedik s osou thlu u vrcholu C je Svrekiv bod,
oznadfime ho tedy S¢. Sestrojime kruznici k opsanou trojuhelniku ABS¢, tato kruznice je
stejnd, jako kruznice opsand trojuhelniku ABC'. Bod C je tedy prisecik osy thlu u vrcholu
C a kruznice k. Uloha ma pravé jedno feseni.

Uloha 3.2. Nouma si zrovna proc¢ital knihu zaméfenou na problematiku ¢tvercil. Jiz v
tvodni kapitole se opakuje, snad v§em znama4 skutecnost, ze pomoci znalosti velikosti jedné
strany, lze takovy ¢tverec sestrojit. ,Hmm, to snad vi kazdy. Ale co kdybychom znali jiné
parametry, nez délku strany. Co napfiklad ¢tyfi body takové, Ze na kazdé strané ¢tverce
by byl umfstén prévé jeden z nich.” Nouma se pustil do fesenf své ulohy a ¢tverec sestrojil,
sestrojte ho 1 vy.

ReSeni. Bodem B vedeme kolmici na pifmku AC. Na té sestrojime bod D', tak aby
|AC| = |BD'|. Sesrojime piimku DD’, z té pak vedeme kolmice body A a C a rovnob&zku
bodem B. Je-li AC kolmé na BD, pak je libovolny opsany obdélnik také ¢tvercem, v
opacném pifpadé m4 uloha jediné feseni.
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Uloha 3.3. Bubla ma pokoj vytapetovany tapetami s kruhovymi ornamenty, proto nechce
mit jest€ k tomu kruhové nasténné hodiny, aby pokoj nebyl ,piekoleckovan“. Rozhodla se
navrhnout si vlastni cifernik ve tvaru konvexniho n-uhelniku, aby hodiny nalezité kontras-
tovaly. Vrcholy ciferniku oznacila postupné po sméru hodinovych rucicek ¢isly 1,2,--- | n.
Vzdalenost mezi vrcholy i a j zaznacila jako a;;. Sviij nacrt odnesla Maté&jovi a poprosila
ho, jestli by ji takovy cifernik nevyrobil. Kolik nejméné udaji a;; je potieba, aby Matéj
jednoznané vyrobil Bublin cifernik? (Shodné zobrazeni neuvazujte).

Regeni. Chceme dokazat, 7e minimalni pocet udaji je 2n—3, coz je ¢islo, které dostaneme
jednoduchou tivahou s jednou pocateéni tseckou. Ta je reprezentovana jednou informaci. K
této usecce pridavame nové body, kdy kazdy dalsi bod je reprezentovan dvémi informacemi.
Prestoze tyto dvé informace davaji dvé mozné polohy bodu, mzeme jeden vyloucit z di-
vodu zachovani konvexnosti. Na ditkaz o minimu pro 2n — 3 miZeme jit pfes matematickou
indukci. Nejmensi &islo je n = 3. Poté je 2n — 3 = 3.

K sestrojeni trojihelniku je potifeba znat vSechny 3 strany, a to nam nas predpoklad
n = 3 splauje. Musime nyn{ dokézat Ze pfi pfidani jednoho bodu X k naSemu n-thleniku,
musime pFfidat nejméné 2 ddaje, aby n-tthelnik bylo mozné jednoznacné sestrojit.

Pokud bychom méli pouze jeden tdaj (vzdéalenost X A), potom ziskdme mnozinu bodd,
ktera ma urcéitou vzdéalenost od jednoho bodu - kruznici se stfedem v A. Jeden udaj tedy
nestaci.

Pii dvou ddajich - mame vzdalenost XA a X B, poté muZzeme sestrojit trojuhelnik
ABX. Mame dvé moznosti, kde mze bod X lezet. Pokud ani jedna z moznosti neporusuje
podminku konvexnosti, pak urcité plati, ze bod X v kazdé moznosti lezi mezi dvéma
vrcholy, tim padem ma jiné ¢islo. Bod X je tedy dvéma tidaji uréen jednoznacéné.

Uloha 3.4. Kdyz byl Kouma maly, hrozné rad schovaval véci a posléze si délal obrazky,
aby védél, kde je ma pozdéji hledat. Jednou takhle schoval golfovy micek pod Vecernic-
kovskou cepici a ihned si zakreslil obrazek. Na obrazku byl mic¢ek zachycen jako kruznice
vepsana trojuhelniku, ktery symbolizoval ¢epici. Zkuste sestrojit trojuhelnik ABC, ktery
bude odpovidat Koumové ¢epici, mate-li v roviné umisténou kruznici vepsanou (micek) a
znate-li vné kruznice bod A a délku strany a.

ReSeni. Prvni feSeni: Oznatme I stied kruznice vepsané k. Sestrojime tetny z A ke k,
body dotyku ozna¢ime T a S (a necht B € AS). Uvazme body B’ a C’ jako obrazy bodii
B a C v osové soumérnosti podle Al. Pak ziejmé BB'CC’ je rovnoramenny lichob&znik s
thlopiickami délky a. Dale ozna¢me X stied B'C,Y € BB'NAI, Z € CC'NAI. Pak XZ
a XY jsou stiedni pricky v trojuhelnicich B'CB a B'CC’, maji tedy tyto usecky délku
a/2. Déle viak z vlastnosti tecen plati |B'T| + |CT| = a, takze také | XT| = a/2.
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Ted tedy zpét ke konstrukci. Umime najit bod X na AT tak, aby |XT| = a/2 a
|AT| < |AX]|. Pak umime najit body Z a Y tak, aby Z € AI, | XZ| =a/2aY € Al a
|XY| = a/2. Dale spustime kolmice na AI body Y a Z a jejich priseciky s AT a AS uz
jsou nami hledané body BC.

Mohou nastat celkem t¥i pfipady: Zaprvé, body Y a Z neexistuji (pfimka AI je zkratka
moc daleko od X). Pak nemame zadné feSeni. Zadruhé, body Y a Z splyvaji. Pak mame
jedno TeSeni a to rovnoramenny trojuhelnik se zakladnou BC. Zatfeti, body Y a Z existuji
a jsou ruzné, pak dostdvame dvé feSeni v zavislosti na tom, ktery prisecik kolmic s te¢nami
zvolime.

Druhé Feseni: Oznacme I st¥ed kruznice vepsané k. Pak plati |[</BC| = g, |<ICB| =1,
protoZe I leZi na oséch uhli ABC. Proto |<BIC| = 180° — @ = 180° — % =90°+3.
Tento thel vSak umime sestrojit. Staci sestrojit te¢ny z bodu A ke k. Jsou-li body dotyku
T a S, pak [<TAI| = §. MiZeme nyni zkontruovat trojuhelnik XY Z takovy, ze AXY Z =
ABCI. Zatneme s |XY| = a. Pak zkontruujeme ekvigonalu (XY;90° 4+ &) (ekvigonala
je mnozina bodu, ze kterych je dané tsec¢ka vidét pod danym tdhlem, zpravidla dvojice
kruznicovych obloukil) a pfimku p rovnobéznou s XY ve vzdalenosti [IT| od XY (polomér
kruznice vepsané). Bod Z je pak Z € pNe.

Nésledné uz jen najdeme bod B na /ﬁ tak, aby |BI| = |XZ| a bod C na B tak, aby
|CI| = |Y Z|, pfi¢emz pozadujeme |AT| < |AB| a |AS| < |AC]|.
Nakonec ziskdme zadné, jedno nebo dveé FeSeni v zavislosti na poctu priseciki p a e.

Uloha 3.5. Libénka si listovala svym segitem z prvni t¥idy, kdyz narazila na to, jak se ucila
¢islice. V sesité byla po obvodu kruhu napséna ¢isla 1, 2, ..., 9. Zavzpominala, jak j{ tenkrat
délalo problém je seradit dle velikosti a p¥i tom si v§imla, Ze jejl fazeni vykazuje zajimavou
vlastnost: soucet zadnych dvou sousednich ¢isel neni délitelny 3, 5 ani 7. Vytvoite i vy
takovy kruh, ktery se povedl Libénce.

ReSeni. Zafnéme tim, Ze si rozepiSeme, které ¢islice mohou se kterymi sousedit (pod
podminkou, Ze soucet této islice s jejim sousedem nebude délitelny 3, 5 ani 7).

(1) —3a7,(2) —6a93)—1,5a8 (4 -—-7a9;(5)-—3,6a8;(6)-—2,5aT;
(7)-1,4,6a9;(8) —3,5a9;(9) —2,4,7a8.

Veimnéme si, ze 1, 2 a 4 maji jasn€ dané, mezi kterymi ¢islicemi musi lezet, a jelikoz je-
den ze sousedii 4 je zaroven sousedem 1 a druhy sousedem 2, lze takto vytvorit jednoznacna
posloupnost ¢islic za sebou néasledujicich: 3, 1, 7,4, 9, 2, 6
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Nyni sta¢i rozhodnout, v jakém pofadi se v kruhu budou nachézet ¢islice 5 a 8. jelikoz 6
+ 8 je délitelné 7, bude posloupnost ¢islic vypadat takto: 3,1, 7,4, 9, 2, 6, 5, 8 (cyklicky).

Uloha 3.6. Henry se rozhodl pfivydélat a zacal si hledat brigadu. Po nékolika dnech narazil
na inzerat stavebni firmy, ktera ho pfijala na vikendovou vypomoc. Stavebni firma pravé
rekonstruovala placek v parku ve tvaru pravidelného Sestitthelniku o strané 2 m. Dlazdice,
které se mély pouizit, mély tvar kosoétverce o strané 1 m a vnitini tthel 60°. Henrymu se
do préce nechtélo, tak zacal pfemyslet, kolika zptisoby by Sla plocha Sestithelntku témito
dlazdicemi vyskladat. Ve svych tivahach pocital otoceni nebo zrcadleni za rizné zpisoby
vyskladani. Kolik zpiisobi vyskladani Henry napocital?

ReSeni. Prvni feSeni: Dlazdice st spojené vidy celou stranou, takze musia byt uloZené
rovnobezne s uz ulozenou dlazdicou, alebo stranou Sestuholnika. Za¢iname prikladat dlaz-
dice, ktoré si rovnobezné s vrchnou stranou Sestuholnika. Takych je presne osem. VSimnite
si, ze po ulozeni tychto 6smich dlazdic je ulozenie ostatnych dlazdic jasne dané (pretoze
musia byt rovnobezné so zvySnymi stranami $stuholnika, teda ich nemozeme otacat). Osem
dlazdic tvori dva stipce, z toho kazdy stipec sa sklada z dvoch dlazdic zatacajucich dolava
(L), a dvoch doprava (P). Mozné stipce zakodujme ako rézne permutécie refazca LLPP.
Roznych permutacii je 6, takze existuje 6 - 6 = 36 roznych dvojic stipcov. Niektoré dvo-
jice stipcov sa po zakresleni prekryvaja, tym padom nie st validne. Nie je problém vietky
dvojice overit a vybraf len tie, ktoré sa neprekryvaji. Najprv nakreslime moznost pre
prvy stlpec, a uréime, ktoré moznosti mame pre druhy. LLPP -> vetky moznosti (6),
LPLP -> bez LLPP (5), LPPL -> iba LPPL, PPLL a PLPL (3), PPLL -> iba PPLL (1),
PLPL -> iba PLPL a PPLL (2), PLLP -> iba PPLL, PLPL a PLLP (3). Dokopy existuje
6+5+3+1+4 24 3 =20 moznost{ ulozenia dlazdic do Sestuholnika.

Druhé feSen{: VSimneme si, Ze na korektné vyskladany Sestitthelnik 1ze nahlizet jako na
otevieny box 2x2x 2, ¢astecné naplnény kostickami 1x1x 1, které jsou zarovnany co nejvice
dozadu a dolt (v tzv. izometrickém zobrazeni). Pro pocty kosti¢ek 0,1,2,3,4,5,6,7,8 snadno
uréime pocty vyskladani jako 1,1,3,3,4,3,3,1,1. Celkem je tedy 1+1+3+3+4+43+3+1+1 =
20 rtiznych vyskladani.

Uloha 3.7. Uz jste hrali nové Brkosi pexeso? Samoziejmé Ze ne, zatim se vyviji, ale jiz nynf
prosdkla z fad organizatoru informace o stylu hry. Na za¢atku se zvoli n karticek (vzdy
se zvoli vice nez jedna), kazda jina. Karticky muZeme ocislovat a zapsat jako mnozinu
S, S ={1,2,--- ,n}. Tato cenna informace musi byt ovSem vykoupena piikladem. Tedy
nazvéme T, po¢tem neprazdnych podmnozin S takovych, Ze aritmeticky primér jejich
prvki je celé &fslo. Dokazte, ze T;, — n je vzdy sudé.

ResSeni. Pro libovolnou mnozinu &fsel aq, ..., ay, jejichz pramér je p plati, ze pfiddnim
& 71 sni 7 21 & saittantp . pntp Yt S
¢isla p do mmnoziny se nezméni celkovy priamér. Neboli T = g1 = b Ziejmé

navic v8echny celoCiselné priméry podmnozin mnoziny S se nachazi mezi 1 a n.

Vgechny jednoprvkové podmnoziny maji celo¢iselny primeér a je jich celkem n. T,, — n
tedy vyjadfuje pocet vSech diskutovanych podmnozin s alespoit dvéma prvky. Vytvofim
mezi nimi parovani, kde do paru vzdy ptrijdou dvojice mnozin, které se lisi jen o pFitomnost
jediného prvku a to jejich priméru. Proto jich musi byt sudy pocet.
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