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�e²ení 3. série

Konstruk£ní
geometrie

Úloha 3.1. Mat¥j si hrál se svým oblíbeným trojúhelníkem ABC. Vyzna£il si na n¥m osu
úhlu u vrcholu C, ale pak zafoukalo a vrchol C mu odvál vítr. Z trojúhelníku tak zbyly jen
vrcholy A,B a zmín¥ná osa úhlu. Jak m·ºe Mat¥j trojúhelník znovu zkonstruovat?

�e²ení. �e²ení rozd¥líme na dva p°ípady: a) osa úhlu u vrcholu C je kolmá na stranu
AB; b) osa úhlu není kolmá na AB.

a) Bod C m·ºe leºet kdekoli na ose tohoto úhlu krom¥ pr·se£íku osy se stranou AB a
úloha má nekone£n¥ mnoho °e²ení.

b) �e²ení pomocí osové soum¥rnosti:
Osu úhlu u vrcholu C ozna£íme jako o. Bod A zobrazíme v osové soum¥rnosti podle o

na bod A′ a sestrojíme p°ímku A′B. Pr·se£ík této p°ímky s o je hledaný bod C a úloha
má práv¥ jedno °e²ení.

�e²ení pomocí �vr£kova bodu:
Narýsujeme osu strany AB, její pr·se£ík s osou úhlu u vrcholu C je �vr£k·v bod,

ozna£íme ho tedy SC . Sestrojíme kruºnici k opsanou trojúhelníku ABSC , tato kruºnice je
stejná, jako kruºnice opsaná trojúhelníku ABC. Bod C je tedy pr·se£ík osy úhlu u vrcholu
C a kruºnice k. Úloha má práv¥ jedno °e²ení.

Úloha 3.2. �ouma si zrovna pro£ítal knihu zam¥°enou na problematiku £tverc·. Jiº v
úvodní kapitole se opakuje, snad v²em známá skute£nost, ºe pomocí znalosti velikosti jedné
strany, lze takový £tverec sestrojit. �Hmm, to snad ví kaºdý. Ale co kdybychom znali jiné
parametry, neº délku strany. Co nap°íklad £ty°i body takové, ºe na kaºdé stran¥ £tverce
by byl umíst¥n práv¥ jeden z nich.� �ouma se pustil do °e²ení své úlohy a £tverec sestrojil,
sestrojte ho i vy.

�e²ení. Bodem B vedeme kolmici na p°ímku AC. Na té sestrojíme bod D′, tak aby
|AC| = |BD′|. Sesrojíme p°ímku DD′, z té pak vedeme kolmice body A a C a rovnob¥ºku
bodem B. Je-li AC kolmá na BD, pak je libovolný opsaný obdélník také £tvercem, v
opa£ném p°ípad¥ má úloha jediné °e²ení.
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Úloha 3.3. Bubla má pokoj vytapetovaný tapetami s kruhovými ornamenty, proto nechce
mít je²t¥ k tomu kruhové nást¥nné hodiny, aby pokoj nebyl �p°ekole£kován�. Rozhodla se
navrhnout si vlastní ciferník ve tvaru konvexního n-úhelníku, aby hodiny náleºit¥ kontras-
tovaly. Vrcholy ciferníku ozna£ila postupn¥ po sm¥ru hodinových ru£i£ek £ísly 1, 2, · · · , n.
Vzdálenost mezi vrcholy i a j zazna£ila jako aij . Sv·j ná£rt odnesla Mat¥jovi a poprosila
ho, jestli by jí takový ciferník nevyrobil. Kolik nejmén¥ údaj· aij je pot°eba, aby Mat¥j
jednozna£n¥ vyrobil Bublin ciferník? (Shodné zobrazení neuvaºujte).

�e²ení. Chceme dokázat, ºe minimální po£et údaj· je 2n−3, coº je £íslo, které dostaneme
jednoduchou úvahou s jednou po£áte£ní úse£kou. Ta je reprezentována jednou informací. K
této úse£ce p°idáváme nové body, kdy kaºdý dal²í bod je reprezentován dv¥mi informacemi.
P°estoºe tyto dv¥ informace dávají dv¥ moºné polohy bodu, m·ºeme jeden vylou£it z d·-
vodu zachování konvexnosti. Na d·kaz o minimu pro 2n−3 m·ºeme jít p°es matematickou
indukci. Nejmen²í £íslo je n = 3. Poté je 2n− 3 = 3.

K sestrojení trojúhelníku je pot°eba znát v²echny 3 strany, a to nám ná² p°edpoklad
n = 3 spl¬uje. Musíme nyní dokázat ºe p°i p°idání jednoho bodu X k na²emu n-úhleníku,
musíme p°idat nejmén¥ 2 údaje, aby n-úhelník bylo moºné jednozna£n¥ sestrojit.

Pokud bychom m¥li pouze jeden údaj (vzdálenost XA), potom získáme mnoºinu bod·,
která má ur£itou vzdálenost od jednoho bodu - kruºnici se st°edem v A. Jeden údaj tedy
nesta£í.

P°i dvou údajích - máme vzdálenost XA a XB, poté m·ºeme sestrojit trojúhelník
ABX. Máme dv¥ moºnosti, kde mºe bod X leºet. Pokud ani jedna z moºností neporu²uje
podmínku konvexnosti, pak ur£it¥ platí, ºe bod X v kaºdé moºnosti leºí mezi dv¥ma
vrcholy, tím pádem má jiné £íslo. Bod X je tedy dv¥ma údaji ur£en jednozna£n¥.

Úloha 3.4. Kdyº byl Kouma malý, hrozn¥ rád schovával v¥ci a posléze si d¥lal obrázky,
aby v¥d¥l, kde je má pozd¥ji hledat. Jednou takhle schoval golfový mí£ek pod Ve£erní£-
kovskou £epici a ihned si zakreslil obrázek. Na obrázku byl mí£ek zachycen jako kruºnice
vepsaná trojúhelníku, který symbolizoval £epici. Zkuste sestrojit trojúhelník ABC, který
bude odpovídat Koumov¥ £epici, máte-li v rovin¥ umíst¥nou kruºnici vepsanou (mí£ek) a
znáte-li vn¥ kruºnice bod A a délku strany a.

�e²ení. První °e²ení: Ozna£me I st°ed kruºnice vepsané k. Sestrojíme te£ny z A ke k,
body dotyku ozna£íme T a S (a nech´ B ∈ AS). Uvaºme body B′ a C ′ jako obrazy bod·
B a C v osové soum¥rnosti podle AI. Pak z°ejm¥ BB′CC ′ je rovnoramenný lichob¥ºník s
úhlop°í£kami délky a. Dále ozna£me X st°ed B′C, Y ∈ BB′ ∩AI, Z ∈ CC ′ ∩AI. Pak XZ
a XY jsou st°ední p°í£ky v trojúhelnících B′CB a B′CC ′, mají tedy tyto úse£ky délku
a/2. Dále v²ak z vlastnosti te£en platí |B′T |+ |CT | = a, takºe také |XT | = a/2.
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Te¤ tedy zp¥t ke konstrukci. Umíme najít bod X na AT tak, aby |XT | = a/2 a
|AT | < |AX|. Pak umíme najít body Z a Y tak, aby Z ∈ AI, |XZ| = a/2 a Y ∈ AI a
|XY | = a/2. Dále spustíme kolmice na AI body Y a Z a jejich pr·se£íky s AT a AS uº
jsou námi hledané body BC.

Mohou nastat celkem t°i p°ípady: Zaprvé, body Y a Z neexistují (p°ímka AI je zkrátka
moc daleko od X). Pak nemáme ºádné °e²ení. Zadruhé, body Y a Z splývají. Pak máme
jedno °e²ení a to rovnoramenný trojúhelník se základnou BC. Zat°etí, body Y a Z existují
a jsou r·zné, pak dostáváme dv¥ °e²ení v závislosti na tom, který pr·se£ík kolmic s te£nami
zvolíme.
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Druhé °e²ení: Ozna£me I st°ed kruºnice vepsané k. Pak platí |^IBC| = β
2 , |^ICB| = γ

2 ,
protoºe I leºí na osách úhl· ABC. Proto |^BIC| = 180◦− β+γ

2 = 180◦− 180◦−α
2 = 90◦+ α

2 .
Tento úhel v²ak umíme sestrojit. Sta£í sestrojit te£ny z bodu A ke k. Jsou-li body dotyku
T a S, pak |^TAI| = α

2 . M·ºeme nyní zkontruovat trojúhelník XY Z takový, ºe 4XY Z ∼=
4BCI. Za£neme s |XY | = a. Pak zkontruujeme ekvigonálu ε(XY ; 90◦ + α

2 ) (ekvigonála
je mnoºina bod·, ze kterých je daná úse£ka vid¥t pod daným úhlem, zpravidla dvojice
kruºnicových oblouk·) a p°ímku p rovnob¥ºnou s XY ve vzdálenosti |IT | od XY (polom¥r
kruºnice vepsané). Bod Z je pak Z ∈ p ∩ ε.
Následn¥ uº jen najdeme bod B na

−→
AT tak, aby |BI| = |XZ| a bod C na

−→
AS tak, aby

|CI| = |Y Z|, p°i£emº poºadujeme |AT | < |AB| a |AS| < |AC|.
Nakonec získáme ºádné, jedno nebo dv¥ °e²ení v závislosti na po£tu pr·se£ík· p a ε.

Úloha 3.5. Lib¥nka si listovala svým se²item z první t°ídy, kdyº narazila na to, jak se u£ila
£íslice. V se²it¥ byla po obvodu kruhu napsána £ísla 1, 2, ..., 9. Zavzpomínala, jak jí tenkrát
d¥lalo problém je se°adit dle velikosti a p°i tom si v²imla, ºe její °azení vykazuje zajímavou
vlastnost: sou£et ºádných dvou sousedních £ísel není d¥litelný 3, 5 ani 7. Vytvo°te i vy
takový kruh, který se povedl Lib¥nce.

�e²ení. Za£n¥me tím, ºe si rozepí²eme, které £íslice mohou se kterými sousedit (pod
podmínkou, ºe sou£et této £íslice s jejím sousedem nebude d¥litelný 3, 5 ani 7).

(1) � 3 a 7; (2) � 6 a 9; (3) � 1, 5 a 8; (4) -� 7 a 9; (5) -� 3, 6 a 8; (6) -� 2, 5 a 7;
(7) � 1, 4, 6 a 9; (8) -� 3, 5 a 9; (9) -� 2, 4, 7 a 8.

V²imn¥me si, ºe 1, 2 a 4 mají jasn¥ dané, mezi kterými £íslicemi musí leºet, a jelikoº je-
den ze soused· 4 je zárove¬ sousedem 1 a druhý sousedem 2, lze takto vytvo°it jednozna£ná
posloupnost £íslic za sebou následujících: 3, 1, 7, 4, 9, 2, 6
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Nyní sta£í rozhodnout, v jakém po°adí se v kruhu budou nacházet £íslice 5 a 8. jelikoº 6
+ 8 je d¥litelné 7, bude posloupnost £íslic vypadat takto: 3, 1, 7, 4, 9, 2, 6, 5, 8 (cyklicky).

Úloha 3.6. Henry se rozhodl p°ivyd¥lat a za£al si hledat brigádu. Po n¥kolika dnech narazil
na inzerát stavební �rmy, která ho p°ijala na víkendovou výpomoc. Stavební �rma práv¥
rekonstruovala plácek v parku ve tvaru pravidelného ²estiúhelníku o stran¥ 2 m. Dlaºdice,
které se m¥ly pouºít, m¥ly tvar koso£tverce o stran¥ 1 m a vnit°ní úhel 60◦. Henrymu se
do práce necht¥lo, tak za£al p°emý²let, kolika zp·soby by ²la plocha ²estiúhelníku t¥mito
dlaºdicemi vyskládat. Ve svých úvahách po£ítal oto£ení nebo zrcadlení za r·zné zp·soby
vyskládání. Kolik zp·sob· vyskládání Henry napo£ítal?

�e²ení. První °e²ení: Dlaºdice sú spojené vºdy celou stranou, takºe musia by´ uloºené
rovnobeºne s uº uloºenou dlaºdicou, alebo stranou ²es´uholníka. Za£íname priklada´ dlaº-
dice, ktoré sú rovnobeºné s vrchnou stranou ²es´uholníka. Takých je presne osem. V²imnite
si, ºe po uloºení týchto ôsmich dlaºdíc je uloºenie ostatných dlaºdíc jasne dané (pretoºe
musia by´ rovnobeºné so zvy²nými stranami ²s´uholníka, teda ich nemôºeme otá£a´). Osem
dlaºdíc tvorí dva st¨pce, z toho kaºdý st¨pec sa skladá z dvoch dlaºdíc zatá£ajúcich do©ava
(L), a dvoch doprava (P). Moºné st¨pce zakódujme ako rôzne permutácie re´azca LLPP.
Rôznych permutácií je 6, takºe existuje 6 · 6 = 36 rôznych dvojíc st¨pcov. Niektoré dvo-
jice st¨pcov sa po zakreslení prekrývajú, tým pádom nie sú valídne. Nie je problém v²etky
dvojice overi´ a vybra´ len tie, ktoré sa neprekrývajú. Najprv nakreslíme moºnos´ pre
prvý st¨pec, a ur£íme, ktoré moºnosti máme pre druhý. LLPP -> v²etky moºnosti (6),
LPLP -> bez LLPP (5), LPPL -> iba LPPL, PPLL a PLPL (3), PPLL -> iba PPLL (1),
PLPL -> iba PLPL a PPLL (2), PLLP -> iba PPLL, PLPL a PLLP (3). Dokopy existuje
6 + 5 + 3 + 1 + 2 + 3 = 20 moºností uloºenia dlaºdíc do ²es´uholníka.

Druhé °e²ení: V²imneme si, ºe na korektn¥ vyskládaný ²estiúhelník lze nahlíºet jako na
otev°ený box 2×2×2, £áste£n¥ napln¥ný kosti£kami 1×1×1, které jsou zarovnány co nejvíce
dozadu a dol· (v tzv. izometrickém zobrazení). Pro po£ty kosti£ek 0,1,2,3,4,5,6,7,8 snadno
ur£íme po£ty vyskládání jako 1,1,3,3,4,3,3,1,1. Celkem je tedy 1+1+3+3+4+3+3+1+1 =
20 r·zných vyskládání.

Úloha 3.7. Uº jste hráli nové Brkosí pexeso? Samoz°ejm¥ ºe ne, zatím se vyvíjí, ale jiº nyní
prosákla z °ad organizátor· informace o stylu hry. Na za£átku se zvolí n karti£ek (vºdy
se zvolí více neº jedna), kaºdá jiná. Karti£ky m·ºeme o£íslovat a zapsat jako mnoºinu
S, S = {1, 2, · · · , n}. Tato cenná informace musí být ov²em vykoupena p°íkladem. Tedy
nazv¥me Tn po£tem neprázdných podmnoºin S takových, ºe aritmetický pr·m¥r jejích
prvk· je celé £íslo. Dokaºte, ºe Tn − n je vºdy sudé.

�e²ení. Pro libovolnou mnoºinu £ísel a1, . . . , an, jejichº pr·m¥r je p platí, ºe p°idáním
£ísla p do mnoºiny se nezm¥ní celkový pr·m¥r. Neboli a1+···+an+p

n+1 = pn+p
n+1 = p. Z°ejm¥

navíc v²echny celo£íselné pr·m¥ry podmnoºin mnoºiny S se nachází mezi 1 a n.
V²echny jednoprvkové podmnoºiny mají celo£íselný pr·m¥r a je jich celkem n. Tn − n

tedy vyjad°uje po£et v²ech diskutovaných podmnoºin s alespo¬ dv¥ma prvky. Vytvo°ím
mezi nimi párování, kde do páru vºdy p°ijdou dvojice mnoºin, které se li²í jen o p°ítomnost
jediného prvku a to jejich pr·m¥ru. Proto jich musí být sudý po£et.
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