XXIL. ro¢nik BRKOS 2015/2016

Reseni 2. série

DUKAZY

Uloha 2.1. Nouma, ktery se pravidelné tucastni Piskvorkové olympiady, si béhem kazdodenniho
tréninku na standardnim ¢tvereckovém papiru (¢tverecky o strané délky 1) viimnul zajimavé sku-
tec¢nosti. Do této miizky vyznagcil t¥i pruseciky A, B, C. Vzdélenosti téchto bodua byly celo¢iselné.
Zjistil, Ze obvod vzniklého trojuhelniku ABC' je sudy. Dokazte, Ze toto tvrzeni opravdu plati.

Regeni. Nage 3 body tvoii trojuhelnik, jenz umistime do kartézské soustavy soufadnic.
Dale muzeme nadefinovat jejich vzdalenosti:

@ =/ Argp+ Aytp
b= \/Axic + Ay%o

¢ =/ (Azac + Azcp)? + (Ayac + Aycp)?)

Kde Azcp = z¢c — xp a zbytek analogicky. Uvazime-li vlastnost parity ¢isla, Ze pfi umoc-
néni ziistava zachovana (liché po umocnéni zistava liché), miazeme pii ovéfeni parity ob-
vodu trojuhelniku vyuzit i kvadraty stran a, b, c.

Ax%B + Ay%B + A*T,%lo + Ayic + (Azac + AxCB)2 + (Ayac + Ay(;B)2 =

2(Az%c + AzcpAzac + Axtp) + 2(Ayt g + AyacAycs + Ale)
7 tehoz je ziejmé, ze soucet je délitelny dvéma, tedy sudy.

Uloha 2.2. Libénka neddvno navitivila vysokogkolskou prednasku z matematiky, kde predna-
Sejici predvadél udajné snadny piiklad. Dlouho se ztracela v jeho zadani a pravé ted se zda, Ze
zadani pochopila. ,,Pan profesor fesil pfiklad, kde vySel z tvrzeni, Zze 2n + 1 je druhd mocnina
prirozeného ¢isla a pomoci néj dokézal, ze vyraz n + 1 je sou¢tem dvou druhych mocnin po sobé
jdoucich pfirozenych ¢isel. Jelikoz Libénka je$té na vysokou nechodi a povedlo se ji tento piiklad
vyfesit, zkuste to také a poslete dukaz piikladu, ktery profesor predvadél.

Regeni. Jelikoz 2n + 1 je Etverec a je lichy, je ¢tvercem lichého isla. Mazeme tedy psat:

2n +1=(2k +1)?
2n = 4k? + 4k
n+1=2k>+2k+1=k"+ (k+ 1)

QED
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Uloha 2.3. Bubla o prazdninach méla jiné starosti, nez hledani zajimavych her nebo rébusi na
dlouhé zimni vecery. Cekala ji odlozena zkouska na medicing. A jak se neustale uéila o riznych
nemocech a zranénich a o postupech operaci, napadla ji také jedna operace, avak matematické.
O operaci (a), (b pusobici na a) si poznamenala, ze pokud (a), = ¢, pak také (b), = a. Chvilku
si s touto operaci hrala, ale potom si uvédomila, Ze se musi dale ucit. Na papife ztistal nadepsany
vztah a = ((a)g)a = (.- (@)a .- . )a (sudy poCet provedeni operace), ktery zbyva na vés, abyste jej
dokézali.

Reseni. Budeme postupovat indukef viiei poctu uziti operace. Ten si ozna¢me 2n.
Bazovy krok: Z¥ejmé plati (a), = (a)q. Uzitim vztahu ze zadani dostavame (a)«,), = a.
Opakovanym uZitim pak ((a))q = a.

Indukéni krok: Z indukéniho pfepokladu vime, ze plati (...(a)q...)q = @ pro 2n operaci. Nej-
levéjsi a v tomto vyrazu mizeme nahradit za ((a)q)q. Tim dostéavame, Ze je vyraz pravdivy
i pro 2n + 2 provedeni operace.

Uloha 2.4. Libénka objevila sviij umélecky talent a zacala se svédomité vénovat malbé. Zaujala
ji technika pointillé, kterou se zdobily napftiklad zbrané. Dekorace vznikala pomoci direk z nichz
se skladaly obrazce, podobné jako z mozaiky. Libénka se rozhodla, Ze tuto techniku vyzkousi, ale
jelikoz nemé zadnou zbran, bude malovat na platno. Platno si napnula, aby tvorfilo rovinu, a nama-
lovala do né&j n modrych a n ¢ervenych bodi a to tak, ze zadné tfi body nelezely na jedné piimce.
Ale jako kazdy velky umélec, nedrZela se zabéhnutych pravidel a rozhodla se kazdy modry bod
spojit s Cervenym. Dokazte, ze lze spojit, vZdy modry s Cervenym, n tseckami tak, aby se zddné
dvé z téchto tsecek neprotinaly.

Regeni. Uvazme takové spojeni bodt, kdy je soucet délek usecek minimalni. Uréité takové
najdeme, protoze moznosti jak body pospojovat je koneény pocet. DokdZzeme sporem, ze
v takovém spojeni se zadné dvé tsecky neprotinaji. Necht tedy existuje néjaké prekfizeni
dvou usecek. Tyto tsecky musi tvofit ahlopficky konvexntho ¢tyFuhelniku (zadné t¥i body
nelezi na piimce). Z trojuhelnikové nerovnosti ale vime, ze soucet délek uhlopficek je vetsi
nez soucet délek protilehlych stran ¢tyfuhelniku. Pfepojime-li tedy dvé dvojice bodi, aby
tvorili protilehlé strany tohoto ¢tyfuhelniku, zmensi se soucet délek vSech tusecéek. To je
spor s minimalitou.

Cerveny

Cerveny

Jiné teSeni: Dikaz provedeme indukci vzhledem k n. Pro n = 1 je tvrzeni ziejmé.
Necht tedy umime pospojovat body bez kiizeni pro vSechna k£ < n. UvaZme konvexni
obal v8ech 2(n + 1) barevnych bodid. Pokud vechny body lezi na tomto konvexnim obalu,
pak spojme né&jakou dvoubarevnou dvojici sousednich boda tohoto mnohouhelniku a pro
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zbylych n dvojic vyuZijme indukéni pfedpoklad. Nyn{ pfedpokladejme, Ze uvniti tohoto
konvexniho obalu lezi néjaky barevny bod P a vedme jim pFimku, kterd neprotne Zadny
jiny barevny bod. Libovolné si orientujme p¥imku a definujme si levou a pravou stranu,
kde P bude na pravé strané. Kazdé strana obsahuje neprazdny pocet barevnych bodi. V
ptipadé, Ze bude jedna strana obsahovat stejny pocet modrych a cervenych bodi, pak dle
indukéniho pfedpokladu umime obé strany pospojovat zvlast. Otacejme piimkou kolem P,
dokud se tak nestane. Reknéme, Ze na zacatku je na pravé strané B modrych a R Eervenych
bodi, kde B > R. Na levé strané pak bude zfejmé n — B modrych a n — R ervenych bodi.
Oto¢me nyni p¥imkou o w. Na pravé strané bude nyni n — B modrych a n — R ervenych.
Pocet modrych bodi se bude snizovat z B na n — B a pocet ¢ervenych se bude zvysSovat z
R nan— R a to po jednom (zadné t¥i barevné body nelezi na p¥imce, nase p¥imka projde
kazdym bodem zvlast). Tyto hodnoty se musi v jeden moment potkat a my dostaneme nasg
kyzeny stav.

Uloha 2.5. Henry o prazdninach navstivil incké vykopavky v Peru a béhem nich vyslechl zajimavy
piibéh o tajemném pokladu pevnosti Vilcabamba. Udajné se nagla stiibrna desticka s vyrytymi
nékolika prvocisly. Na zdivu se potom objevil vyraz 2015! + 2016!. Odbornici tusi jistou spojitost
mezi napisem na zdivu a destickou, ale nikomu se tento rébus spojeny s pokladem zatim nepodafilo
vyfesit. Henry dostal napad najit nejvétsi prvocislo, které vyraz 2015! + 2016! dé&li. Najdéte toto
prvodislo a tfeba najdete i poklad. (Vyraz n! se ¢te ,,n faktorial a zna¢i souéin vSech pfirozenych
Ciselod 1don, tedynl=1-2-----(n—1)-n.)

Reseni. Z vyrazu 2015! + 2016! vytkneme 2015!, dostavame 2015!(1 4 2016), coz milzeme
prepsat jako soudin 2015! - 2017. Zjistime, Ze 2017 je prvodislo. 2015! je soudin v8ech pfi-
rozenych ¢isel mensich nebo rovnych 2015, z4dné z ¢isel v tomto soucinu tak urcéit& nenf
vys&i nez 2017 a zaroven prvodéislem. Nejvét&im prvodislem délicim vyraz 2015! 4+ 2016! je
tedy 2017.

Uloha 2.6. Kouma s Noumou si vybirali ¢isla. K dispozici méli sadu ¢isel 1,2, ..., n kazdé prave
jednou. Kolika zpusoby si Kouma a Nouma mohli ¢isla vybrat, pokud si kazdé ¢islo mohl vybrat
jen jeden z nich, ale ne vSechna ¢isla musela byt vybrana?

Reseni. Pfirozens &sla od 1 do n nam tvo¥i n-prvkovou mnozinu. Kazdy prvek (islo)
miizeme pfifadit do mnoziny ¢isel Koumy nebo mnoZiny ¢isel Noumy nebo mnoziny &isel,
které si nevybral nikdo. Kazdy prvek mutzeme pfifadit pouze do jedné z t¥i mnozin. Hle-
dédme pocet riznych kombinaci rozdéleni ¢isel. Za dvé rtizné kombinace se pocitaji takové
trojice mnozin, kde se aspon jedna ze t¥i mnozin v prvni kombinaci se nerovné prislusné
mnoziny v druhé kombinaci. Z vlastnosti mnozin vychazi, Ze nezalezi na pofadi ¢isel v
jednotlivych mnozinach.

Ted si vezmeme jedno ¢islo. MiZeme ho pfifadit do jedné ze t¥i mnoZin a tim pokazdé
vytvofime rozdilnou kombinaci. Toto pfifazeni neni nijak zavisle na rozdéleni ostatnich
¢isel, a proto nam kazdé ¢islo zvysi pocet kombinaci trojnésobné. Protoze mame n riznych
¢isel, tak vysledny pocet kombinaci je 3".

(Alternativni vzorové FeSeni, které je kratsi a nesnazi si hrat na nepristfelné: Pro kazdé

¢islo muze nastat jedna z téchto moznosti: bude ho mit Kouma, bude ho mit Nouma, ne-
bude ho mit nikdo. Protoze vybér jednoho ¢isla nezavisi na ostatnich, tak nam kazdé ¢islo
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zvySuje pocet kombinaci tfikrat. Tudiz pocet v8ech kombinaci je 3™.)

Uloha 2.7. Matgj se rozhodl néjaky zajimavy problém nebo rébus najit v rodinné knihovné. Pti
prohlizeni knih z jedné z nich vypadl stary papir, na némz byl vyobrazen konvexni ¢tyfihelnik
ABCD. Uvnit¥ néj byl umistén bod X. Nékdo dale do obrazku vyznagéil body K, L, M, N jako té-
7i§té trojuhelnika po fadé ABX, BCX, CDX, DAX. Pokud vime, Ze obsah ¢tyiahelniku ABC D
je 1, jaky je obsah ¢tyituhelniku K LM N?

ReSeni. V dikazu Sx zna¢i obsah utvaru X. Oznadme stiedy stran ABCD jako E €
AB,F € BC,G € CD,H € DA. Pak EF, FG, GH, HFE jsou po Tadé stfedni pficky
v trojahelnicich ABC, BCD, CDA, DAB. To znamena, ze Sppr = Spac/4, Scrc =
Scep/4, Spau = Spca/4, Sane = Sapp/4. Zejména tedy Sper + Span = Sapcp/4
a Sanr + Scep = Sapcp/4. Proto také Sprar = Sapcp — (SBer + Spau + Sane +
Scep) = Sapcp/2-

Dale si vSimneme, ze EX, FX, GX, HX jsou ténice trojiuhelniki ABX, BCX, CDX,
DAX a tedy body K, L, M, N lezi ve dvou tfetinach od bodu X na téchto tseckich.
Jinymi slovy K LM N je s EFGH stejnolehly s koeficientem stejnolehlosti k = % a stiedem
stejnolehlosti X. Tedy Skrvn = k*Spran = %, coz je hledany vysledek.
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