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�e²ení 2. série

D·kazy

Úloha 2.1. �ouma, který se pravideln¥ ú£astní Pi²kvorkové olympiády, si b¥hem kaºdodenního
tréninku na standardním £tvere£kovém papíru (£tvere£ky o stran¥ délky 1) v²imnul zajímavé sku-
te£nosti. Do této m°íºky vyzna£il t°i pr·se£íky A, B, C. Vzdálenosti t¥chto bod· byly celo£íselné.
Zjistil, ºe obvod vzniklého trojúhelníku ABC je sudý. Dokaºte, ºe toto tvrzení opravdu platí.

�e²ení. Na²e 3 body tvo°í trojúhelník, jenº umístíme do kartézské soustavy sou°adnic.
Dále m·ºeme nade�novat jejich vzdálenosti:

a =
√

∆x2CB + ∆y2CB

b =
√

∆x2AC + ∆y2AC

c =
√

(∆xAC + ∆xCB)2 + (∆yAC + ∆yCB)2)

Kde ∆xCB = xC − xB a zbytek analogicky. Uváºíme-li vlastnost parity £ísla, ºe p°i umoc-
n¥ní z·stává zachována (liché po umocn¥ní z·stává liché), m·ºeme p°i ov¥°ení parity ob-
vodu trojúhelníku vyuºít i kvadráty stran a, b, c.

∆x2CB + ∆y2CB + ∆x2AC + ∆y2AC + (∆xAC + ∆xCB)2 + (∆yAC + ∆yCB)2 =

2(∆x2AC + ∆xCB∆xAC + ∆x2CB) + 2(∆y2CB + ∆yAC∆yCB + ∆2
AC)

Z £ehoº je z°ejmé, ºe sou£et je d¥litelný dv¥ma, tedy sudý.

Úloha 2.2. Lib¥nka nedávno nav²tívila vysoko²kolskou p°edná²ku z matematiky, kde p°edná-
²ející p°edvád¥l údajn¥ snadný p°íklad. Dlouho se ztrácela v jeho zadání a práv¥ te¤ se zdá, ºe
zadání pochopila. �Pan profesor °e²il p°íklad, kde vy²el z tvrzení, ºe 2n + 1 je druhá mocnina
p°irozeného £ísla a pomocí n¥j dokázal, ºe výraz n + 1 je sou£tem dvou druhých mocnin po sob¥
jdoucích p°irozených £ísel.� Jelikoº Lib¥nka je²t¥ na vysokou nechodí a povedlo se jí tento p°íklad
vy°e²it, zkuste to také a po²lete d·kaz p°íkladu, který profesor p°edvád¥l.

�e²ení. Jelikoº 2n + 1 je £tverec a je lichý, je £tvercem lichého £ísla. M·ºeme tedy psát:

2n+ 1 = (2k + 1)2

2n = 4k2 + 4k

n+ 1 = 2k2 + 2k + 1 = k2 + (k + 1)2

QED
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Úloha 2.3. Bubla o prázdninách m¥la jiné starosti, neº hledání zajímavých her nebo rébus· na
dlouhé zimní ve£ery. �ekala ji odloºená zkou²ka na medicín¥. A jak se neustále u£ila o r·zných
nemocech a zran¥ních a o postupech operací, napadla ji také jedna operace, av²ak matematická.
O operaci (a)b (b p·sobící na a) si poznamenala, ºe pokud (a)b = c, pak také (b)c = a. Chvilku
si s touto operací hrála, ale potom si uv¥domila, ºe se musí dále u£it. Na papí°e z·stal nadepsaný
vztah a = ((a)a)a = (. . . (a)a . . . )a (sudý po£et provedení operace), který zbývá na vás, abyste jej
dokázali.

�e²ení. Budeme postupovat indukcí v·£i po£tu uºití operace. Ten si ozna£me 2n.
Bázový krok: Z°ejm¥ platí (a)a = (a)a. Uºitím vztahu ze zadání dostáváme (a)(a)a = a.
Opakovaným uºitím pak ((a)a)a = a.
Induk£ní krok: Z induk£ního p°epokladu víme, ºe platí (...(a)a...)a = a pro 2n operací. Nej-
lev¥j²í a v tomto výrazu m·ºeme nahradit za ((a)a)a. Tím dostáváme, ºe je výraz pravdivý
i pro 2n+ 2 provedení operace.

Úloha 2.4. Lib¥nka objevila sv·j um¥lecký talent a za£ala se sv¥domit¥ v¥novat malb¥. Zaujala
ji technika pointillé, kterou se zdobily nap°íklad zbran¥. Dekorace vznikala pomocí dírek z nichº
se skládaly obrazce, podobn¥ jako z mozaiky. Lib¥nka se rozhodla, ºe tuto techniku vyzkou²í, ale
jelikoº nemá ºádnou zbra¬, bude malovat na plátno. Plátno si napnula, aby tvo°ilo rovinu, a nama-
lovala do n¥j n modrých a n £ervených bod· a to tak, ºe ºádné t°i body neleºely na jedné p°ímce.
Ale jako kaºdý velký um¥lec, nedrºela se zab¥hnutých pravidel a rozhodla se kaºdý modrý bod
spojit s £erveným. Dokaºte, ºe lze spojit, vºdy modrý s £erveným, n úse£kami tak, aby se ºádné
dv¥ z t¥chto úse£ek neprotínaly.

�e²ení. Uvaºme takové spojení bod·, kdy je sou£et délek úse£ek minimální. Ur£it¥ takové
najdeme, protoºe moºností jak body pospojovat je kone£ný po£et. Dokáºeme sporem, ºe
v takovém spojení se ºádné dv¥ úse£ky neprotínají. Nech´ tedy existuje n¥jaké p°ek°íºení
dvou úse£ek. Tyto úse£ky musí tvo°it úhlop°í£ky konvexního £ty°uhelníku (ºádné t°i body
neleºí na p°ímce). Z trojuhelníkové nerovnosti ale víme, ºe sou£et délek úhlop°í£ek je v¥t²í
neº sou£et délek protilehlých stran £ty°uhelníku. P°epojíme-li tedy dv¥ dvojice bod·, aby
tvo°ili protilehlé strany tohoto £ty°uhelníku, zmen²í se sou£et délek v²ech úse£ek. To je
spor s minimalitou.

Jiné °e²ení: D·kaz provedeme indukcí vzhledem k n. Pro n = 1 je tvrzení z°ejmé.
Nech´ tedy umíme pospojovat body bez k°íºení pro v²echna k ≤ n. Uvaºme konvexní
obal v²ech 2(n+ 1) barevných bod·. Pokud v²echny body leºí na tomto konvexním obalu,
pak spojme n¥jakou dvoubarevnou dvojici sousedních bod· tohoto mnohouhelníku a pro
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zbylých n dvojic vyuºijme induk£ní p°edpoklad. Nyní p°edpokládejme, ºe uvnit° tohoto
konvexního obalu leºí n¥jaký barevný bod P a ve¤me jím p°ímku, která neprotne ºádný
jiný barevný bod. Libovoln¥ si orientujme p°ímku a de�nujme si levou a pravou stranu,
kde P bude na pravé stran¥. Kaºdá strana obsahuje neprázdný po£et barevných bod·. V
p°ípad¥, ºe bude jedna strana obsahovat stejný po£et modrých a £ervených bod·, pak dle
induk£ního p°edpokladu umíme ob¥ strany pospojovat zvlá²´. Otá£ejme p°ímkou kolem P ,
dokud se tak nestane. �ekn¥me, ºe na za£átku je na pravé stran¥ B modrých a R £ervených
bod·, kde B > R. Na levé stran¥ pak bude z°ejm¥ n−B modrých a n−R £ervených bod·.
Oto£me nyní p°ímkou o π. Na pravé stran¥ bude nyní n−B modrých a n−R £ervených.
Po£et modrých bod· se bude sniºovat z B na n−B a po£et £ervených se bude zvy²ovat z
R na n−R a to po jednom (ºádné t°i barevné body neleºí na p°ímce, na²e p°ímka projde
kaºdým bodem zvlá²´). Tyto hodnoty se musí v jeden moment potkat a my dostaneme ná²
kýºený stav.

Úloha 2.5. Henry o prázdninách nav²tívil incké vykopávky v Peru a b¥hem nich vyslechl zajímavý
p°íb¥h o tajemném pokladu pevnosti Vilcabamba. Údajn¥ se na²la st°íbrná desti£ka s vyrytými
n¥kolika prvo£ísly. Na zdivu se potom objevil výraz 2015! + 2016!. Odborníci tu²í jistou spojitost
mezi nápisem na zdivu a desti£kou, ale nikomu se tento rébus spojený s pokladem zatím nepoda°ilo
vy°e²it. Henry dostal nápad najít nejv¥t²í prvo£íslo, které výraz 2015! + 2016! d¥lí. Najd¥te toto
prvo£íslo a t°eba najdete i poklad. (Výraz n! se £te �n faktoriál� a zna£í sou£in v²ech p°irozených
£ísel od 1 do n, tedy n! = 1 · 2 · · · · · (n− 1) · n.)

�e²ení. Z výrazu 2015! + 2016! vytkneme 2015!, dostáváme 2015!(1 + 2016), coº m·ºeme
p°epsat jako sou£in 2015! · 2017. Zjistíme, ºe 2017 je prvo£íslo. 2015! je sou£in v²ech p°i-
rozených £ísel men²ích nebo rovných 2015, ºádné z £ísel v tomto sou£inu tak ur£it¥ není
vy²²í neº 2017 a zárove¬ prvo£íslem. Nejv¥t²ím prvo£íslem d¥lícím výraz 2015! + 2016! je
tedy 2017.

Úloha 2.6. Kouma s �oumou si vybírali £ísla. K dispozici m¥li sadu £ísel 1, 2, . . . , n kaºdé práv¥
jednou. Kolika zp·soby si Kouma a �ouma mohli £ísla vybrat, pokud si kaºdé £íslo mohl vybrat
jen jeden z nich, ale ne v²echna £ísla musela být vybrána?

�e²ení. P°irozená £ísla od 1 do n nám tvo°í n-prvkovou mnoºinu. Kaºdý prvek (£íslo)
m·ºeme p°i°adit do mnoºiny £ísel Koumy nebo mnoºiny £ísel �oumy nebo mnoºiny £ísel,
které si nevybral nikdo. Kaºdý prvek m·ºeme p°i°adit pouze do jedné z t°í mnoºin. Hle-
dáme po£et r·zných kombinací rozd¥lení £ísel. Za dv¥ r·zné kombinace se po£ítají takové
trojice mnoºin, kde se aspo¬ jedna ze t°í mnoºin v první kombinaci se nerovná p°íslu²né
mnoºiny v druhé kombinaci. Z vlastností mnoºin vychází, ºe nezáleºí na po°adí £ísel v
jednotlivých mnoºinách.
Te¤ si vezmeme jedno £íslo. M·ºeme ho p°i°adit do jedné ze t°í mnoºin a tím pokaºdé
vytvo°íme rozdílnou kombinaci. Toto p°i°azení není nijak závisle na rozd¥lení ostatních
£ísel, a proto nám kaºdé £íslo zvý²í po£et kombinací trojnásobn¥. Protoºe máme n r·zných
£ísel, tak výsledný po£et kombinací je 3n.

(Alternativní vzorové °e²ení, které je krat²í a nesnaºí si hrát na nepr·st°elné: Pro kaºdé
£íslo m·ºe nastat jedna z t¥chto moºností: bude ho mít Kouma, bude ho mít �ouma, ne-
bude ho mít nikdo. Protoºe výb¥r jednoho £ísla nezávisí na ostatních, tak nám kaºdé £íslo
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zvy²uje po£et kombinací t°ikrát. Tudíº po£et v²ech kombinací je 3n.)

Úloha 2.7. Mat¥j se rozhodl n¥jaký zajímavý problém nebo rébus najít v rodinné knihovn¥. P°i
prohlíºení knih z jedné z nich vypadl starý papír, na n¥mº byl vyobrazen konvexní £ty°úhelník
ABCD. Uvnit° n¥j byl umíst¥n bod X. N¥kdo dále do obrázku vyzna£il body K, L,M , N jako t¥-
ºi²t¥ trojúhelník· po °ad¥ ABX, BCX, CDX, DAX. Pokud víme, ºe obsah £ty°úhelníku ABCD
je 1, jaký je obsah £ty°úhelníku KLMN?

�e²ení. V d·kazu SX zna£í obsah útvaru X. Ozna£me st°edy stran ABCD jako E ∈
AB,F ∈ BC,G ∈ CD,H ∈ DA. Pak EF , FG, GH, HE jsou po °ad¥ st°ední p°í£ky
v trojúhelnících ABC, BCD, CDA, DAB. To znamená, ºe SBEF = SBAC/4, SCFG =
SCBD/4, SDGH = SDCA/4, SAHE = SADB/4. Zejména tedy SBEF + SDGH = SABCD/4
a SAHE + SCBD = SABCD/4. Proto také SEFGH = SABCD − (SBEF + SDGH + SAHE +
SCBD) = SABCD/2.
Dále si v²imneme, ºe EX, FX, GX, HX jsou t¥ºnice trojúhelník· ABX, BCX, CDX,
DAX a tedy body K, L, M , N leºí ve dvou t°etinách od bodu X na t¥chto úse£kách.
Jinými slovy KLMN je s EFGH stejnolehlý s koe�cientem stejnolehlosti k = 2

3 a st°edem
stejnolehlosti X. Tedy SKLMN = k2SEFGH = 2

9 , coº je hledaný výsledek.
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