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ResSeni 5. série

BINARNI KODY

autor: Vidda

Uloha 4.1. Na zahi4ti si dame snadngjsi priklad. Ur¢ité znas hru Myslim si &slo a to m4 vlast-
nost, je to velice podobné. Tedy mam binarni linearni kod délky 5, ktery obsahuje 4 slova. Jesté
ti 0 ném povim to, ze vzdalenost kazdych dvou raznych slov je alespoi 3. Schvalné ukaz alespon
jeden piiklad koédu, jaky si mohu myslet.

Regeni. Necht C je hledany binarni linearni kod. Potom C jisté obsahuje nulové slovo.
Aby byla vzdalenost mezi slovy > 3, v kazdém nenulovém slové naSeho kdédu mtzou byt
nuly nejvyse na dvou pozicich.

Slovo 11111 nepatii do C, protoze slovo délky 5 nemutze mit zaroven vzdalenost > 3
od 11111 a od 0. Kazdé w € C, w # 0 tedy obsahuje jednu anebo dvé nuly.

C neobsahuje dveé slova s pouze jednou nulou, protoze tato by se ligila nejvyse na dvou
pozicich. Pokud by vSechna tfi nenulova slova v C' obsahovala dvé nuly, néjaka dvé z téchto
slov by méla nulu na stejné pozici (Dirichletiiv princip), pak je ale vzdalenost téchto slov
< 2.

Celkem jsme odvodili, ze jednotliva slova v C obsahuji postupné 1,2,2 a 5 nul, pfi¢emz
nenulova slova musi mit nuly na riznych pozicich. Prikladem takového kédu je

C = {00000,11100,00111,11011}.

Je snadné ovérit, Ze dany kéd je skutecné linedrni a spliiuje podminky zadani. Z vyse
uvedenych pozorovani navic plyne, ze jakékoliv dalsi fesen{ vznikne permutac{ pozic v
tomhle kédu.

Uloha 4.2. Dobfte, tak tohle by ti Slo. Zkusime, jak umi$ pracovat s timhle linedrnim kédem.
Tady méas binarni linedrni kod takovy, ze kazda dvé slova v ném maji lichou vzdalenost, a mé by
zajimalo, kolik nejvyse v ném muze byt slov.

Reseni. Kazdy binarni linearni kod obsahuje slovo 0. Aby kod vyhovoval zadani, viechny
ostatni slova maji od prazdného lichou vzdélenost. Nutné musi mit lichy pocet jednicek.
Uvazme tedy vzdélenost dvou libovolnych slov s lichym pocétem jednicek. Prvni slovo mé
2k + 1 jednicek, druhé 2] 4+ 1 jedni¢ek. Necht pravé na n pozicich maji obé ¢isla jednicku,
tedy se na t&chto pozicich nelisi. Jejich vzdalenost je tedy 2k+1+4-214+1—2n = 2(k+l+1—n),
coz je sudé &islo. Dvé slova s lichym poctem jednic¢ek maji vzdy sudou vzdalenost, takze v
hledaném kédu mize byt maximélné jedno z nich. Binarni linearni kéd, kde maji v8echny
slova lichou vzdalenost, miize obsahovat maximalné dvé slova, konkrétné slovo 0 a libovolné
slovo s lichym poc¢tem jednicek.

BRKOS Team 2015



XXI. ro¢nik BRKOS 2014/2015

Uloha 4.3. S timhle linedrnim kédem sis poradil. Ted tu pro tebe mam sadu bindrnich cyklickych

kédua délky 2015, z nichz kazdy obsahuje alespoii jedno slovo s lichym poctem jednicek. Ukaz, Ze
2015

. /_/H .
najdes slovo 1 = 11...1 v kazdém z nich.

Reseni. Ze zadani vime, Ze nas kod obsahuje ¢islo s lichym poctem jednicek v zépise.
Uvazme jeho cyklické posuny o vSechna celd ¢isla od 0 do 2015, tedy i slovo samotné.
Nékteré tyto posuny mohou byt identické. Kéd je linearni, proto spoleéné s kazdymi dvéma
(ne nutné riznymi) slovy obsahuje také jejich soucet. Ziejmé tedy obsahuje také soucet
libovolného poctu séitanci. Konkrétné tedy obsahuje i soucet vSech 2015 cyklickych posunii
slova ze zadani.

Kdyz si tato slova napiSeme, jako bychom je chtéli sé¢itat pod sebou, bude v kazdém
sloupecku stejny pocet jednicek, jako v nasem slové.

Na k-té pozici souctu slov je jednicka pravé tehdy, kdyz je jedni¢ka na k-té pozici
lichého poétu séitanci. Protoze pocet jedni¢ek na k-té pozici je v naSem piipadé lichy, pro
libovolné k je patrné, ze na kazdé pozici souétu vyjde jednicka. Kéd tedy musi obsahovat
slovo tvorené samymi jedni¢kami.

Uloha 4.4. V dalsim tkolu budeme pracovat s bindrnim cyklickym kédem délky n € N. Ted si
budes vypisovat na papir vSechna jeho slova a pocet slov s pravé k jednickami oznaci§ jako Pg.
Ukaz, ze pro v8echna k € N je ¢islo k - Py, délitelné n.

Reseni. Necht p je tedy libovolné slovo daného cyklického kodu obsahujici k jednicek. Pak
ozna¢me p,, jeho cyklicky posun o m (to je tedy také slovem onoho kédu). Nyni necht M
je nejmensi takové piirozené ¢islo, ze p = pg = par, tedy Ze slovo p pfi posunu o M zistane
nezménéno. Ziejmé M je délitelem M, nebot pokud p = ppyr = pn, pak také p,_ayr = p a
opakovanym uzitim téhoz postupu ziskdme p; = p, kde [ je zbytek n po déleni M. Protoze
vSak M je nejmens{ pfirozené &islo s touto vlastnosti, jedinou moznosti je, Ze tento zbytek
je nulovy.

Pak tedy mame, Ze p se sklada z g7 shodnych tisekii o délce M. Kazdy z téchto tsekii
necht obsahuje K jednicek. Pak ziejmé k = K - 7 V kodu je tedy M slov po,p1,...,pm-1,
kterd jsou navzajem rizné a protoze jsou svymi cyklickymi posuny, obsahuji stejny pocet
jedniéek. Jejich ,ptispévek” ke k - Py, bude tedy K - 57 - M = K - n a je tedy délitelny n.

Cislo k - Py se zjevné sklada pravé pouze z takovychto ,piispévki” a je tedy souftem
¢isel délitelnych n, samo tedy musi byt n délitelné.

Uloha 4.5. Hru vyrusi Bubla: ,Kluci, copak to hrajete? , BinKROS, zahrajes si s ndmi?“ rea-
goval Nouma. ,,To ne, to ja bych si radgji zahrala na Pijaka.“ Bubla jim vysvétlila, ze na Pijaka
se hraje tak, Ze ¢lovék zacina se 100 panéky (kofoly) a vZdy miZe vypit bud 5, 15, 17 nebo 20 za
sebou, pficem? v téchto pfipadech mu kamaradi naliji 17, 24, 2 nebo 14 novych panaki. (Vypije-li
jich napft. 15, doliji mu 24, kdyz vypije 20, doliji mu 14 apod.) Cilem je vypit vSechny panaky (v
piipadé prazdného stolu uz kamaradi nedolivaji). ,A je to vibec mozné?* zeptal se hned Kouma.
Rozhodnéte, zda to 1ze a jak postupovat, aby hra¢ vypil vSechny panéky.

Reseni. V nésledujicim ukadzeme, ze hra¢ nemuize vypit viechny panéky. Tim, Ze se po-
sledni kolo jiz nedoléva, hra¢ vyhraje pravé, kdyz se mu podaii dostat se do stavu, kdy mé
na stole 5, 15, 17 nebo 20 pandki. Potom uz snadno vyhraje vypitim piislusného poctu.
K tomu, aby se do nékterého z téchto stavi dostal, muze kombinovat ,tahy* pouze étyr

typt:
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Vypit 5 pandkd, s tim ze mu pak doliji 17 panakl. Tedy pfibude 12 panaki

Vypit 15 panédki, s tim ze mu pak doliji 24 panékt. Tedy pfibude 9 panaki

Vypit 17 pandki, s tim Ze mu pak doliji 2 pandky. Tedy ubude 15 panéki

Vypit 20 panakii, s tim Ze mu pak doliji 14 pandki. Tedy ubude 6 panédki

Zadnym z téchto ,taht“ v8ak hra¢ nezméni zbytek poc¢tu pandkt na stole po déleni tfemi.
Protoze 100 davé zbytek 1 po déleni tfemi a zadny z kyZenych pocti 5,15,17,20 zbytek 1
po déleni tFemi nedavé, nemize hra¢ nikdy vyhrat.

Uloha 4.6. Téch pét (piidal se Mat&j a Libénkou) hralo na Pijéka (stéle s kofolou) dlouho do
noci, a tak nebylo divu, Ze méla Libénka rano kruhy pod o¢ima. ,Jé, podivej,“ usmél se na jeji
kruhy u snidané Henry ,kdyZ tyhlety kruznice oznacime k, [, m a n, plati, Ze k se dotyka [ v bodé
A, I se dotyka m v bodé B, m se dotyka n v bodé C a n se dotykd k v bodé D. Navic jsou vSechny
dotyky vné&jsi.“ ,Nojo,” zivl Matéj, ,,to ale pak body ABCD lezi bud na jedné kruznici nebo na
pfimce, ne?* Zvladnete tuto skutec¢nost dokazat?

Reseni. Reseni této tlohy je skuteéné mnoho. Zatneme témi zajimavejsimi:

Kruhova inverze: Uvazme kruhovou inverzi se stfedem v bodé A (a libovolnym po-
lomérem). Kruznice k a [ piejdou v rovnobézné pfimky (nebot se v A dotykaji) k¥ a I
Kruznice m’ a n’ se vzajemné dotykaji v bodé C’. Navic £’ je tecnou n’ a l’ je tetnou m/'.
Plati tedy, Ze bod C’ je stfedem stejnolehlosti, ve které m’ piejde v n’ a k' prejde v I’. Pak
tedy zfejmeé body B’, C’, D’ musi lezet na piimce a tedy A, B, C, D na jedné kruznici.

Teénovy ¢&tyriahelnik: Touhle cestou se vydalo pomérné mnoho FeSiteld, kupodivu
vSak nikdo nedotéhl feseni do korektniho konce.

Stfedy kruznic k, I, m, n oznalme po fadé K, L, M, N a jejich poloméry rg, r;, rm,
rn. Pak zcela jisté plati, ze body A, B, C, D lezi na stranach ¢tyfuhelniku K LM N a navic
pro tyto strany plati |[KL| + |[MN| =rp+r +rpm + 1, = |LM| + |[NK|, coZ je nutna a
postacujici podminka pro to, aby byl ¢tyfahelnik KLMN tétivovy. Tim ale dikaz neni
hotov, protoze body A, B, C, D v obecném p¥ipadé nejsou body dotyku kruznice vepsané
KLMN. My ale vime, Ze kruznice mu vepsat lze a tak si body dotyku ozna¢me napf.
Re KL, Se LM, T e MN,U € NK. Déle si stfed této vepsané kruznice ozna¢me jako
X. Pak z nasledujiciho obrézku je zfejmé, ze trojihelniky ARX, BSX, CTX a DUX jsou
shodné, nebot jsou to pravouhlé trojuhelniky, jejichz jedna odvésna je vidy polomér téze
kruznice, zatimco rovnost druhé odvésny ziskame ze vztahu |[KR| = |KU| a |KA| = |K D]
a dalsich analogickych rovnosti pro ostatni body. Pak tedy |[AX| = |BX| = |CX| = |DX],
a body A, B, C, D tak musi leZet na jedné kruznici.
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Véta o obvodovém, stiredovém a tsekovém tuhlu Dalsi mozné feseni je napsat
si v8echny mozné dhly, které v tloze vystupuji, napsat si co pro né plati uzitim véty
0 obvodovém, stfedovém a tusekovém thlu a poté z toho vyvodit, ze ABCD musi byt
tétivovy Cctyifuhelnik, ale tohle feSeni je natolik pfimocaré a nezajimavé, ze se jim zde
zabyvat nebudeme.

Uloha 4.7. A co jsi délal celou noc ty, Henry?“ zeptal se Kouma. ,,Pivodné jsem mél v planu se
k vam piipojit, ale pak jsem se zamyslel nad piirozenymi &isly m a n, pro ktera plati m? —n? = 17

a napadlo mé, Ze pak ¢islo n? + 2m + 2 musi byt slozené. Ale uz se mi to nepodafilo dokazat.“
Budete tspésnégjsi nez Henry a dokazete to?

Reseni. Podle Petra Vinceny: Zadanou rovnost si upravime:

m? —n® =17
m? —16 =n® + 1
(m4+4)(m—4)=n+1)n*-n+1)

Nyni si poviimneme, ze (m+4)+(m—4)+(n+1)+(n? —n+1) = n? +2m+2. Zavedeme-li
substituci a = m+4,b=m —4,c =n+1,d = n> —n + 1, sta¢i nam dokazat, 7e pokud
ab = cd, pak uz nutné a + b + ¢ + d je slozené éislo.

Ziejmé jde o prirozena ¢isla (jedingm kandidatem na nekladnost je m — 4 a protoze
je jediny, musi byt také kladny). Oznac¢me = = (a,c),r = (b,d), kde (-,-) zna&i nejvétsiho
spoletného délitele. Pak necht a = zy,c = xz a b =rs,d = rt, kde y, 2, s, t jsou pfirozena
¢isla a navic (y,z) = (s,t) = 1. Rovnost ab = cd lze pak prepsat na

xyrs = x2rt

Yys = zt
y s
2 t

Protoze (y,z) = (s,t) = 1, jsou oba zlomky v zékladnim tvaru a plati tedy y = s a z = ¢,
neboli b = ry,d = rz. Ziskdvame tedy konecné

a+b+ct+d=osy+ozt+ry+rz=z(y+z)+riy+z) =(@+r)(y+2),

coz je urcité ¢islo slozené a dikaz je hotov.
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Podle Jana Jurky: Zadanou rovnost si upravime:

m27n3717_0
n+1 N

Dale tedy

mz—n?’—l?_2mn+2n+n2+2m+2+m2—17_
n+1 N n+1 N

_ (m+n)2+2m+n)—15  (m+n—3)(m+n—>5)

N n+1 N n+1

n2+2m+2=n>+2m+2+

7Zbyva tedy ukézat, Ze oba Cinitelé v &itateli jsou vétsi nez jmenovatel a i po jeho zkracen{
tedy pujde o slozené ¢islo. To ale plati, protoze pokud by m < 4 pak (nebot n > 1)

17=m?—n3<4?>-13 =15,

coz je spor. Dikaz je tedy hotov.
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