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�e²ení 5. série

Binární kódy

autor: Vlá¤a

Úloha 4.1. Na zah°átí si dáme snadn¥j²í p°íklad. Ur£it¥ zná² hru Myslím si £íslo a to má vlast-
nost, je to velice podobné. Tedy mám binární lineární kód délky 5, který obsahuje 4 slova. Je²t¥
ti o n¥m povím to, ºe vzdálenost kaºdých dvou r·zných slov je alespo¬ 3. Schváln¥ ukaº alespo¬
jeden p°íklad kódu, jaký si mohu myslet.

�e²ení. Nech´ C je hledaný binární lineární kód. Potom C jist¥ obsahuje nulové slovo.
Aby byla vzdálenost mezi slovy ≥ 3, v kaºdém nenulovém slov¥ na²eho kódu m·ºou být
nuly nejvý²e na dvou pozicích.

Slovo 11111 nepat°í do C, protoºe slovo délky 5 nem·ºe mít zárove¬ vzdálenost ≥ 3
od 11111 a od 0. Kaºdé w ∈ C, w 6= 0 tedy obsahuje jednu anebo dv¥ nuly.

C neobsahuje dv¥ slova s pouze jednou nulou, protoºe tato by se li²ila nejvý²e na dvou
pozicích. Pokud by v²echna t°i nenulová slova v C obsahovala dv¥ nuly, n¥jaká dv¥ z t¥chto
slov by m¥la nulu na stejné pozici (Dirichlet·v princip), pak je ale vzdálenost t¥chto slov
≤ 2.

Celkem jsme odvodili, ºe jednotlivá slova v C obsahují postupn¥ 1, 2, 2 a 5 nul, p°i£emº
nenulová slova musí mít nuly na r·zných pozicích. P°íkladem takového kódu je

C = {00000, 11100, 00111, 11011}.

Je snadné ov¥°it, ºe daný kód je skute£n¥ lineární a spl¬uje podmínky zadání. Z vý²e
uvedených pozorování navíc plyne, ºe jakékoliv dal²í °e²ení vznikne permutací pozic v
tomhle kódu.

Úloha 4.2. Dob°e, tak tohle by ti ²lo. Zkusíme, jak umí² pracovat s tímhle lineárním kódem.
Tady má² binární lineární kód takový, ºe kaºdá dv¥ slova v n¥m mají lichou vzdálenost, a m¥ by
zajímalo, kolik nejvý²e v n¥m m·ºe být slov.

�e²ení. Kaºdý binární lineární kód obsahuje slovo 0. Aby kód vyhovoval zadaní, v²echny
ostatní slova mají od prázdného lichou vzdálenost. Nutn¥ musí mít lichý po£et jedni£ek.
Uvaºme tedy vzdálenost dvou libovolných slov s lichým po£tem jedni£ek. První slovo má
2k + 1 jedni£ek, druhé 2l + 1 jedni£ek. Nech´ práv¥ na n pozicích mají ob¥ £ísla jedni£ku,
tedy se na t¥chto pozicích neli²í. Jejich vzdálenost je tedy 2k+1+2l+1−2n = 2(k+l+1−n),
coº je sudé £íslo. Dv¥ slova s lichým po£tem jedni£ek mají vºdy sudou vzdálenost, takºe v
hledaném kódu m·ºe by´ maximáln¥ jedno z nich. Binární lineární kód, kde mají v²echny
slova lichou vzdálenost, m·ºe obsahovat maximáln¥ dv¥ slova, konkrétn¥ slovo 0 a libovolné
slovo s lichým po£tem jedni£ek.
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Úloha 4.3. S tímhle lineárním kódem sis poradil. Te¤ tu pro tebe mám sadu binárních cyklických
kód· délky 2015, z nichº kaºdý obsahuje alespo¬ jedno slovo s lichým po£tem jedni£ek. Ukaº, ºe

najde² slovo 1 =

2015︷ ︸︸ ︷
11 . . . 1 v kaºdém z nich.

�e²ení. Ze zadání víme, ºe ná² kód obsahuje £íslo s lichým po£tem jedni£ek v zápise.
Uvaºme jeho cyklické posuny o v²echna celá £ísla od 0 do 2015, tedy i slovo samotné.
N¥které tyto posuny mohou být identické. Kód je lineární, proto spole£n¥ s kaºdými dv¥ma
(ne nutn¥ r·znými) slovy obsahuje také jejich sou£et. Z°ejm¥ tedy obsahuje také sou£et
libovolného po£tu s£ítanc·. Konkrétn¥ tedy obsahuje i sou£et v²ech 2015 cyklických posun·
slova ze zadání.

Kdyº si tato slova napí²eme, jako bychom je cht¥li s£ítat pod sebou, bude v kaºdém
sloupe£ku stejný po£et jedni£ek, jako v na²em slov¥.

Na k-té pozici sou£tu slov je jedni£ka práv¥ tehdy, kdyº je jedni£ka na k-té pozici
lichého po£tu s£ítanc·. Protoºe po£et jedni£ek na k-té pozici je v na²em p°ípad¥ lichý, pro
libovolné k je patrné, ºe na kaºdé pozici sou£tu vyjde jedni£ka. Kód tedy musí obsahovat
slovo tvo°ené samými jedni£kami.

Úloha 4.4. V dal²ím úkolu budeme pracovat s binárním cyklickým kódem délky n ∈ N. Te¤ si
bude² vypisovat na papír v²echna jeho slova a po£et slov s práv¥ k jedni£kami ozna£í² jako Pk.
Ukaº, ºe pro v²echna k ∈ N je £íslo k · Pk d¥litelné n.

�e²ení. Nech´ p je tedy libovolné slovo daného cyklického kódu obsahující k jedni£ek. Pak
ozna£me pm jeho cyklický posun o m (to je tedy také slovem onoho kódu). Nyní nech´ M
je nejmen²í takové p°irozené £íslo, ºe p = p0 = pM , tedy ºe slovo p p°i posunu o M z·stane
nezm¥n¥no. Z°ejm¥ M je d¥litelem M , nebo´ pokud p = pM = pn, pak také pn−M = p a
opakovaným uºitím téhoº postupu získáme pl = p, kde l je zbytek n po d¥lení M . Protoºe
v²ak M je nejmen²í p°irozené £íslo s touto vlastností, jedinou moºností je, ºe tento zbytek
je nulový.

Pak tedy máme, ºe p se skládá z n
M shodných úsek· o délce M . Kaºdý z t¥chto úsek·

nech´ obsahuje K jedni£ek. Pak z°ejm¥ k = K · nM V kódu je tedy M slov p0, p1, . . . , pM−1,
která jsou navzájem r·zná a protoºe jsou svými cyklickými posuny, obsahují stejný po£et
jedni£ek. Jejich �p°ísp¥vek� ke k · Pk bude tedy K · n

M ·M = K · n a je tedy d¥litelný n.
�íslo k · Pk se zjevn¥ skládá práv¥ pouze z takovýchto �p°ísp¥vk·� a je tedy sou£tem

£ísel d¥litelných n, samo tedy musí být n d¥litelné.

Úloha 4.5. Hru vyru²í Bubla: �Kluci, copak to hrajete?� �BinKROS, zahraje² si s námi?� rea-
goval �ouma. �To ne, to já bych si rad¥ji zahrála na Pijáka.� Bubla jim vysv¥tlila, ºe na Pijáka
se hraje tak, ºe £lov¥k za£íná se 100 panáky (kofoly) a vºdy m·ºe vypít bu¤ 5, 15, 17 nebo 20 za
sebou, p°i£emº v t¥chto p°ípadech mu kamarádi nalijí 17, 24, 2 nebo 14 nových panák·. (Vypije-li
jich nap°. 15, dolijí mu 24, kdyº vypije 20, dolijí mu 14 apod.) Cílem je vypít v²echny panáky (v
p°ípad¥ prázdného stolu uº kamarádi nedolívají). �A je to v·bec moºné?� zeptal se hned Kouma.
Rozhodn¥te, zda to lze a jak postupovat, aby hrá£ vypil v²echny panáky.

�e²ení. V následujícím ukáºeme, ºe hrá£ nem·ºe vypít v²echny panáky. Tím, ºe se po-
slední kolo jiº nedolévá, hrá£ vyhraje práv¥, kdyº se mu poda°í dostat se do stavu, kdy má
na stole 5, 15, 17 nebo 20 panák·. Potom uº snadno vyhraje vypitím p°íslu²ného po£tu.
K tomu, aby se do n¥kterého z t¥chto stav· dostal, m·ºe kombinovat �tahy� pouze £ty°
typ·:
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• Vypít 5 panák·, s tím ºe mu pak dolijí 17 panák·. Tedy p°ibude 12 panák·

• Vypít 15 panák·, s tím ºe mu pak dolijí 24 panák·. Tedy p°ibude 9 panák·

• Vypít 17 panák·, s tím ºe mu pak dolijí 2 panáky. Tedy ubude 15 panák·

• Vypít 20 panák·, s tím ºe mu pak dolijí 14 panák·. Tedy ubude 6 panák·

�ádným z t¥chto �tah·� v²ak hrá£ nezm¥ní zbytek po£tu panák· na stole po d¥lení t°emi.
Protoºe 100 dává zbytek 1 po d¥lení t°emi a ºádný z kýºených po£t· 5,15,17,20 zbytek 1
po d¥lení t°emi nedává, nem·ºe hrá£ nikdy vyhrát.

Úloha 4.6. T¥ch p¥t (p°idal se Mat¥j a Lib¥nkou) hrálo na Pijáka (stále s kofolou) dlouho do
noci, a tak nebylo divu, ºe m¥la Lib¥nka ráno kruhy pod o£ima. �Jé, podívej,� usmál se na její
kruhy u snídan¥ Henry �kdyº tyhlety kruºnice ozna£íme k, l, m a n, platí, ºe k se dotýká l v bod¥
A, l se dotýká m v bod¥ B, m se dotýká n v bod¥ C a n se dotýká k v bod¥ D. Navíc jsou v²echny
dotyky vn¥j²í.� �Nojo,� zívl Mat¥j, �to ale pak body ABCD leºí bu¤ na jedné kruºnici nebo na
p°ímce, ne?� Zvládnete tuto skute£nost dokázat?

�e²ení. �e²ení této úlohy je skute£n¥ mnoho. Za£neme t¥mi zajímav¥j²ími:
Kruhová inverze: Uvaºme kruhovou inverzi se st°edem v bod¥ A (a libovolným po-

lom¥rem). Kruºnice k a l p°ejdou v rovnob¥ºné p°ímky (nebo´ se v A dotýkají) k′ a l′.
Kruºnice m′ a n′ se vzájemn¥ dotýkají v bod¥ C ′. Navíc k′ je te£nou n′ a l′ je te£nou m′.
Platí tedy, ºe bod C ′ je st°edem stejnolehlosti, ve které m′ p°ejde v n′ a k′ p°ejde v l′. Pak
tedy z°ejm¥ body B′, C ′, D′ musí leºet na p°ímce a tedy A, B, C, D na jedné kruºnici.

Te£nový £ty°úhelník: Touhle cestou se vydalo pom¥rn¥ mnoho °e²itel·, kupodivu
v²ak nikdo nedotáhl °e²ení do korektního konce.

St°edy kruºnic k, l, m, n ozna£me po °ad¥ K, L, M , N a jejich polom¥ry rk, rl, rm,
rn. Pak zcela jist¥ platí, ºe body A, B, C, D leºí na stranách £ty°úhelníku KLMN a navíc
pro tyto strany platí |KL| + |MN | = rk + rl + rm + rn = |LM | + |NK|, coº je nutná a
posta£ující podmínka pro to, aby byl £ty°úhelník KLMN t¥tivový. Tím ale d·kaz není
hotov, protoºe body A, B, C, D v obecném p°ípad¥ nejsou body dotyku kruºnice vepsané
KLMN . My ale víme, ºe kruºnice mu vepsat lze a tak si body dotyku ozna£me nap°.
R ∈ KL, S ∈ LM , T ∈MN , U ∈ NK. Dále si st°ed této vepsané kruºnice ozna£me jako
X. Pak z následujícího obrázku je z°ejmé, ºe trojúhelníky ARX, BSX, CTX a DUX jsou
shodné, nebo´ jsou to pravoúhlé trojúhelníky, jejichº jedna odv¥sna je vºdy polom¥r téºe
kruºnice, zatímco rovnost druhé odv¥sny získáme ze vztahu |KR| = |KU | a |KA| = |KD|
a dal²ích analogických rovností pro ostatní body. Pak tedy |AX| = |BX| = |CX| = |DX|,
a body A, B, C, D tak musí leºet na jedné kruºnici.
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V¥ta o obvodovém, st°edovém a úsekovém úhlu Dal²í moºné °e²ení je napsat
si v²echny moºné úhly, které v úloze vystupují, napsat si co pro n¥ platí uºitím v¥ty
o obvodovém, st°edovém a úsekovém úhlu a poté z toho vyvodit, ºe ABCD musí být
t¥tivový £ty°úhelník, ale tohle °e²ení je natolik p°ímo£aré a nezajímavé, ºe se jím zde
zabývat nebudeme.

Úloha 4.7. �A co jsi d¥lal celou noc ty, Henry?� zeptal se Kouma. �P·vodn¥ jsem m¥l v plánu se
k vám p°ipojit, ale pak jsem se zamyslel nad p°irozenými £ísly m a n, pro která platí m2−n3 = 17
a napadlo m¥, ºe pak £íslo n2 + 2m + 2 musí být sloºené. Ale uº se mi to nepoda°ilo dokázat.�
Budete úsp¥²n¥j²í neº Henry a dokáºete to?

�e²ení. Podle Petra Vinceny: Zadanou rovnost si upravíme:

m2 − n3 = 17

m2 − 16 = n3 + 1

(m+ 4)(m− 4) = (n+ 1)(n2 − n+ 1)

Nyní si pov²imneme, ºe (m+4)+(m−4)+(n+1)+(n2−n+1) = n2+2m+2. Zavedeme-li
substituci a = m + 4, b = m − 4, c = n + 1, d = n2 − n + 1, sta£í nám dokázat, ºe pokud
ab = cd, pak uº nutn¥ a+ b+ c+ d je sloºené £íslo.

Z°ejm¥ jde o p°irozená £ísla (jediným kandidátem na nekladnost je m − 4 a protoºe
je jediný, musí být také kladný). Ozna£me x = (a, c), r = (b, d), kde (·, ·) zna£í nejv¥t²ího
spole£ného d¥litele. Pak nech´ a = xy, c = xz a b = rs, d = rt, kde y, z, s, t jsou p°irozená
£ísla a navíc (y, z) = (s, t) = 1. Rovnost ab = cd lze pak p°epsat na

xyrs = xzrt

ys = zt
y

z
=

s

t

Protoºe (y, z) = (s, t) = 1, jsou oba zlomky v základním tvaru a platí tedy y = s a z = t,
neboli b = ry, d = rz. Získáváme tedy kone£n¥

a+ b+ c+ d = xy + xz + ry + rz = x(y + z) + r(y + z) = (x+ r)(y + z),

coº je ur£it¥ £íslo sloºené a d·kaz je hotov.
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Podle Jana Jurky: Zadanou rovnost si upravíme:

m2 − n3 − 17

n+ 1
= 0

Dále tedy

n2 + 2m+ 2 = n2 + 2m+ 2 +
m2 − n3 − 17

n+ 1
=

2mn+ 2n+ n2 + 2m+ 2 +m2 − 17

n+ 1
=

=
(m+ n)2 + 2(m+ n)− 15

n+ 1
=

(m+ n− 3)(m+ n− 5)

n+ 1

Zbývá tedy ukázat, ºe oba £initelé v £itateli jsou v¥t²í neº jmenovatel a i po jeho zkrácení
tedy p·jde o sloºené £íslo. To ale platí, protoºe pokud by m ≤ 4 pak (nebo´ n ≥ 1)

17 = m2 − n3 ≤ 42 − 13 = 15,

coº je spor. D·kaz je tedy hotov.
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