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Reseni 3. série

KROKY

autor: Janca

Uloha 3.1. Matgj si piivezl z Matematické konference pitklad, ktery oviem nikdo neumél do-
kazat. Ukazal ho pratelam po nedélnim obédé. ,,Méame libovolna celé ¢isla a,b,c,d,e. V kazdém
kroku tato ¢isla nahradime ¢isly |a — bl,|b — ¢|,|c — d|,|d — €], |e — a|. Nedafi se mi oviem dokézat,
7e po ur¢itém koneéném poctu kroka bude alesponi jedno z ¢isel 0. Pomiizete mi s dikazem?*

Reseni. Myslenka ditkazu je zalozena na skutecnosti, Ze jsou-li viechna &sla v pétici
kladné, snizi se v dal§im kroku maximum této pétice. Déle nasleduje formalni zapis této
myslenky:.

Podle Jana Jurky

Definujeme presné podle zadani rekurentni posloupnost pétic {(as, b;, ¢i, d;, €;) }72, pii
(ao, bo, co, do, €0) = (a,b,c,d,e) predpisem

(an+17bn+1aCn+17dn+17€n+1) = (|an - bn’a ‘bn - Cn|a ’cn - dn|’ |dn - €n|a |€n - an|)

pro n € Ny. Kvtli absolutnim hodnotam je zfejmé Ze po prvnim kroku uz budou vSechny
pétice obsahovat vyhradné nezdporna éisla.

Pro kazdé pfirozené n € N oznacme g, = max{an, by, ¢y, dp, €, }. Pfedpokladejme pro
spor, Ze neexistuje pfirozené ¢islo m takové, Ze alespon jedno z &fsel an,, b, Cim, A, €m j€
nulové. Pak jsou pro kazdé n € N vSechna ¢isla n-té pétice mezi ¢isly 1 a gp.

1 < an,bn,cnydn,en < gn

Ale rozdil libovolnych dvou takovych &isel nemize v absolutni hodnoté prevysit ¢islo
gn — 1. Proto gn41 < gn — 1. Je proto {g;}5°, klesajici posloupnost pfirozenych ¢isel. To je
evidentni spor. Dostavame spor s pfedpokladem, proto existuje pfirozené ¢islo m, takové,
ze alespon jedno z &isel an,, b, Cm, A, € j€ nULOVE.

Uloha 3.2. ,Moc dobie vis, Matgji, Ze mi takovéto dlohy zrovna tiikrat nejdou,* mracil se He-

nry. ,Ale kdyz uz jsem zminil tu trojku, dam Vam taky jeden pi#iklad. Mame posloupnost trojic
a1 = (3,13,31) a pro kazdé n € N definujeme a,11 = (TnYn, Yn2n, Tnzn), kde an = (Tn, Yn, 2n)-
Tvrdim, Ze v zZadné trojici se nevyskytuje mocnina pfirozeného ¢isla. Komu se to podaii dokizat,
za toho budu cely tyden umyvat nadobi.“ Umyje Henry nadobi i za Tebe?

Reseni. VypiSeme si prvych par ¢lenov postupnosti a viimneme si, ze vietky ¢leny sa v
jednom z tvarov:

an = ((zyz)"x, (zyz)*y, (2y2)"2)

an = ((zy2)* [z, (xy2)" [y, (xy2)"/2)
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kde x,y,z st Tubovolné prvocisla (konkrétne 3, 13, 31, ale nezalezi nam na poradi) a
k € NU{0}. Nage tvrdenie dokdZzeme matematickou indukciou.

a; =(3,13,31) = ((3-13-31)"-3,(3-13-31)"-13,(3-13-31)° - 31)
as = (3-13,13-31,3-31) = ((3-13-31)'/31,(3-13-31)*/3,(3-13 - 31)* - 13)

Vypocitajme nasledujiici ¢len pre dané tvary:

an = ((zyz)Fz, (zy2)Fy, (zy2)F2)

a1 = (g2} 2, (ey2) P4, (ay ) /)

an = ((xy2)*/z, (xy2)* 1y, (xy2)"/2)

Uny1 = ((.Tyz)Zk_l 2k—1

z, (J:yz)%_lx, (xyz) Y)

Oba nasledujice ¢leny a,4+1 st tiez v pozadovanom tvare. Z toho vyplyva, Zze v pozadova-
nom tvare su vietky ¢leny, teda ziaden ¢len postupnosti neméze byt mocninou prirodzeného
¢isla.

Uloha 3.3. Kouma se prihlasil do turnaje v Kamenohrani. Je to starodavna hra, hrand na sa-
chovnici 5 x 5. Zac¢ina se s 13 Cernymi kameny a s 12 bilymi, pfi¢emz ¢erné kameny jsou rozestavény
na Cernych polich a bilé na bilych. Prvni hra¢ vybere ¢erny kdmen a odstrani ho z hraciho planu.
Na uvolnéné poli¢ko potom posune bezprostiedné sousedici bily kdmen (pohybovat se smi pouze o
jedna ve svislém nebo vodorovném sméru). Druhy hrac¢ na uvolnéné policko posune ¢erny kamen
a prvni hra¢ opét na vzniklé volné pole posune kdmen bily. Ten, kdo nemuze tahnout, prohrava.
Kouma se do této situace nechce dostat, oviem nedaii se mu vymyslet vyherni strategii. Pomuzes
mu zvitézit v turnaji a vymysli§ strategii za jednoho ze dvou hraci, kterd vzdy vyhrava, at uz
druhy hrac¢ hraje jakkoliv?

Reseni. UkaZzme, Ze af uz bude hrat prvni hra¢ (bily) jakkoliv, vzdy dokaze druhy (Gerny)
hra¢ zvitézit.

Nejprve nékolik zakladnich poznatkt. Vzhledem k tomu, Ze lze td4hnout vidy pouze s
figurou vedle volného pole, bude volné pole v tahu bilého hrace cerné a naopak. Tedy po
tahu kazdého hrace se pravé tazend figurka nachazi na poli opatné barvy. Jednoduchou
tuvahou tedy vidime, Ze kazdou figurkou smi byt tazeno ve hie nejvyse jednou.

éerny tedy zvoli nasledujici strategii: Poté, co bily odstrani libovolnou figurku, uspo-
rada si zbylé figurky do dvojic sousednich poli — v kazdé dvojici tak bude ¢erna a bila
figurka. (Snadno nahlédneme, 7ze takové parovani je mozné at uz bily odstrani kterouko-
liv figurku.) Pak vzdy, kdyz bily potdhne s n&jakou figurkou, uvolni se pole v pFislusné
dvojici a ¢erny muze tdhnout druhou figurkou z dvojice. Timto zptsobem ma zajisténou
yodpoved® na jakykoliv tah bilého hrade a nemiZe tedy prohrat. Zaroveti ma vSak hra
nejvyse 24 tahi a s touto strategii tedy nutné musi skonéit prohrou bilého hrace, at uz
bude hrat bily jakkoliv.

Uloha 3.4. Libénka miluje moderni uméni, podaiilo se ji pfemluvit Noumu, aby spoletné zagli na
vystavu. I kdyz Nouma uméni nerozumi, zaujal ho jeden z obrazi: ,,Libénko, vybavujes si obraz s
bublinami vystupujicimi na obzor? Néceho jsem si na ném vSimnul. Obzor byl na platné reprezen-
tovan piimkou p, které se dotykaly dvé bubliny, tedy vlastné kruznice, o jednotkovém poloméru.
Nebyly to tak obyc¢ejné bubliny, kromé pfimky se totiz dotykaly i jedna druhé. MuZeme si je oznacit
jako kg a ky. Po chvili pozorovani jsem si uvédomil, ze kazda dalsi bublina k,, je namalovéina tak,
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7e se zaroven dotyka bublin k,,_1, k,_o i pfimky p.“ |, To zni velice zajimavé, jen si to neumim moc
dobfe predstavit,* zastydéla se Libénka. ,,Pockej, to neni viechno, umim také spocitat vzdélenost
bodu dotyku s pfimkou p dvou po sobé nésledujicich bublin, doma ti to v8echno fadné ukazu.“
Jelikoz Nouma po naro¢ném dni ihned usnul, nestihl Libénce pozorovani z obrazarny piedvést.
Zkus to za néj a spocitej vzdalenost Noumou popsanych bodii.

Reseni. Polomér kruznice k, znac¢me r,, délku tsecky mezi body dotyku k, a k,_o k
p jako a, a délku usecky mezi body dotyku k, a k,—1 k p jako b, (toto je Cislo, které
chceme vyjadfit v zavislosti na n). Nyni kazdé t¥i ,po sobé jdouci* kruznice zadavaji dva
pravouhlé lichobé&zniky a jeden trojuhelnik (dle obrazku), v nichz umime najit t¥i pravouhlé
trojuhelniky, pro které lze z Pythagorovy véty psat:

ai + (Tnf2 - rn)Q = (Tn72 + Tn)Q

bi + (Tnfl - 7ﬁn)z = (Tnfl + Tn)Q
(an + bn)2 + (Tn—2 - rn—l)z = (rn—2 + Tn—1)2

Tyto vztahy upravime na

Ay, = 2+/Tyn—aTn,
by, = 2./rn_17n
an + bn = 2\/ n—2Tn—1

Dosazenim prvnich dvou do tfetiho a tpravou ziskime

1 1 1
= +
m vVTn—1 VTn—2

Navic zname pocateéni podminku tohoto vztahu a tedy, Zze rg = r1 = 1. Zfejmé se tedy
jedné o klasickou Fibonacciho posloupnost, o které byla zminka v pomocném textu. Snadno
tedy vyjadifme, ze 1/\/r,, = F,, kde F;, je n-ty clen Fibonacciho posloupnosti (¢islovano
od nuly). Dosazenim do jiz zminéného vztahu pro b, ziskime kone¢ny vysledek

2
by = ———
" Fn—an

BRKOS Team 2015



XXI. ro¢nik BRKOS 2014/2015

Uloha 3.5. Libénka objevila v knihovné antickou knihu. Nahodné ji oteviela na strénce, kterd
popisovala Platonska télesa. Zaujal ji pravidelny dvacetistén. Zapamatovala si, ze ma dvanact vr-
cholti a jeho dvacet stén tvofi rovnostranné trojuhelniky. P#i vecefi ji napadl priklad, se kterym se
pochlubila Matgjovi. ,,Co kdybych na kazdou sténu pravidelného dvacetisténu napsala nezaporné
cela cisla tak, aby soucet ¢isel na v8ech sténach byl 397 Myslis, ze by potom musely existovat dvé
stény se spoleénym vrcholem, na kterych by bylo napsané stejné ¢islo?* Jelikoz v televizi davali
samé pro Matéje nezajimavé porady, zjistil, Zze takové dvé stény urcité existuji, jeSté nez Sel spat.
Nenech se Maté&jem zahanbit a dokaz to také.

Reseni. Diikaz povedeme sporem. Budeme predpokladat, ze stény dvacetisténu jdou po-
psat ¢isly tak, aby u zadného vrcholu nebyly dvé stény se stejnym dcislem, a ptitom byl
sousdet vSech cisel 39. Kazdé ¢islo napsané na trojihelnikové sténé dvacetisténu zasahuje
do tfi vrcholi. Protoze dvacetistén mé celkem 12 vrcholli, mize byt kazdé ¢islo napsané
maximélné na % = 4 sténach. Pokusime se pouzit nejmensi mozné ¢isla, tedy ¢tytikrat 0,
¢tyfikrat 1, atd. Abychom popsali vechny stény, musime kazdé z &isel 0,1,2, 3,4 vyuzit
Ctytikrat. Soucet téchto ¢isel je 40. Tim jsme sice nedokazali, Ze takové popsani existuje (ve
skute¢nosti ano, ale to u tohoto dikazu neni diilezité), ale rozhodné nelze vytvorit mensi
soucet, coz je spor, protoze jsme chtéli dvacetistén popsat ¢isly se souctem 39.

Uloha 3.6. Henry s Bublou radi tandi, proto chodi kazdy patek do no¢nich kluba v Hloupéting.
Za ta léta vypozorovali nasledujici: V Hloupétiné bydli n hlupaka a n hlupacek. Kazdy no¢ni klub
v Hloupétiné ma mezi svymi ¢leny stejny pocet hlupaki jako hlupacek. Zadné dva kluby nemaji
vSechny ¢leny stejné a kazdé dva kluby maji stejné spoleénych ¢lenti—hlupakii jako spoleénych
¢lenti—hlupacek. Ur¢is z jejich pozorovéni, kolik nejvyse je v Hloupétiné noc¢nich klubu? Pifiloz i
priklad s praveé tolika kluby.

Regeni. Predpokladejme, Ze mame optimélni Feseni, tedy mnozinu klubti takovych, 7e
jejich pocet je maximélni. Divejme se nejprve pouze na hlupaky v jednotlivych klubech.
Kdyby nékteré dva kluby obsahovaly piesné ty samé hlupaky, tak proto, Ze hlupacek je
v kazdém klubu stejné jako hlupakt, musely by tyto kluby obsahovat i stejné hlupacky.
Protoze v8ak kluby maji navzajem rizné ¢leny, kazdy klub v optimalnim FeSeni tedy obsa-
huje rtiznou mnozinu hlupéki. Klubt tedy mize byt nejvyse 2" (pokud pocitame prazdny
klub).

Ukazme, ze takové rozlozeni mize byt. Sparujme libovolné hlupacky a hlupaky a uvazme
kluby, které jsou podmnoziny mnoziny vsech paru. Téch je jisté 2™ (pokud poéitame i
prazdny klub), nas odhad je tedy ostry a snadno se ovéii, ze to takto definované kluby
vyhovuji v8em podminkam ze zadani.

Uloha 3.7. V Brkosich novinach, v sekci Matematické rébusy, se objevila zajimava soutézni
otazka. ,Dnes hrajeme o ¢tyfi Brkosi body a spoustu Kabridkia! Ptame se Vas, jak dokazat pro

. . RPN S b : 3
libovolna kladné realna ¢&isla a, b, ¢, spliujici a + b + ¢ = 3, nerovnost, ﬁ + 7 T ﬁ > 5.

Regeni.

BRKOS Team 2015



