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Regeni 2. série

TABULKY

autor: Ted a Vidda

Uloha 2.1. Matéj se chlubil Libénce svou novou interaktivni §achovnici: ,,Je to klasicky obarvené
Sachovnice 5 x 5 s bilymi rohy a umi v kazdém kroku invertovat celé fadky nebo sloupce!“ Libénka
zalapala po dechu. ,,To znamena, Ze si mizes vybrat kterykoliv fadek ¢i sloupec a vSechna policka
v ném piebarvit na opacnou barvu?“ zeptala se opatrng. ,Piesnd tak. A dokonce umim timto
zpusobem celou Sachovnici obarvit na ¢erno,” chlubil se dal Matéj. ,,Pff, to umi kazdy,“ nenechala
se oklamat Libénka. ,,Ale na kolik nejméné kroku to dokazes? A kolik nejméné kroku potiebujes,
abys Sachovnici obarvil na bilo?* Najdéte odpovéd na Libénciny otazky a fadné ji zdivodnéte.

Reseni. Nejprve ukdzeme, Ze na Gerno lze Sachovnici obarvit na pé&t kroki a na bilo na
¢tyti. Naptiklad mtizeme piebarvit 1., 3. a 5. sloupec a poté 2. a 4. fddek a vSechna policka
jsou ¢erné. Naopak inverzi 2. a 4. sloupce a poté 2. a 4. fadku ziskdme vSechna policka
bila.

Nyni uvazme policka na diagonale. V8ech pét je bilych a Z&dna dvé nejsou v jednom fadku
ani sloupci. Na obarveni na ¢erno tedy ziejmé potiebujeme nejméné pét krokt. Podobné
pro ptrebarveni ¢ty policek bezprostiedné nad diagonalou potiebujeme uréité alespon ¢tyfti
kroky. Nage feSeni je tedy zaroven optiméalni a ukézali jsme, Ze lépe to uréité nejde.
Uloha 2.2. Henry vstoupil do mistnosti, odhodil nékolik popsanych papirta na stil a zabouchl
za sebou dvefe se slovy ,,Dobrou noc!“ Maté&jovi s Libénkou to nedalo a zacali zkoumat Henryho
papiry. Bylo na nich mnoho tabulek o rozmérech 4 x 7, jejichz policka byla obarvena ¢ervené nebo
modre. ,, To je zajimavé,“ zacala Libénka, ,,ve v8ech tabulkich existuji alespon dva obdélniky s vr-
choly ve stifedech poli¢ek jedné barvy.“ A myslig, ze to plati vzdy?“ zeptal se Maté&j. Rozhodnéte,
zda pro kazdou tabulku 4 x 7, jejiz politka jsou obarvena dvéma barvami, existuji dva obdélniky
s vrcholy ve stfedech policek jedné barvy. Ctverec také povazujeme za obdélnik.

Reseni. Podle Davida Chlupa: (Tabulka ma 4 fadky a 7 sloupcil.) UvaZme nejprve
pouze prvni tii fadky. V kazdém sloupci nékterd barva prevazuje. Nejméné ve Etyfech
sloupcich tedy pfevazuje tataz barva. Dvojice fadkd jsou ale pouze tfi a tedy se nékterd
dvojice policek stejné barvy opakuje. Ta ziejmé tvori jeden hledany obdélnik. Stejnou
tvahu nyni pouzijeme na jinou trojici fadkt, z nichZ ovSem jen jeden bude ten, ktery
obsahoval poli¢ka prvniho obdélniku. Opét dostavame hledany obdélnik, ale zfejmé rizny
od prvniho. Dohromady tedy mame dva obdélniky s pozadovanou vlastnosti a s dikazem
jsme hotovi.

Uloha 2.3. Henry té noci nemohl usnout. Neustéle totiz pfemyslel, pro kterd n € N existuje
tabulka n x n obsahujici n? pfirozenych é&isel, pro kterou plati, ze v policku v i-tém Fadku a j-tém
sloupci je pocet vSech ¢isel j, kterd se vyskytuji v i-tém sloupci. (Napf. je-li ve tifetim fadku a
druhém sloupci zapsana ¢tyfka, znamena to, Ze ve tfetim sloupci tabulky se vyskytuji celkem ¢tyti
dvojky.) Najdéte viechna takova n.

BRKOS Team 2014



XXI. ro¢nik BRKOS 2014/2015

Reseni. UkaZeme, Ze pozadovana tabulka existuje jen pro n = 1.

Predevsim pro n = 1 méame tabulku s jedinym polickem obsahujicim jednicku. Tato
tabulka zfejmé vyhovuje zadani.

Bud nyni n € N takové, Ze existuje tabulka M s rozméry n x n splitujici zadéni. Soucet
¢isel v i-tém rtadku M vyjadiuje, kolikrat se ¢isla 1,...,n vyskytuji v ¢-tém sloupci. Ziejmé
tento soucet muze byt nanejvys n. Zaroven v8ak souéet musi byt aspon n, protoze tabulka
obsahuje jenom pfirozend Cisla. Soucet isel v libovolném Fadku tabulky je tedy roven n.
7 toho vyplyva, ze v kazdém policku tabulky M musi byt ¢islo 1. Takovato tabulka ovSem
vyhovuje zadani pouze pro n = 1.

Uloha 2.4. Nouma sledoval kouzelnicky sachovy turnaj. Byla to docela Fezba, presné jak to mél v
kouzelnickych sachach rad — hralo se totiz na nekone¢né sachovnici. Na za¢atku bylo na Sachovnici
postaveno n? zivych figurek rozestavenych do poli¢ek ve tvaru ¢tverce o strané n policek tak, ze v
kazdém policku stala pravé jedna figurka. V kazdém tahu jedna z figurek vertikalné ¢i horizontalné
prreskocila sousedni policko obsazené jinou figurkou, postavila se na prazdné pole piimo za toto
policko, bez milosti rozsekala pfesko¢enou figurku a nechala zbytky vitézoslavné odklidit z hraciho
pole. Noumu tentokrat napadlo, ze by mohl najit v8echna pfirozend ¢isla n, pro kterd mize tato
hra skoncit s jedinou vitéznou figurkou na Sachovnici.

Regeni. Podle Jana Jurky: Nejprve ukazme, 7e pokud je n délitelné t¥emi, nelze skonéit
pouze s jedinou figurkou. Sachovnici si prebarvime tak, Ze nékterou diagonalu obarvime
napiiklad modfe, diagonédlu nad n{ cervené, dalsi nad nf zelen& a pak op&t modfe, Cervené,
zelené. Nyni se podivejme, co se stane pii jednom tahu. Bez Gjmy na obecnosti feknéme, Ze
modra figurka pfeskoci Cervenou. Pak se stane zelenou. To znamen4, 7Ze v kazdém tahu se
pocet figurek na poli¢kadch dvou barev sniz{ o 1 a pocet figurek zbyvajici barvy se o jedna
zvy&i. Soucet poctu figurek na polickach dvou riznych barev se tedy v kazdém tahu zméni
o dva nebo zustane stejny. Jeho parita se tedy v pribéhu celé partie zachovava.

Jestlize mame na zac¢atku 3k x 3k obsazenych policek, snadno nahlédneme, Ze od kazdé
barvy bude stejny pocet figurek (napf. si vSimneme, ze v kazdém fadku tomu tak je).
Soucet libovolnych dvou barev je tedy sudy a protoze se v priabéhu hry neméni jeho parita,
nemuzeme skondit pouze s jedinou figurkou.

Déle ukazme, ze pokud 3 nedéli n a n > 5, lze hrat tak, Zze zbude jedind figurka.
Dokazme, ze lze beze zbytku odstranit ¢ast ¢tverce tak, aby nadm zbyl pouze Ctverec 2 x 2
nebo 4 x 4.

Pomoci nize uvedenych sekvenci se lze zbavit trojic sousednich figurek, aniz bychom
zménili néco jiného.
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Uvédomme si déle, 7e kazdy ¢tverec n x n, kde 3 1 n lze rozdélit na ¢tyfi ¢asti: tverec
3k x 3k, dva obdélniky 3k x i a Ctverecek i X ¢, kde i je bud 2 nebo 4. Uzitim zminénych
sekvenc{ se umime snadno zbavit vSech téchto ¢ast{ krom malého ¢tverecku.

Nakonec se inspirujeme vysokoskolskymi skripty a dikaz pro n = 2 a n = 4 ponechame
na ¢tenafi jako cviceni.

Uloha 2.5. V Hloup&tiné se na namésti konaly trhy. Jeden z prodavact prodéval dvojice pri-
rozenych Cisel, jejichz soucet byl 2014, ale pfi jejichz s¢itani v desitkové soustavé nedochazelo k
zddnému pienosu. Uréete pocet vSech dvojic, které mohl prodavaé nabizet.

Reseni. Z:idny prenos znamend, ze se jednotlivé fady navzajem neovliviwuji. Pro dvojici
Cisel (a,b), kde agazaiag + bsbob1by = 2014, proto plati

az + by =2
as +by =0
a1 +b; =1
ag + by = 4.

Z toho pro cifry &isla a jasné vyplyva asg € {0,1,2}, az € {0}, a1 € {0,1}, ap € {0,1,2,3,4}.
Podle pravidla sou¢inu vypoc&itdme pocet moznych ¢&isel a: 3 x 1 % 2 x5 = 30. Kazdému a
umime jednoznac¢né piifadit &islo b. Dvojici (a, b) povazujeme za stejnou jako dvojici (b, a),
takZze pocet rtiznych dvojic je jenom g = 15. V&imnéme si, ze nejmensi &islo a, které
umime vytvofit, je 0 a to nepovazujeme za pfirozené &islo. Proto musime tuto moZznost

odecist, to ndm da kone¢ny vysledek 14 dvojic.

Uloha 2.6. Libénka s Mat&jem navitivili hloup&tinskou galerii. Zrovna se totiz konala vystava
moderniho uméni. KdyZz prochéazeli galerii, jeden z obrazu Libénku velice zaujal. Ctvercovy obraz
ABCD mél nad spodni hranou vyobrazen pulkruznici. Obraz rovnéZz pretinala piimka z vrchniho
levého rohu D do spodniho pravého rohu B. Kdyz pfisel k obrazu i Matéj, fekl Libénce: ,,Kdybys
k této pulkruznici vedla z bodu C te¢nu, ktera nebude splyvat s rAmem obrazu, oznadila jeji bod
doteku jako F' a navic oznacila prusecik piimky BD s polokruznici jako E, jaky by byl obsah
trojuhelniku BEF7¢

Reseni. Ulohu budeme fesit BUNO pro |AB| = 10. Zavedme soufadny systém a Gtverec
umistéme tak, ze A = [0,0] a B = [10,0]. Ozna¢me S = [0, 5] stfed strany AB a déle
Fy = [2,4]. Jesté oznatime P, @, R kolmé priméty bodu F' do stran ¢tverce, tedy P = [2, 0],
Q=1[10,4] a R =[0,4].
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7 Pythagorovy véty v trojihelntku PSFy plyne
SFy = /|PSP +[PR2 = /32 + 42 =5.
7 Pythagorovy véty v trojuhelniku QCFy plyne
CFy=/|QCP + |QFy2 = V62 + 8 = 10.

Proto |CFy| = 10 = |BC| a |SFy| = 5 = |SB]|. To ale pro B # Fy znamena, ze Fy = F.
Uzitim dvou Pythagorovych vét jsme dokazali, ze F' = [2,4].

D C

A S B

Ziejmé je obsah trojuhelnikit ASF a SBF stejny, vzdyt maji stejnou vysku v a |AS| =
|SB|. Snadno ur¢ime, ze S(ASF) = S(SBF) = 3* = 10.
Rovnéz S(AFD) = 192 = 10. Protoze je S(ABD) = % = 50, je obsah

S(BDF) = S(ABD) — S(AFD) — S(ASF) — S(SBF) = 50 — 10 — 10 — 10 = 20.
Protoze je bod E stied strany BD, je hledany obsah S(BEF) = %S(BDF) = 70 = 10.

Uloha 2.7. Kouma prisel za Noumou s prosbou o pomoc. ,,Sedim nad tim uz dva dny a ne a
ne to rozlousknout!“ zab&doval Kouma. ,,Ukaz, ptj¢ mi to,* vytrhl Nouma papir Koumovi z ruky.
»Hele, uz to skoro mam!*“ zakiicel euforicky. Budete rychlejsi nez Nouma a zjistite vSechna realna
feSeni systému nasledujicich nerovnic?

(23 — 2325) (25 — 2325) < 0
(22 — x4x1)(x§ —x4x1) < 0
(x% — xm@)(mi —z5x9) < 0
(xi — xlxg)(xg —zz3) < 0
(x? — x2x4)(x% —xoxy) < 0

ResSeni. Secteme-li v8echny nerovnice, ziskdme po upravé
5

((zimip1 — wizigs)” + (@iip1 — Tip1migs)?) <0
=1

1

2
(zde uvazujeme pro kazdé i, ze x; = x;45). Protoze soucet druhych mocnin realnych ¢isel
je nekladny praveé tehdy, kdyz jsou vSechna tato realna ¢isla nulové, plati ziejmé, Zze soucin
libovolnych dvou nezndmych je roven témuz ¢islu. Z toho jednoduchou dvahou ziskdme dva
typy feSeni: Bud x1 = 9 = x3 = x4 = x5 € R a nebo jsou libovolné ¢ty neznamé nulové
a zbyla nabyva libovolné realné hodnoty.
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