
XXI. ro£ník BRKOS 2014/2015

�e²ení 2. série

Tabulky
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Úloha 2.1. Mat¥j se chlubil Lib¥nce svou novou interaktivní ²achovnicí: �Je to klasicky obarvená
²achovnice 5× 5 s bílými rohy a umí v kaºdém kroku invertovat celé °ádky nebo sloupce!� Lib¥nka
zalapala po dechu. �To znamená, ºe si m·ºe² vybrat kterýkoliv °ádek £i sloupec a v²echna polí£ka
v n¥m p°ebarvit na opa£nou barvu?� zeptala se opatrn¥. �P°esn¥ tak. A dokonce umím tímto
zp·sobem celou ²achovnici obarvit na £erno,� chlubil se dál Mat¥j. �P�, to umí kaºdý,� nenechala
se oklamat Lib¥nka. �Ale na kolik nejmén¥ krok· to dokáºe²? A kolik nejmén¥ krok· pot°ebuje²,
abys ²achovnici obarvil na bílo?� Najd¥te odpov¥¤ na Lib¥n£iny otázky a °ádn¥ ji zd·vodn¥te.

�e²ení. Nejprve ukáºeme, ºe na £erno lze ²achovnici obarvit na p¥t krok· a na bílo na
£ty°i. Nap°íklad m·ºeme p°ebarvit 1., 3. a 5. sloupec a poté 2. a 4. °ádek a v²echna polí£ka
jsou £erná. Naopak inverzí 2. a 4. sloupce a poté 2. a 4. °ádku získáme v²echna polí£ka
bílá.
Nyní uvaºme polí£ka na diagonále. V²ech p¥t je bílých a ºádná dv¥ nejsou v jednom °ádku
ani sloupci. Na obarvení na £erno tedy z°ejm¥ pot°ebujeme nejmén¥ p¥t krok·. Podobn¥
pro p°ebarvení £ty° polí£ek bezprost°edn¥ nad diagonálou pot°ebujeme ur£it¥ alespo¬ £ty°i
kroky. Na²e °e²ení je tedy zárove¬ optimální a ukázali jsme, ºe lépe to ur£it¥ nejde.

Úloha 2.2. Henry vstoupil do místnosti, odhodil n¥kolik popsaných papír· na st·l a zabouchl
za sebou dve°e se slovy �Dobrou noc!� Mat¥jovi s Lib¥nkou to nedalo a za£ali zkoumat Henryho
papíry. Bylo na nich mnoho tabulek o rozm¥rech 4× 7, jejichº polí£ka byla obarvena £erven¥ nebo
mod°e. �To je zajímavé,� za£ala Lib¥nka, �ve v²ech tabulkách existují alespo¬ dva obdélníky s vr-
choly ve st°edech polí£ek jedné barvy.� �A myslí², ºe to platí vºdy?� zeptal se Mat¥j. Rozhodn¥te,
zda pro kaºdou tabulku 4×7, jejíº polí£ka jsou obarvena dv¥ma barvami, existují dva obdélníky

s vrcholy ve st°edech polí£ek jedné barvy. �tverec také povaºujeme za obdélník.

�e²ení. Podle Davida Chlupa: (Tabulka má 4 °ádky a 7 sloupc·.) Uvaºme nejprve
pouze první t°i °ádky. V kaºdém sloupci n¥která barva p°evaºuje. Nejmén¥ ve £ty°ech
sloupcích tedy p°evaºuje tatáº barva. Dvojice °ádk· jsou ale pouze t°i a tedy se n¥která
dvojice polí£ek stejné barvy opakuje. Ta z°ejm¥ tvo°í jeden hledaný obdélník. Stejnou
úvahu nyní pouºijeme na jinou trojici °ádk·, z nichº ov²em jen jeden bude ten, který
obsahoval polí£ka prvního obdélníku. Op¥t dostáváme hledaný obdélník, ale z°ejm¥ r·zný
od prvního. Dohromady tedy máme dva obdélníky s poºadovanou vlastností a s d·kazem
jsme hotovi.

Úloha 2.3. Henry té noci nemohl usnout. Neustále totiº p°emý²lel, pro která n ∈ N existuje
tabulka n× n obsahující n2 p°irozených £ísel, pro kterou platí, ºe v polí£ku v i-tém °ádku a j-tém
sloupci je po£et v²ech £ísel j, která se vyskytují v i-tém sloupci. (Nap°. je-li ve t°etím °ádku a
druhém sloupci zapsána £ty°ka, znamená to, ºe ve t°etím sloupci tabulky se vyskytují celkem £ty°i
dvojky.) Najd¥te v²echna taková n.
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�e²ení. Ukáºeme, ºe poºadovaná tabulka existuje jen pro n = 1.
P°edev²ím pro n = 1 máme tabulku s jediným polí£kem obsahujícím jedni£ku. Tato

tabulka z°ejm¥ vyhovuje zadání.
Bu¤ nyní n ∈ N takové, ºe existuje tabulka M s rozm¥ry n×n spl¬ující zadání. Sou£et

£ísel v i-tém °ádku M vyjad°uje, kolikrát se £ísla 1, . . . , n vyskytují v i-tém sloupci. Z°ejm¥
tento sou£et m·ºe být nanejvý² n. Zárove¬ v²ak sou£et musí být aspo¬ n, protoºe tabulka
obsahuje jenom p°irozená £ísla. Sou£et £ísel v libovolném °ádku tabulky je tedy roven n.
Z toho vyplývá, ºe v kaºdém polí£ku tabulky M musí být £íslo 1. Takováto tabulka ov²em
vyhovuje zadání pouze pro n = 1.

Úloha 2.4. �ouma sledoval kouzelnický ²achový turnaj. Byla to docela °eºba, p°esn¥ jak to m¥l v
kouzelnických ²achách rád � hrálo se totiº na nekone£né ²achovnici. Na za£átku bylo na ²achovnici
postaveno n2 ºivých �gurek rozestavených do polí£ek ve tvaru £tverce o stran¥ n polí£ek tak, ºe v
kaºdém polí£ku stála práv¥ jedna �gurka. V kaºdém tahu jedna z �gurek vertikáln¥ £i horizontáln¥
p°esko£ila sousední polí£ko obsazené jinou �gurkou, postavila se na prázdné pole p°ímo za toto
polí£ko, bez milosti rozsekala p°esko£enou �gurku a nechala zbytky vít¥zoslavn¥ odklidit z hracího
pole. �oumu tentokrát napadlo, ºe by mohl najít v²echna p°irozená £ísla n, pro která m·ºe tato
hra skon£it s jedinou vít¥znou �gurkou na ²achovnici.

�e²ení. Podle Jana Jurky: Nejprve ukaºme, ºe pokud je n d¥litelné t°emi, nelze skon£it
pouze s jedinou �gurkou. �achovnici si p°ebarvíme tak, ºe n¥kterou diagonálu obarvíme
nap°íklad mod°e, diagonálu nad ní £erven¥, dal²í nad ní zelen¥ a pak op¥t mod°e, £erven¥,
zelen¥. Nyní se podívejme, co se stane p°i jednom tahu. Bez újmy na obecnosti °ekn¥me, ºe
modrá �gurka p°esko£í £ervenou. Pak se stane zelenou. To znamená, ºe v kaºdém tahu se
po£et �gurek na polí£kách dvou barev sníºí o 1 a po£et �gurek zbývající barvy se o jedna
zvý²í. Sou£et po£tu �gurek na polí£kách dvou r·zných barev se tedy v kaºdém tahu zm¥ní
o dva nebo z·stane stejný. Jeho parita se tedy v pr·b¥hu celé partie zachovává.

Jestliºe máme na za£átku 3k×3k obsazených polí£ek, snadno nahlédneme, ºe od kaºdé
barvy bude stejný po£et �gurek (nap°. si v²imneme, ºe v kaºdém °ádku tomu tak je).
Sou£et libovolných dvou barev je tedy sudý a protoºe se v pr·b¥hu hry nem¥ní jeho parita,
nem·ºeme skon£it pouze s jedinou �gurkou.

Dále ukaºme, ºe pokud 3 ned¥lí n a n ≥ 5, lze hrát tak, ºe zbude jediná �gurka.
Dokaºme, ºe lze beze zbytku odstranit £ást £tverce tak, aby nám zbyl pouze £tverec 2× 2
nebo 4× 4.

Pomocí níºe uvedených sekvencí se lze zbavit trojic sousedních �gurek, aniº bychom
zm¥nili n¥co jiného.
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Uv¥domme si dále, ºe kaºdý £tverec n× n, kde 3 - n lze rozd¥lit na £ty°i £ásti: £tverec
3k × 3k, dva obdélníky 3k × i a £tvere£ek i× i, kde i je bu¤ 2 nebo 4. Uºitím zmín¥ných
sekvencí se umíme snadno zbavit v²ech t¥chto £ástí krom malého £tvere£ku.

Nakonec se inspirujeme vysoko²kolskými skripty a d·kaz pro n = 2 a n = 4 ponecháme
na £tená°i jako cvi£ení.

Úloha 2.5. V Hloup¥tín¥ se na nám¥stí konaly trhy. Jeden z prodava£· prodával dvojice p°i-
rozených £ísel, jejichº sou£et byl 2014, ale p°i jejichº s£ítání v desítkové soustav¥ nedocházelo k
ºádnému p°enosu. Ur£ete po£et v²ech dvojic, které mohl prodava£ nabízet.

�e²ení. �ádný p°enos znamená, ºe se jednotlivé °ády navzájem neovliv¬ují. Pro dvojici
£ísel (a, b), kde a3a2a1a0 + b3b2b1b0 = 2014, proto platí

a3 + b3 = 2

a2 + b2 = 0

a1 + b1 = 1

a0 + b0 = 4.

Z toho pro cifry £ísla a jasn¥ vyplývá a3 ∈ {0, 1, 2}, a2 ∈ {0}, a1 ∈ {0, 1}, a0 ∈ {0, 1, 2, 3, 4}.
Podle pravidla sou£inu vypo£ítáme po£et moºných £ísel a : 3 ∗ 1 ∗ 2 ∗ 5 = 30. Kaºdému a
umíme jednozna£n¥ p°i°adit £íslo b. Dvojici (a, b) povaºujeme za stejnou jako dvojici (b, a),
takºe po£et r·zných dvojic je jenom 30

2 = 15. V²imn¥me si, ºe nejmen²í £íslo a, které
umíme vytvo°it, je 0 a to nepovaºujeme za p°irozené £íslo. Proto musíme tuto moºnost
ode£íst, to nám dá kone£ný výsledek 14 dvojic.

Úloha 2.6. Lib¥nka s Mat¥jem nav²tívili hloup¥tínskou galerii. Zrovna se totiº konala výstava
moderního um¥ní. Kdyº procházeli galerií, jeden z obraz· Lib¥nku velice zaujal. �tvercový obraz
ABCD m¥l nad spodní hranou vyobrazen p·lkruºnici. Obraz rovn¥º p°etínala p°ímka z vrchního
levého rohu D do spodního pravého rohu B. Kdyº p°i²el k obrazu i Mat¥j, °ekl Lib¥nce: �Kdybys
k této p·lkruºnici vedla z bodu C te£nu, která nebude splývat s rámem obrazu, ozna£ila její bod
doteku jako F a navíc ozna£ila pr·se£ík p°ímky BD s polokruºnicí jako E, jaký by byl obsah
trojúhelníku BEF?�

�e²ení. Úlohu budeme °e²it BÚNO pro |AB| = 10. Zave¤me sou°adný systém a £tverec
umíst¥me tak, ºe A = [0, 0] a B = [10, 0]. Ozna£me S = [0, 5] st°ed strany AB a dále
F0 = [2, 4]. Je²t¥ ozna£íme P,Q,R kolmé pr·m¥ty bodu F do stran £tverce, tedy P = [2, 0],
Q = [10, 4] a R = [0, 4].
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Z Pythagorovy v¥ty v trojúhelníku PSF0 plyne

SF0 =
√
|PS|2 + |PF0|2 =

√
32 + 42 = 5.

Z Pythagorovy v¥ty v trojúhelníku QCF0 plyne

CF0 =
√
|QC|2 + |QF0|2 =

√
62 + 82 = 10.

Proto |CF0| = 10 = |BC| a |SF0| = 5 = |SB|. To ale pro B 6= F0 znamená, ºe F0 = F.
Uºitím dvou Pythagorových v¥t jsme dokázali, ºe F = [2, 4].

Z°ejm¥ je obsah trojúhelník· ASF a SBF stejný, vºdy´ mají stejnou vý²ku v a |AS| =
|SB|. Snadno ur£íme, ºe S(ASF ) = S(SBF ) = 5·4

2 = 10.

Rovn¥º S(AFD) = 10·2
2 = 10. Protoºe je S(ABD) = 102

2 = 50, je obsah

S(BDF ) = S(ABD)− S(AFD)− S(ASF )− S(SBF ) = 50− 10− 10− 10 = 20.

Protoºe je bod E st°ed strany BD, je hledaný obsah S(BEF ) = 1
2S(BDF ) = 20

2 = 10.

Úloha 2.7. Kouma p°i²el za �oumou s prosbou o pomoc. �Sedím nad tím uº dva dny a ne a
ne to rozlousknout!� zab¥doval Kouma. �Ukaº, p·j£ mi to,� vytrhl �ouma papír Koumovi z ruky.
�Hele, uº to skoro mám!� zak°i£el euforicky. Budete rychlej²í neº �ouma a zjistíte v²echna reálná
°e²ení systému následujících nerovnic?

(x2
1 − x3x5)(x

2
2 − x3x5) ≤ 0

(x2
2 − x4x1)(x

2
3 − x4x1) ≤ 0

(x2
3 − x5x2)(x

2
4 − x5x2) ≤ 0

(x2
4 − x1x3)(x

2
5 − x1x3) ≤ 0

(x2
5 − x2x4)(x

2
1 − x2x4) ≤ 0

�e²ení. Se£teme-li v²echny nerovnice, získáme po úprav¥

1

2

5∑
i=1

(
(xixi+1 − xixi+3)

2 + (xixi+1 − xi+1xi+3)
2
)
≤ 0

(zde uvaºujeme pro kaºdé i, ºe xi = xi+5). Protoºe sou£et druhých mocnin reálných £ísel
je nekladný práv¥ tehdy, kdyº jsou v²echna tato reálná £ísla nulová, platí z°ejm¥, ºe sou£in
libovolných dvou neznámých je roven témuº £íslu. Z toho jednoduchou úvahou získáme dva
typy °e²ení: Bu¤ x1 = x2 = x3 = x4 = x5 ∈ R a nebo jsou libovolné £ty°i neznámé nulové
a zbylá nabývá libovolné reálné hodnoty.
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