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ReSeni 1. série

UVODNI GULAS

autor: Kolektiv orgi

Uloha 1.1. Bubla, Libénka, Henry a Mat&j hrali hru. Protoze byli étyii, napsali si na tabuli étyfi
¢tyrky a jejich tkolem pak bylo vepsat mezi né t¥i znaménka nékterych ze ¢ty zakladnich operaci
(sGitani, od¢itani, nasobeni a déleni, znaménka se mohla i opakovat) a zavorky. Jejich cilem bylo
postupné timto zpusobem vytvorit vechna celd ¢isla od 0 az po 9 vietné. Zvladnete to také?

Regeni. Jelikoz nam Silvia Pechové poslala velice hezky zpracovanou tabulku viech moz-
nych variant Fefeni,vyuzivame ji, jako vzorové reseni:
0:44+4—-4—-4,4—4+4—-4,4—4—-4+4,4—4-4:4,4—4:4-44-4—4-4,4-4:-4—4,
4:4—-4:4,4:4-4—-4,(4—4)-4-4,(4—4)-4:4,(4—4):4-4,(4—4):4:4,4-(4—4) : 4,
4-(4—4)-4,4-4-(4—4,4:4-4—4),4+4)-(4—-4),4—-4)-(4+4)
1:44+4:4—4,4—-4+4+4:4,4-4:4:4,4:44+4—-4,4:4—-4+4,4:4-4:4, (44+4-4) 4,
(4—4+4):4,4:(44+4—-4),4:(4—4+4),(4+4):(44+4)
2:4:4+4:4,4—(444):4,4:(4+4)-4,4-4:(444)

3: (4+4+4):4,(4-4—-4):4
4:4+(4—-4)-4,4+(4—-4):4,4—(4—-4)-4,4—(4—4):4,(4—4)-4+4,(4—4) : 4+ 4,
4-(4—4)+4,4—-4-(4—-4),4+4-(4—-4)

5:(4+4-4):4,(4-4+4):4

6: 4+ (4+4):4,(4+4):4+4

T:d44+4—-4:4,4—4:4+4

8:4+4+4—-4,44+4—-444,4+4-4:4,4+4:4-4 4-44+444,4-4—-4—-4,4-4:4+4
4:4-444,(4+4)-4:4,(4+4):4-4,4-(44+4):4,4:4-(4+4)

9 4+44+4:4,4+4:44+4,4:4+4+4

Uloha 1.2. Matgj s Libénkou si hrali s micem. I tu jim mi¢ znenadani spadl do travy. Libénka
pozorné obesla mi¢ dokola a vSimla si, ze na mici sedi 5 slunééek sedmiteénych. Kdyz to fekla
Maté&jovi, hned ji odpovédél: ,,A vi§, Ze muzes natocit mic tak, Ze kdyz se na né&j podivas piimo shora,
tak, abys vidéla pravé jednu polosféru véetné jeji hranice, uvidis alespon 4 slunécka? Presvédcte
o tom Libénku.

ResSeni.
Rychlé teSeni: Uvazme libovolnou dvojici bodt ze zadanych péti. Tyto dva body pak
zfejmé lezi na néjaké hlavni kruznici. Tato kruznice rozdéli sféru na dvé polosféry (oznacme
je A a B). Zbylé t¥i body mohou kazdy byt bud v A nebo v B nebo v Ai B (pokud lezi
pfimo na oné hlavni kruznici. Kazdopadné v A nebo v B lezi dva ze zbylych tii bodu a
tedy dohromady ¢tyfi z péti.

Jiny ptistup: Trochu podobné se na problém da nahliZet nasledovné. Mame sféru a
bod. Tento bod zfejmé lezi na néjaké polosfére. P¥idame dalsi bod, tyto dva body lezi na
néjaké hlavni kruznice (jako v pfedchozim Fegeni). Pfidame dalsi bod, at padne tam ¢i tam,
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budeme mit polosféru s tfemi body. Pfidame &tvrty — ejhle, ten miZze spadnout do druhé
polosféry, nez predchozi. PFfidame paty — ten uz urcité bude na polosfére, na které mam
alespon tfi body. Opét jsme skonéili se ¢tyfmi body na polosfére.

Zajimavé teSeni MatousSe Trnky: Chceme ukazat, Ze pro libovolnych pét bodi na
sféfe existuje polosféra, na které lezi alesponn ¢tyfi z téch péti bodi. (Polosféru budeme
vzdy uvazovat i s jeji hranici). Na tvod poznamenejme: jestlize mnozina bodi na sfére lezi
v jedné roving, pak tato mnozina bodu lezi i na néjaké polosfére. Dédle budeme potiebovat
toto tvrzeni:

Necht {1, z2, 13, 24,25} C R3 je takovd mnoZina bodi, Ze Zddnd ctverice z nich neleZi
v jedné roviné. Potom existuje rovina, kterd prochdzi tremi z téchto bodi tak, Ze zbyjvayict
dva body lezi v rizngch poloprostorech urcenijch touto rovinou.

Abychom ové&fili, Ze to skuteéné plati uvazujme p¥imku uréenou body x1 a x2 (ty jsou
ur¢ité riuzné). Body z3, x4 a x5 potom urcuji spolu s touto piimkou t¥i rizné poloroviny.
Protoze ze tii (hld mezi ,sousednimi* polorovinami musi aspoit dva byt mensi nez pfimy
thel, polorovina pfislusejici témto dvéma thlim uréuje hledanou rovinu.

Resent nyni plyne piimo z pfedchéazejictho tvrzeni. Jestlize totiz z uvazované pétice
bodl muzeme vybrat ¢tverici, kterd lezi v jedné roving, pak tato ¢tvefice lezi i na néjakeé
polosfére. Pokud takova ¢tvefice neexistuje, tak vybereme néjakou trojici bodi, kterd urcuje
takovou rovinu, ze zbyvajici dva body nalezi do riznych poloprostort danych touto hraniéni
rovinou. Potom kazda polosféra obsahujici tyto t¥i body zaroven obsahuje aspon jeden ze
zbyvajicich bod.

Uloha 1.3. Libénka s sebou nosi svazek s n kli¢i na jednom krouzku. Aby poznala, ktery kli¢
je ktery, rozhodla se, 7e si kazdy z n kli¢i obarvi néjakou barvou. Pro kazdé pfirozené &islo n

rozhodnéte, kolik nejméné barev musi Libénka pouZit, aby kazdy kli¢ podle barev rozeznala, at uz
se klice v kapse otoc¢i nebo pieklopi jakkoli.

Reseni. Podle Davida Surmy: Pro jeden kli¢ nam zfejmé stadi jedna barva, naopak
pro dva klice ndm zfejmé jedna barva nestaci. Dvé uz ale ano. D4l uvazujme n > 2.
Umistime si n kli¢i do vrcholi pravidelného n-tthelniku. Ten mé celkem n rtznych os sy-
metrie (pro liché n jde kazda osa jednim vrcholem a jednou stranou, pro sudé n jde kazda
osa bud dvéma vrcholy nebo dvéma stranami). Snadno ovéfime, ze pro kazdou dvojici (ne
nutné ruznych) vrcholl, existuje pravé jedna osa symetrie pravidelného n-thelniku, ktera
tyto dva vrcholy mezi sebou vyméni.

7 této vlastnosti plyne, Zze pokud Libénka obarvi klice dvéma barvami, musi nutné obé
barvy pouzit na alespon tii klice. Kdyby totiz napfiklad modrou pouzila nejvyse na dva
kli¢e, existovala by osa symetrie, ktera dva modré kli¢e prohodi, ostatni (naptiklad ¢erveneé)
néjak promichd mezi sebou a dostali bychom situaci k nerozeznani od ptivodni, pfesto vSak
odlisnou.

Ziejmé tedy pro 2 < n < 6 potfebujeme alespon t¥i barvy, nebot pro dvé barvy je jedna z
nich pouzita nejvyse dvakrat. Snadno se presvédéime, Ze tfi barvy nam jiz staci: pron = 3
obarvime —ABC—, pro n = 4 obarvime —ABCC—, pro n =5 obarvime —ABCCC—.
Dale pro n > 6 ukdZeme, Ze nadm sta¢i pouhé dvé barvy. Skute¢né, obarvime-li klice
—ABAABB...B— a budeme pokracovat barvou B, dokize Libénka vzdy jednoznacné
identifikovat kazdy kli¢ na krouzku, at uz se ji v kapse zamich4 jakkoliv.

Uloha 1.4. Nouma zjistil, Ze mé& na kalhotech diru ve tvaru konvexniho n-thelnika. Dira méa
plosny obsah 10cm? Chce si na ni poiidit obdélnikovou zaplatu. Ukazte, ze at jsou rozméry diry
jakékoli, vzdy existuje obdélnikova zaplatu, ktera ji celou piekryje a pfitom nebude jeji plosny
obsah vétsi nez 20ecm?. Presahy zéaplaty zanedbejte. (Konvexni ttvar s kazdymi dvéma svymi body
obsahuje i usecku, ktera je spojuje.)
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Reseni. Tvrzeni dokazeme konstruktivné, tj. pro libovolny konvexni n-tthelnik A; ... A, o
obsahu 10 nalezneme obdélnik o obsahu 20, ktery jej obsahuje. Ze v8ech vrcholt n-thelniku
Ar ... A, vyberme nékteré dva, jejichz vzdalenost je maximalni a oznac¢me je A;, A; a jejich
vzdalenost |A;A;| := a. (Takova dvojice vzdy existuje, ponévadz n-uhelnik je kompaktni
mnoZina bodi.)

Uvazme kruhy K;, K; se stfedy poradé A;, A; a poloméry a. Pro spor predpokladejme,
ze existuje bod X n-thelniku A; ... A,, ktery lezi vné pruniku téchto kruht - bez tjmy
na obecnosti vné kruhu K;. Potom je vSak | X A;| > a, coz je polomér kruhu K;. Nasli
jsme tedy dvojici bodia X, A;, n-tthelniku A ... A, jejichz vzdalenost pFevysuje a. To je
spor s tim, ze a je nejdeldf tsecka n-thelniku A; ... A, . Proto je n-thelntk A;... A, pod
prinikem kruht Kj, Kj.

Ozna¢me A; libovolny bod n-tihelniku A; ... A,, ktery ma od piimky A;A; maximalni
vzdalenost. Oznatme A,, libovolny bod n-tthelniku Ay ... A,, ktery lezi v poloroviné opacné
k A;A; — A; a ze vSech bodi n-thelniku A, ... A, lezicich v této poloroviné ma od piimky
A;A; maximalni vzdélenost. Necht p, ¢ jsou pfimky rovnobézné s pifimkou A;A; prochéa-
zejici pofadé body A;, A,,. Uvazme kolmice na A;A; vedené body A;, A;. Tato Ctvefice
piimek vymezuje obdélnik KLMN :

Pfedpokladejme, Ze existuje bod Y n-thelniku A; ... A, lezici mimo pas P ohraniceny
piimkami p, q. To je vS8ak ve sporu s na$i volbou bodu Aj;, A,,, protoZe to jsou body n-
thelniku A; ... A,, které maji od pfimky A;A; maximalni vzdalenost (kazdy na jinou
stranu). Proto je n-uhelnik A; ... A, cely v pasu P a protoze zaroven nepiesahuje prinik
kruhtt K;, K, lezi n-thelnik Ay ... A, v K; N K; NP,
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Protoze je n-thelnik A; ... A, konvexni, obsahuje s body A;, A, Aj, A; i vSechny tsecky
je spojujici a tudiz i ¢tyfuhelnik A;A,,A;A;. Jeho obsah 10 tak neni mensi nez obsah S
ctyfahelniku A;A,,A;A;. Obsah S je souctem obsahii trojuhelnikt A;A;A4; a A;AjAm.
Tento souéet je ziejmé polovina obsahu étyfahelniku K LM N, tedy K LM N méa obsah 25S.
Protoze n-thelnik A;... A, ma obsah 10 > 5, je obsah KLMN < 20. Nalezli jsme tedy
obdélnik K LM N, ktery mé obsah nejvyge 20 a piekryva cely n-thelnik A; ... A,. Tim je
dikaz hotov.

Uloha 1.5. Kdyz Matéj ukazoval Henrymu svoji oblibenou sbirku pfikladd, poznamenal:
1. ,Kazdy muj oblibeny piiklad je zajimavy.“
2. ,,Vsechny piiklady s hvézdickou jsou ve §kole neoblibené.
3. ,,Kazdy slozity piiklad je mij oblibeny.*
4. ,Zajimavy piiklad je vzdy nezvykly.“
5. ,,V8echny piiklady s hvézdickou jsou slozité.*
Henry se chvilku zamyslel a odvodil z pfedchozich vét dvé dalsi véci:
a) Kazdy ve skole neoblibeny piiklad je zajimavy.
b) Vsechny piiklady s hvézdickou jsou nezvyklé.
Rozhodnéte, které z Henryho zavéri nutné vyplyvaji ze zadanych informaci.
ReSeni. Poznamka na tvod: Implikace je tvrzeni typu ,Kdyz A, potom B.“. Je tedy

pravdivé vzdy, kromé pfipadu, kdy A je pravdivé a B nepravdivé.
Vyroky pfepiSeme do implikaci:

1. Matg&juv oblibeny = zajimavy

2. s hvézdickou = neoblibené ve skole
3. slozity = Maté&juv oblibeny

4. zajimavy = nezvykly

5. s hvézdickou = slozity

Tvrzeni a) zni: Kazdy ve skole neoblibeny p¥iklad je zajimavy.
Kdyz je piiklad neoblibeny ve $kole, nevime o ném uZ nic dalsiho, protoZe z ného ze zada-
nych vyrokil nevede zadna implikace. Je pouze ,na pravé strané Sipky“ a protoze implikace
je jen jednosmérny vztah, o neoblibenych piikladech nic nefika. Tento vyrok tedy z Maté-
jovych vyrokid nevyplyva.

Tvrzeni b) zni: Viechny p¥iklady s hvézdickou jsou nezvykleé.
MiiZeme sestavit posloupnost implikaci: s hvézdickou = slozity = Maté&juv oblibeny =
zajimavy = nezvykly. Dané tvrzeni plat{ kvili tranzitivn{ vlastnosti implikace, ktera rika,
7e pokud plati A = B a zaroven B = C, pak plati i A = C. Tento vyrok tedy plati.

Uloha 1.6. Nouma mél jednou megalomansky sen. Zdalo se mu, Ze kostickami, jako je ta na
obrézku, vyplnil cely prostor tak, aby zadné misto v prostoru nezistalo prazdné, ale pritom se
kosticky vzajemné nepiekryvaly. Najdéte zptisob, jakym to mohl Nouma udélat.
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Regeni. Rozdélme trojrozmérny prostor na krychle jednotkové délky hran se stiedy v
bodech s celo¢iselnymi soufadnicemi. Kazdé krychli pfifadime hodnotu rovnu zbytku po
délent péti ze souc¢tu soutadnic jejiho stfedu. Krychle spojime do pétic, jak je naznaceno na
obrazku. Kazd4 krychle bude v pravé jedné pétici. Pétice tedy vyplimji prostor (dokonce
periodicky a vSechny pfi shodném natoceni). V§imneme si, Ze pétice muzeme nahradit za
kostky, které tim padem také vypliuji prostor.

X

Uloha 1.7. Kouma si hral se Gtyf'mi prirozenymi ¢isly a, b, ¢, d. PfiSel k nému Nouma a viiml si,
ze plati rovnosti

abta+b = 524,

bc+b+c = 146,

cd+c+d = 104,
abed = 8

kde n! =n-(n—1)---2-1. Najdéte viechny ctvefice ¢isel, s nimiZ si Kouma mohl hrat.

Reseni. Pouzitim rozkladu zy + = +y = (z 4+ 1)(y + 1) — 1 dostavame
(a+1)(b+1) =525=3-52.7,(b+1)(c+1) =147 =3-7% (c+1)(d+1) = 105=3-5-7
Odtud jasné vidime, ze (b+1)|21 a (c+ 1)|21. Zaroven 7|(b+ 1) a také 7|(c+1). Tedy
nam stadi rozligit dvé moznosti, a to

ib4+1=7c+1=21, tedy b =6, c = 20. Dopocitanim a z prvni rovnice dostavime
a+1=75a tedy a =74, avSak potom a t 8! a tato ¢isla nemohou vyhovovat ¢tvrté
rovnici.

iil b+1=21,c+1=7,tedy b =06, c = 20. Dopo¢itanim a, d z prvni, resp. tfet{ rovnice
ziskdme a + 1 = 25, d 4+ 1 = 15 a dostavame ¢tverici (24,20, 6, 14).

Dosazenim do étvrté rovnice snadno ovéfime, Ze naSe ¢tvefice je opravdu FeSenim
v8ech ¢tyT rovnic, a tudiz jedina Ctvefice &isel, se kterou si mohl Kouma hrat, je ¢tve-
Fice (24,20, 6,14).
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