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�e²ení 1. série

Úvodní gulá²

autor: Kolektiv org·

Úloha 1.1. Bubla, Lib¥nka, Henry a Mat¥j hráli hru. Protoºe byli £ty°i, napsali si na tabuli £ty°i
£ty°ky a jejich úkolem pak bylo vepsat mezi n¥ t°i znaménka n¥kterých ze £ty° základních operací
(s£ítání, od£ítání, násobení a d¥lení, znaménka se mohla i opakovat) a závorky. Jejich cílem bylo
postupn¥ tímto zp·sobem vytvo°it v²echna celá £ísla od 0 aº po 9 v£etn¥. Zvládnete to také?

�e²ení. Jelikoº nám Silvia Pechová poslala velice hezky zpracovanou tabulku v²ech moº-
ných variant °e²ení,vyuºíváme ji, jako vzorové °e²ení:
0: 4+4− 4− 4, 4− 4+4− 4, 4− 4− 4+4, 4− 4 · 4 : 4, 4− 4 : 4 · 4, 4 · 4− 4 · 4, 4 · 4 : ·4− 4,
4 : 4−4 : 4, 4 : 4 ·4−4, (4−4) ·4 ·4, (4−4) ·4 : 4, (4−4) : 4 ·4, (4−4) : 4 : 4, 4 · (4−4) : 4,
4 · (4− 4) · 4, 4 · 4 · (4− 4, 4 : 4 · (4− 4), (4 + 4) · (4− 4), (4− 4) · (4 + 4)
1: 4+4 : 4−4, 4−4+4 : 4, 4 ·4 : 4 : 4, 4 : 4+4−4, 4 : 4−4+4, 4 : 4 ·4 : 4, (4+4−4) : 4,
(4− 4 + 4) : 4, 4 : (4 + 4− 4), 4 : (4− 4 + 4), (4 + 4) : (4 + 4)
2: 4 : 4 + 4 : 4, 4− (4 + 4) : 4, 4 : (4 + 4) · 4, 4 · 4 : (4 + 4)
3: (4 + 4 + 4) : 4, (4 · 4− 4) : 4
4: 4+ (4− 4) · 4, 4+ (4− 4) : 4, 4− (4− 4) · 4, 4− (4− 4) : 4, (4− 4) · 4+ 4, (4− 4) : 4+ 4,
4 · (4− 4) + 4, 4− 4 · (4− 4), 4 + 4 · (4− 4)
5: (4 + 4 · 4) : 4, (4 · 4 + 4) : 4
6: 4 + (4 + 4) : 4, (4 + 4) : 4 + 4
7: 4 + 4− 4 : 4, 4− 4 : 4 + 4
8: 4+4+4− 4, 4+4− 4+4, 4+4 · 4 : 4, 4+4 : 4 · 4, 4− 4+4+4, 4 · 4− 4− 4, 4 · 4 : 4+4,
4 : 4 · 4 + 4, (4 + 4) · 4 : 4, (4 + 4) : 4 · 4, 4 · (4 + 4) : 4, 4 : 4 · (4 + 4)
9: 4 + 4 + 4 : 4, 4 + 4 : 4 + 4, 4 : 4 + 4 + 4

Úloha 1.2. Mat¥j s Lib¥nkou si hráli s mí£em. I tu jim mí£ znenadání spadl do trávy. Lib¥nka
pozorn¥ obe²la mí£ dokola a v²imla si, ºe na mí£i sedí 5 sluné£ek sedmite£ných. Kdyº to °ekla
Mat¥jovi, hned jí odpov¥d¥l: �A ví², ºe m·ºe² nato£it mí£ tak, ºe kdyº se na n¥j podívá² p°ímo shora,
tak, abys vid¥la práv¥ jednu polosféru v£etn¥ její hranice, uvidí² alespo¬ 4 sluné£ka?� P°esv¥d£te
o tom Lib¥nku.

�e²ení.
Rychlé °e²ení: Uvaºme libovolnou dvojicí bod· ze zadaných p¥ti. Tyto dva body pak
z°ejm¥ leºí na n¥jaké hlavní kruºnici. Tato kruºnice rozd¥lí sféru na dv¥ polosféry (ozna£me
je A a B). Zbylé t°i body mohou kaºdý být bu¤ v A nebo v B nebo v A i B (pokud leºí
p°ímo na oné hlavní kruºnici. Kaºdopádn¥ v A nebo v B leºí dva ze zbylých t°í bod· a
tedy dohromady £ty°i z p¥ti.

Jiný p°ístup: Trochu podobn¥ se na problém dá nahlíºet následovn¥. Máme sféru a
bod. Tento bod z°ejm¥ leºí na n¥jaké polosfé°e. P°ídáme dal²í bod, tyto dva body leºí na
n¥jaké hlavní kruºnice (jako v p°edchozím °e²ení). P°idáme dal²í bod, a´ padne tam £i tam,
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budeme mít polosféru s t°emi body. P°idáme £tvrtý � ejhle, ten m·ºe spadnout do druhé
polosféry, neº p°edchozí. P°idáme pátý � ten uº ur£it¥ bude na polosfé°e, na které mám
alespo¬ t°i body. Op¥t jsme skon£ili se £ty°mi body na polosfé°e.

Zajímavé °e²ení Matou²e Trnky: Chceme ukázat, ºe pro libovolných p¥t bod· na
sfé°e existuje polosféra, na které leºí alespo¬ £ty°i z t¥ch p¥ti bod·. (Polosféru budeme
vºdy uvaºovat i s její hranicí). Na úvod poznamenejme: jestliºe mnoºina bod· na sfé°e leºí
v jedné rovin¥, pak tato mnoºina bod· leºí i na n¥jaké polosfé°e. Dále budeme pot°ebovat
toto tvrzení:

Nech´ {x1, x2, x3, x4, x5} ⊆ R3 je taková mnoºina bod·, ºe ºádná £tve°ice z nich neleºí

v jedné rovin¥. Potom existuje rovina, která prochází t°emi z t¥chto bod· tak, ºe zbývající

dva body leºí v r·zných poloprostorech ur£ených touto rovinou.

Abychom ov¥°ili, ºe to skute£n¥ platí uvaºujme p°ímku ur£enou body x1 a x2 (ty jsou
ur£it¥ r·zné). Body x3, x4 a x5 potom ur£ují spolu s touto p°ímkou t°i r·zné poloroviny.
Protoºe ze t°í úhl· mezi �sousedními� polorovinami musí aspo¬ dva být men²í neº p°ímý
úhel, polorovina p°íslu²ející t¥mto dv¥ma úhl·m ur£uje hledanou rovinu.

�e²ení nyní plyne p°ímo z p°edcházejícího tvrzení. Jestliºe totiº z uvaºované p¥tice
bod· m·ºeme vybrat £tve°ici, která leºí v jedné rovin¥, pak tato £tve°ice leºí i na n¥jaké
polosfé°e. Pokud taková £tve°ice neexistuje, tak vybereme n¥jakou trojici bod·, která ur£uje
takovou rovinu, ºe zbývající dva body náleºí do r·zných poloprostor· daných touto hrani£ní
rovinou. Potom kaºdá polosféra obsahující tyto t°i body zárove¬ obsahuje aspo¬ jeden ze
zbývajících bod·.

Úloha 1.3. Lib¥nka s sebou nosí svazek s n klí£i na jednom krouºku. Aby poznala, který klí£
je který, rozhodla se, ºe si kaºdý z n klí£· obarví n¥jakou barvou. Pro kaºdé p°irozené £íslo n
rozhodn¥te, kolik nejmén¥ barev musí Lib¥nka pouºít, aby kaºdý klí£ podle barev rozeznala, a´ uº
se klí£e v kapse oto£í nebo p°eklopí jakkoli.

�e²ení. Podle Davida Surmy: Pro jeden klí£ nám z°ejm¥ sta£í jedna barva, naopak
pro dva klí£e nám z°ejm¥ jedna barva nesta£í. Dv¥ uº ale ano. Dál uvaºujme n > 2.
Umístíme si n klí£· do vrchol· pravidelného n-úhelníku. Ten má celkem n r·zných os sy-
metrie (pro liché n jde kaºdá osa jedním vrcholem a jednou stranou, pro sudé n jde kaºdá
osa bu¤ dv¥ma vrcholy nebo dv¥ma stranami). Snadno ov¥°íme, ºe pro kaºdou dvojici (ne
nutn¥ r·zných) vrchol·, existuje práv¥ jedna osa symetrie pravidelného n-úhelníku, která
tyto dva vrcholy mezi sebou vym¥ní.
Z této vlastnosti plyne, ºe pokud Lib¥nka obarví klí£e dv¥ma barvami, musí nutn¥ ob¥
barvy pouºít na alespo¬ t°i klí£e. Kdyby totiº nap°íklad modrou pouºila nejvý²e na dva
klí£e, existovala by osa symetrie, která dva modré klí£e prohodí, ostatní (nap°íklad £ervené)
n¥jak promíchá mezi sebou a dostali bychom situaci k nerozeznání od p·vodní, p°esto v²ak
odli²nou.
Z°ejm¥ tedy pro 2 < n < 6 pot°ebujeme alespo¬ t°i barvy, nebo´ pro dv¥ barvy je jedna z
nich pouºita nejvý²e dvakrát. Snadno se p°esv¥d£íme, ºe t°i barvy nám jiº sta£í: pro n = 3
obarvíme −ABC−, pro n = 4 obarvíme −ABCC−, pro n = 5 obarvíme −ABCCC−.
Dále pro n ≥ 6 ukáºeme, ºe nám sta£í pouhé dv¥ barvy. Skute£n¥, obarvíme-li klí£e
−ABAABB . . . B− a budeme pokra£ovat barvou B, dokáºe Lib¥nka vºdy jednozna£n¥
identi�kovat kaºdý klí£ na krouºku, a´ uº se jí v kapse zamíchá jakkoliv.

Úloha 1.4. �ouma zjistil, ºe má na kalhotech díru ve tvaru konvexního n-úhelníka. Díra má
plo²ný obsah 10cm2 Chce si na ni po°ídit obdélníkovou záplatu. Ukaºte, ºe a´ jsou rozm¥ry díry
jakékoli, vºdy existuje obdélníková záplatu, která ji celou p°ekryje a p°itom nebude její plo²ný
obsah v¥t²í neº 20cm2. P°esahy záplaty zanedbejte. (Konvexní útvar s kaºdými dv¥ma svými body
obsahuje i úse£ku, která je spojuje.)
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�e²ení. Tvrzení dokáºeme konstruktivn¥, tj. pro libovolný konvexní n-úhelník A1 . . . An o
obsahu 10 nalezneme obdélník o obsahu 20, který jej obsahuje. Ze v²ech vrchol· n-úhelníku
A1 . . . An vyberme n¥které dva, jejichº vzdálenost je maximální a ozna£me je Ai, Aj a jejich
vzdálenost |AiAj | := a. (Taková dvojice vºdy existuje, pon¥vadº n-úhelník je kompaktní
mnoºina bod·.)
Uvaºme kruhy Ki,Kj se st°edy po°ad¥ Ai, Aj a polom¥ry a. Pro spor p°edpokládejme,
ºe existuje bod X n-úhelníku A1 . . . An, který leºí vn¥ pr·niku t¥chto kruh· - bez újmy
na obecnosti vn¥ kruhu Ki. Potom je v²ak |XAi| > a, coº je polom¥r kruhu Ki. Na²li
jsme tedy dvojici bod· X,Ai, n-úhelníku A1 . . . An jejichº vzdálenost p°evy²uje a. To je
spor s tím, ºe a je nejdel²í úse£ka n-úhelníku A1 . . . An. Proto je n-úhelník A1 . . . An pod
pr·nikem kruh· Ki,Kj .

Ozna£me Al libovolný bod n-úhelníku A1 . . . An, který má od p°ímky AiAj maximální
vzdálenost. Ozna£meAm libovolný bod n-úhelníkuA1 . . . An, který leºí v polorovin¥ opa£né
k AiAj → Al a ze v²ech bod· n-úhelníku A1 . . . An leºících v této polorovin¥ má od p°ímky
AiAj maximální vzdálenost. Nech´ p, q jsou p°ímky rovnob¥ºné s p°ímkou AiAj prochá-
zející po°ad¥ body Al, Am. Uvaºme kolmice na AiAj vedené body Ai, Aj . Tato £tve°ice
p°ímek vymezuje obdélník KLMN :

P°edpokládejme, ºe existuje bod Y n-úhelníku A1 . . . An leºící mimo pás P ohrani£ený
p°ímkami p, q. To je v²ak ve sporu s na²í volbou bod· Al, Am, protoºe to jsou body n-
úhelníku A1 . . . An, které mají od p°ímky AiAj maximální vzdálenost (kaºdý na jinou
stranu). Proto je n-úhelník A1 . . . An celý v pásu P a protoºe zárove¬ nep°esahuje pr·nik
kruh· Ki,Kj , leºí n-úhelník A1 . . . An v Ki ∩Kj ∩ P.
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Protoºe je n-úhelník A1 . . . An konvexní, obsahuje s body Ai, Am, Aj , Al i v²echny úse£ky
je spojující a tudíº i £ty°úhelník AiAmAjAl. Jeho obsah 10 tak není men²í neº obsah S
£ty°úhelníku AiAmAjAl. Obsah S je sou£tem obsah· trojúhelník· AiAjAl a AiAjAm.
Tento souèet je z°ejm¥ polovina obsahu £ty°úhelníku KLMN, tedy KLMN má obsah 2S.
Protoºe n-úhelník A1 . . . An má obsah 10 ≥ S, je obsah KLMN ≤ 20. Nalezli jsme tedy
obdélník KLMN, který má obsah nejvý²e 20 a p°ekrývá celý n-úhelník A1 . . . An. Tím je
d·kaz hotov.

Úloha 1.5. Kdyº Mat¥j ukazoval Henrymu svoji oblíbenou sbírku p°íklad·, poznamenal:

1. �Kaºdý m·j oblíbený p°íklad je zajímavý.�

2. �V²echny p°íklady s hv¥zdi£kou jsou ve ²kole neoblíbené.�

3. �Kaºdý sloºitý p°íklad je m·j oblíbený.�

4. �Zajímavý p°íklad je vºdy nezvyklý.�

5. �V²echny p°íklady s hv¥zdi£kou jsou sloºité.�

Henry se chvilku zamyslel a odvodil z p°edchozích v¥t dv¥ dal²í v¥ci:

a) Kaºdý ve ²kole neoblíbený p°íklad je zajímavý.

b) V²echny p°íklady s hv¥zdi£kou jsou nezvyklé.

Rozhodn¥te, které z Henryho záv¥r· nutn¥ vyplývají ze zadaných informací.

�e²ení. Poznámka na úvod: Implikace je tvrzení typu �Kdyº A, potom B.� . Je tedy
pravdivé vºdy, krom¥ p°ípadu, kdy A je pravdivé a B nepravdivé.
Výroky p°epí²eme do implikací:

1. Mat¥j·v oblíbený ⇒ zajímavý

2. s hv¥zdi£kou ⇒ neoblíbené ve ²kole

3. sloºitý ⇒ Mat¥j·v oblíbený

4. zajímavý ⇒ nezvyklý

5. s hv¥zdi£kou ⇒ sloºitý

Tvrzení a) zní: Kaºdý ve ²kole neoblíbený p°íklad je zajímavý.
Kdyº je p°íklad neoblíbený ve ²kole, nevíme o n¥m uº nic dal²ího, protoºe z n¥ho ze zada-
ných výrok· nevede ºádná implikace. Je pouze �na pravé stran¥ ²ipky� a protoºe implikace
je jen jednosm¥rný vztah, o neoblíbených p°íkladech nic ne°íká. Tento výrok tedy z Mat¥-
jových výrok· nevyplývá.

Tvrzení b) zní: V²echny p°íklady s hv¥zdi£kou jsou nezvyklé.
M·ºeme sestavit posloupnost implikací: s hv¥zdi£kou ⇒ sloºitý ⇒ Mat¥j·v oblíbený ⇒
zajímavý ⇒ nezvyklý. Dané tvrzení platí kv·li tranzitivní vlastnosti implikace, která °íká,
ºe pokud platí A⇒ B a zárove¬ B ⇒ C, pak platí i A⇒ C. Tento výrok tedy platí.

Úloha 1.6. �ouma m¥l jednou megalomanský sen. Zdálo se mu, ºe kosti£kami, jako je ta na
obrázku, vyplnil celý prostor tak, aby ºádné místo v prostoru nez·stalo prázdné, ale p°itom se
kosti£ky vzájemn¥ nep°ekrývaly. Najd¥te zp·sob, jakým to mohl �ouma ud¥lat.
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�e²ení. Rozd¥lme trojrozm¥rný prostor na krychle jednotkové délky hran se st°edy v
bodech s celo£íselnými sou°adnicemi. Kaºdé krychli p°i°adíme hodnotu rovnu zbytku po
d¥lení p¥ti ze sou£tu sou°adnic jejího st°edu. Krychle spojíme do p¥tic, jak je nazna£eno na
obrázku. Kaºdá krychle bude v práv¥ jedné p¥tici. P¥tice tedy vypl¬ují prostor (dokonce
periodicky a v²echny p°i shodném nato£ení). V²imneme si, ºe p¥tice m·ºeme nahradit za
kostky, které tím pádem také vypl¬ují prostor.
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Úloha 1.7. Kouma si hrál se £ty°mi p°irozenými £ísly a, b, c, d. P°i²el k n¥mu �ouma a v²iml si,
ºe platí rovnosti

ab+ a+ b = 524,

bc+ b+ c = 146,

cd+ c+ d = 104,

abcd = 8!,

kde n! = n · (n− 1) · · · 2 · 1. Najd¥te v²echny £tve°ice £ísel, s nimiº si Kouma mohl hrát.

�e²ení. Pouºitím rozkladu xy + x+ y = (x+ 1)(y + 1)− 1 dostáváme
(a+1)(b+1) = 525 = 3 ·52 ·7, (b+1)(c+1) = 147 = 3 ·72, (c+1)(d+1) = 105 = 3 ·5 ·7
Odtud jasn¥ vidíme, ºe (b+1)|21 a (c+1)|21. Zárove¬ 7|(b+1) a také 7|(c+1). Tedy

nám sta£í rozli²it dv¥ moºnosti, a to

i b+ 1 = 7, c+ 1 = 21, tedy b = 6, c = 20. Dopo£ítáním a z první rovnice dostáváme
a+ 1 = 75 a tedy a = 74, av²ak potom a - 8! a tato £ísla nemohou vyhovovat £tvrté
rovnici.

ii b+1 = 21, c+1 = 7, tedy b = 6, c = 20. Dopo£ítáním a, d z první, resp. t°etí rovnice
získáme a+ 1 = 25, d+ 1 = 15 a dostáváme £tve°ici (24, 20, 6, 14).

Dosazením do £tvrté rovnice snadno ov¥°íme, ºe na²e £tve°ice je opravdu °e²ením
v²ech £ty° rovnic, a tudíº jediná £tve°ice £ísel, se kterou si mohl Kouma hrát, je £tve-
°ice (24, 20, 6, 14).
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