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Úloha 6.1. Kaºdé p°irozené £íslo je obarveno jednou ze £ty° barev tak, ºe ºádná dv¥ sousední
£ísla nemají stejnou barvu. Mat¥j má za úkol vybrat si jednu z t¥chto barev a nekone£n¥ mnoho
£ísel p°ebarvit touto jednou barvou (tj. zm¥nit jejich barvu na Mat¥jem vybranou) tak, aby op¥t
ºádná dv¥ sousední nem¥la stejnou barvu. Je to moºné pro kaºdé obarvení?

�e²ení. Ano, je to moºné. Kaºdá trojice po sob¥ jdoucích £ísel je obarvena jedním z
64 zp·sob· (moºností, jak obarvit trojici £ísel £ty°mi barvami je 4 � 4 � 4 � 64. Trojic po
sob¥ jdoucích p°irozených £ísel je v²ak nekone£n¥ mnoho, tedy n¥který ze zp·sob· se
vyskytuje nekone£n¥ mnohokrát (kdyby se kaºdý vyskytoval pouze kone£n¥ mnohokrát,
bylo by trojic kone£n¥ mnoho). Jestliºe si Mat¥j vybere barvu, která v tomto zp·sobu
ne�guruje, m·ºe prost°ední £íslo z kaºdé takto obarvené trojice bez problém· p°ebarvit a
zcela jist¥ po p°ebarvení op¥t ºádná dv¥ sousední £ísla nebudou mít stejnou barvu. Tím je
úloha vy°e²ena.

Úloha 6.2. Bubla si napsala posloupnost ak �
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posloupnosti násobit. Nejprve první s druhým, pak to vynásobila t°etím, £tvrtým atd. K jakému
£íslu se Bubla dostane, vydrºí-li násobit aº do nekone£na?
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Nakonec nám zbývá ur£it limitu postupnosti bn pro n�ª t.j.
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Jestliºe Bubla vydrºí násobit £leny posloupnosti do nekone£na, dostane se k £íslu 9
4 .

Úloha 6.3. Mat¥j Buble její posloupnost závid¥l, a tak si hned za£al psát jednu vlastní na svou
tabuli. Nejprve napsal na tabuli £íslo jedna. Za n¥j dvojku, pak trojku, a pak vºdy sou£in v²ech
doposud napsaných £ísel zv¥t²ený o jedni£ku. Lib¥nka to sledovala a pr·b¥ºn¥ s£ítala p°evrácené
hodnoty Mat¥jových £ísel. Najd¥te nejmen²í £íslo, které Lib¥n£in sou£et nemohl nikdy p°ekro£it.
(P°evrácená hodnota £ísla x je £íslo 1

x
.)
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�e²ení. Mat¥jovu posloupnost an je moºné zapsat rekurentn¥ jako
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V poslední úprav¥ jsme vyuºili faktu, ºe ak�1 � 1 � �ak � 1�ak A ak � 1 t.j. posloupnost
bk � ak � 1 je rostoucí, tudíº 1

bk
je klesající a z de�nice limity platí limk�ª

1
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� 0.

Úloha 6.4. Henry je v²ak v²echny p°ekonal, kdyº si za£al psát obecnou posloupnost danou
vztahem an�1 �

a2
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an�an�1�2
s jedinou podmínkou: Její £leny musí být kladné. Po chvilce se £leny

posloupnosti za£aly blíºit jedné konkrétní hodnot¥. Va²ím úkolem je tuto hodnotu ur£it (tedy ur£it
limitu této posloupnosti).

�e²ení. P°edpokládejme tedy, ºe limita existuje. Pak existuje L > R (limita posloupnosti)
takové, ºe
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pro n¥jaká εn�1, εn, εn�1 blíºící se s rostoucím n k nule. Dosazením do vzorce dostáváme
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Daná posloupnost má tedy limitu rovnu dv¥ma.
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Úloha 6.5. �oum·v snída¬ový hrní£ek na kakao m¥l jedno ucho a na sob¥ namalovaných p¥t
£ervených te£ek. Zatímco �ouma poklidn¥ snídal, Kouma p°emítal, jestli je moºné kaºdou te£ku
spojit s kaºdou jinou po povrchu hrní£ku tak, aby se spojnice na hrní£ku neprotínaly. Je to moºné?

�e²ení. Moºné to je. Nejprve ukaºme, jak to ud¥lat pro n¥jakou konkrétní ko�guraci
te£ek. Moºné °e²ení zobrazuje první obrázek.
Nyní je t°eba rozmyslet, ºe nezáleºí na umíst¥ní puntík· na hrne£ku. Tato skute£nost je
z°ejmá, uv¥domíme-li si, ºe £áry m·ºeme libovoln¥ kroutit a deformovat, aniº bychom je
p°ek°íºili. Zp·sob �p°esunutí� puntíku p°i zachování £ar ukazuje druhý obrázek:

Úloha 6.6. Nový Hloup¥tínský park m¥l tvar £tverce ABCD. Byly z n¥j £ty°i východy a to ve
vrcholu D, v bod¥ E nacházejícím se na hran¥ AB tak, ºe SAES A SBES, dále v bod¥ F , jenº je
st°edem CD. Poslední východ byl v bod¥ G, který leºel na hran¥ BC tak, ºe FG bylo rovnob¥ºné
s DE. Ukaºte, ºe p°ímka EG se dotýká kruºnice vepsané do £tverce.

�e²ení. P°i °e²ení vyuºijeme tvrzení, ºe p°ímka EG je te£na ke kruºnici k�S, r� práv¥
tehdy, kdyº dist�S,EG� � r. Nejprve si zavedeme kartézskou soustavu sou°adnic s po-
£átkem v S, kde k�S, r� je kruºnice vepsaná do £tverce ABCD. Potom platí E�p,�r� a
G�r,�q� s p A 0. Pre lep²í p°edstavu si v²echny údaje ze zadání shr¬me v nasledujícím
obrázku:

A B

CD
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F

G

S

r

p

q

V této soustav¥ sou°adnic je rovnice p°ímky EG �q � r�x � �r � p�y � pq � r2. Tedy
dist�S,EG� � Spq � r2S»�q � r�2 � �r � p�2 .

Dále vyuºijeme faktu, ºe úse£ky DE a FG jsou rovnob¥ºné, tedy QAED a QGCF jsou
podobné podle v¥ty uu. Z podobnosti uvedených trojuhelník· máme r�p

2r �
r

r�p , odkud
dostávame r2 � pq � r�p � q�. Zbývá upravit jmenovatel t.j.

�q � r�2 � �r � p�2 � q2 � p2 � 2�r2 � r�p � q�� � �p � q�2.
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Kone£n¥ dist�S,EG� � rSp�qS
Sp�qS � r, a tím je d·kaz hotový.

2. °e²ení dle Petra Vinceny: Ozna£me x � SHES, y � SHLS, a � SHBS. Ze shodnosti
trojúhelník· DLF , FGC podle v¥ty usu plyne y � SHLS � SBGS.

Z Pythagorovy v¥ty v trojúhelníku EBG plyne:

SEGS �»
y2 � �a � x�2.

Z podobnosti trojúheník· DAE, LHE podle v¥ty uu plyne:

2a

a � x
�
y

x
.

Proto

2ax � y�a � x�
2ax � 2xy � 2ay � �2ax

x2 � y2 � a2 � 2ax � 2xy � 2ay � y2 � a2 � 2ax � x2 � y2 � �a � x�2 C 0»
x2 � y2 � a2 � 2ax � 2xy � 2ay �

»
y2 � �a � x�2

SHES � SGI S � x � a � y �

»
y2 � �a � x�2 � SEGS.

Platí tedy SHES � SGI S � SEGS. Nech´ K je bod na úse£ce EG spl¬ující SEK S � SEH S,SGK S � SGI S. Nech´ m, n jsou kruºnice se st°edy po°ad¥ E, G a polom¥ry x, a� y. Protoºe
bod K leºí na spojnici st°ed· kruºnic m,n a sou£asn¥ K > m 9 n, je to jejich dotykový
bod. Protoºe má bod N stejnou mocnost ke kruºnicím m, n (je rovna a2), leºí na jejich
chordále. Tou je kolmice na p°ímku EG vedená bodem dotyku K. Platí SNK S � SNH S � a,
je tedy EG te£nou ke kruºnici vepsané na²emu £tverci.

Úloha 6.7. Kouma dal �oumovi k svátku tabulku o°í²kové £okolády, která m¥la 2 � n dílk· ve
dvou °ádcích po n dílcích. Po£ty o°í²k· v jednotlivých dílcích byla £ísla 1,2, . . . ,2n. Navíc platilo,
ºe v kaºdém sloupe£ku je stejn¥ o°í²k· a totéº platilo pro °ádky. Ur£ete v²echny moºné velikosti
�oumovy £okolády?

�e²ení. Po£et v²ech o°í²k· v celé £okolád¥ je 1 � 2 � � � � � 2n �
2n�2n�1�

2 � n�2n � 1�.
Ihned vidíme, ºe pro n liché je toto £íslo také liché, takºe po£ty o°í²k· v °ádcích nemohou
být stejné. Dále tedy uvaºujme pouze sudá n. Po£et o°í²k· v kaºdém sloupci musí podle
p°edchozího být n�2n�1�

n � 2n�1, coº znamená, ºe pro kaºdé £íslo k > �1,2, . . . , n�, udávající
po£et o°í²k· v daném dílku, je jednozna£n¥ ur£en po£et o°í²k· 2n � k � 1 ve druhém dílku
v onom sloupci. Protoºe nás nyní zajímá pouze rozdíl o°í²k· v obou °ádcích (chceme,
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aby byl nulový), sta£í zkoumat, jak k tomuto rozdílu p°isp¥je kaºdý sloupe£ek. Jelikoº�2n � k � 1� � k � 2n � 2k � 1, p°isp¥jí v²echny sloupe£ky postupn¥ £ísly 1,3,5, . . . ,2n � 1.
Kaºdé z t¥chto £ísel p°itom bude opat°eno znaménkem plus nebo mínus podle toho, jak
jsou dílky v daném sloupci uspo°ádany. Hledáme tedy vlastn¥ v²echna sudá n taková,
ºe prvních n lichých p°irozených £ísel lze rozd¥lit na dv¥ disjunktní mnoºiny se stejným
sou£tem prvk· (v²echna taková n uº z°ejm¥ vyhovují zadání).
Pro n � 2 dostáváme lichá £ísla 1 a 3 a ihned je vid¥t, ºe kýºený rozklad neexistuje. Pro
n � 4 máme 1� 7 � 3� 5 a pro n � 6 máme 1� 3� 5� 9 � 7� 11. Nakonec indukcí ukáºeme,
ºe pokud daný rozklad existuje pro n¥jaké m > N, pak existuje také pro m � 4. Sta£í totiº
k jedné z mnoºin p°idat £ísla 2m � 1,2m � 7 a ke druhé 2m � 3,2m � 5, nebo´ tyto dvojice
mají stejný sou£et.
Úloze proto vyhovují práv¥ v²echna p°irozená sudá £ísla v¥t²í neº 2.
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