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Reseni 6. série

NEKONECNA SERIE

autor: Baci a Shymo

Uloha 6.1. Kazdé prirozené ¢islo je obarveno jednou ze ¢tyf barev tak, ze zadna dvé sousedni
¢isla nemaji stejnou barvu. Matéj ma za tkol vybrat si jednu z téchto barev a nekonecné mnoho
Cisel piebarvit touto jednou barvou (tj. zménit jejich barvu na Maté&jem vybranou) tak, aby opét
7z&4dné dvé sousedni neméla stejnou barvu. Je to mozné pro kazdé obarveni?

Reseni. Ano, je to mozné. Kazda trojice po sobé jdoucich ¢sel je obarvena jednim z
64 zpusobti (moznosti, jak obarvit trojici ¢isel ¢tyfmi barvami je 4-4 -4 = 64. Trojic po
sobé jdoucich pfirozenych &isel je vSak nekoneéné mnoho, tedy néktery ze zpusobid se
vyskytuje nekoneéné mnohokrat (kdyby se kazdy vyskytoval pouze kone¢né mnohokréat,
bylo by trojic konetné mnoho). Jestlize si Maté&j vybere barvu, kterd v tomto zptisobu
nefiguruje, mize prostiedni ¢islo z kazdé takto obarvené trojice bez problémi piebarvit a
zcela jisté po prebarveni opét zadna dvé sousedni ¢isla nebudou mit stejnou barvu. Tim je
tloha vyfesena.

20,2, 1
%(k e N,k > 2) a pak zacala ¢leny této

posloupnosti nasobit. Nejprve prvni s druhym, pak to vynésobila tfetim, ¢tvrtym atd. K jakému
¢islu se Bubla dostane, vydrzi-li nasobit az do nekonec¢na?

Uloha 6.2. Bubla si napsala posloupnost ay =

ReSeni. Ur¢ime ¢len b, Bubliny postupnosti pro n > 2 vzniknuté nasobenim ag:
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Nakonec ndm zbyvé ur¢it limitu postupnosti b,, pro n - oo t.j.
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Jestlize Bubla vydrzi nasobit ¢leny posloupnosti do nekoneéna, dostane se k ¢islu %.

Uloha 6.3. Matéj Buble jeji posloupnost zavidél, a tak si hned zacal psat jednu vlastni na svou
tabuli. Nejprve napsal na tabuli ¢islo jedna. Za né&j dvojku, pak trojku, a pak vzdy soucin vSech
doposud napsanych ¢isel zvétSeny o jednicku. Libénka to sledovala a prubézné scitala prevracené
hodnoty Matéjovych ¢isel. Najdéte nejmensi ¢islo, které Libéncin soufet nemohl nikdy piekrocit.
(Pfevracena hodnota ¢isla  je &islo <.)
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Reseni. Matéjovu posloupnost a,, je mozné zapsat rekurentné jako

1 n=1,
Ap =
ajag-ap-1+1=(ap-1-1)ap-1+1 n>1

Dale budeme uvazovat posloupnost s = 22:1 ai Nejmensi ¢islo s, které Libéndin soucet
n

nemohl prekrodit, je s = Iimg oo Sk = Y00, =

nel g, 22 predpokladu konvergence nekone¢ného

Fadu. Z definice fddu a, pro n > 1 vyuzijeme, ze a—{l = m Rozkladem na parcialni
zlomky dostdvame
1 1 1

an-1 ap1-1 ap_q1

Tedy si pro k > 1 mtizeme upravit na

k k-1

1 1
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V posledni apravé jsme vyuzili faktu, Ze agy1 — 1 = (ag — 1)ag > ax — 1 t.j. posloupnost
bi, = ar — 1 je rostouci, tudiz é je klesajici a z definice limity plati limg_, o0 é =0.

Uloha 6.4. Henry je v8ak vSechny piekonal, kdyZ si zacal psat obecnou posloupnost danou
2 2

% s jedinou podminkou: Jeji ¢leny musi byt kladné. Po chvilce se ¢leny
posloupnosti zac¢aly bliZit jedné konkrétni hodnoté. Vasim tkolem je tuto hodnotu urcit (tedy urcit

limitu této posloupnosti).

vztahem a,.1 =

Regeni. Predpokladejme tedy, 7e limita existuje. Pak existuje L € R (limita posloupnosti)
takové, ze

(ps1 = L+ €541,
an =L+ €y,

ap-1=L+€,1

pro néjaka €y,41,En, En—1 blizici se s rostoucim n k nule. Dosazenim do vzorce dostavame

(L+ey)?+(L+e,)*+4

L+epyr =
2L +¢e, + €51 +2

Upravou a vyjadienim L dostaneme

2 2
_ €n T EL_1 ~En+l€n —En+1€n-1— 25n+1 +4

L
26p4+1 —En —Ep-1+2

Pro ept1,6n,6n-1 = 0 je dany vyraz potom

L=2-2
2

Dané posloupnost mé tedy limitu rovnu dvéma.
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Uloha 6.5. Noumiv snidatiovy hrni¢ek na kakao mél jedno ucho a na sobé namalovanych pét
Cervenych tecek. Zatimco Nouma poklidné snidal, Kouma pfemital, jestli je mozné kazdou tecku
spojit s kazdou jinou po povrchu hrni¢ku tak, aby se spojnice na hrnicku neprotinaly. Je to mozné?

Regeni. Mozné to je. Nejprve ukazme, jak to udélat pro néjakou konkrétni kofiguraci
teCek. Mozné feSeni zobrazuje prvni obrazek.

Nynf je tfeba rozmyslet, 7e nezdlezi na umisténi puntikit na hrnecku. Tato skutecnost je
zirejmé, uvédomime-li si, Ze ¢ary muZzeme libovolné kroutit a deformovat, aniz bychom je
prekiizili. Zptisob ,,pFesunuti“ puntiku pfi zachovani ¢ar ukazuje druhy obrazek:

Uloha 6.6. Novy Hloupétinsky park mél tvar &tverce ABC'D. Byly z n&j ¢ty¥i vichody a to ve
vrcholu D, v bodé F nachézejicim se na hrané AB tak, ze |AE| > |BE|, dile v bodé F, jenZ je
stfedem C'D. Posledni vychod byl v bodé G, ktery lezel na hrané BC tak, ze F'G bylo rovnobézné
s DE. Ukazte, ze piimka EG se dotyka kruznice vepsané do Gtverce.

ReSeni. Pii feSeni vyuZijeme tvrzeni, e piimka EG je tecna ke kruznici k(S,r) prave
tehdy, kdyz dist(S, EG) = r. Nejprve si zavedeme kartézskou soustavu soufadnic s po-
tatkem v S, kde k(S,r) je kruznice vepsana do ¢tverce ABC'D. Potom plati E[p,-r] a
G[r,—q] s p > 0. Pre lepsi predstavu si v8echny udaje ze zadéni shriime v nasledujicim
obrazku:

V této soustavé soufadnic je rovnice p¥imky EG (q —r)x + (r —p)y = pqg — 2. Tedy

2
dist(S, EG) = lpg =} .
V{g-r)2+(r-p)?
Dale vyuzijeme faktu, ze usecky DFE a F'G jsou rovnobéiné, tedy AAED a AGCF jsou

podobné podle véty wu. Z podobnosti uvedenych trojuhelnikii mame %Tp = T%p, odkud

dostavame 72 — pq = r(p + ¢). Zbyva upravit jmenovatel t.j.

2

(q-r)’+(r-p)? = +p*+2(r -r(p+q)) = (p+9)*.
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Konecné dist(S, EG) = ﬁlﬁqu" =r, a tim je dikaz hotovy.

2. feSeni dle Petra Vinceny: Ozna¢me x = |HE|,y = |HL|,a = |HB|. Ze shodnosti
trojahelniki DLF, FGC podle véty usu plyne y = |HL| = |BG|.

D F C
J N M
Sog n
L G
a
y| K
m
A H X

7 Pythagorovy véty v trojihelniku EBG plyne:

|EG| =\y?+ (a - )2
Z podobnosti trojuhenikit DAE, LHFE podle véty uu plyne:

a+x

2a Y
o

Proto

2ax = y(a+x)

-2ax

2ax - 2xy — 2ay

2

x2+y2+a2+2ax—2xy—2ay y2+a2—2a:v+x =y2+(a—a:)220

\/x2+y2+a2+2a3:—23:y—2ay
|[HE|+|GI|=z+a-vy

y* + (a-x)?
AR - |EGl.

Plati tedy |HE| + |GI| = |EG|. Necht K je bod na tusetce EG spliwjici |[EK| = |EH|,
|GK| = |GI|. Necht m, n jsou kruZnice se stfedy pofadé E, G a poloméry z, a —y. Protoze
bod K leZi na spojnici stfedd kruznic m,n a soucasné K € mnn, je to jejich dotykovy
bod. Protoze méa bod N stejnou mocnost ke kruznicim m, n (je rovna a?), lezi na jejich
chordale. Tou je kolmice na pfimku EG vedena bodem dotyku K. Plati [INK|=|NH| = a,
je tedy EG tefnou ke kruznici vepsané naSemu Ctverci.

Uloha 6.7. Kouma dal Noumovi k svatku tabulku oriskové ¢okolady, ktera méla 2 x n dilkd ve
dvou fadcich po n dilcich. Pocty ofiskii v jednotlivych dilcich byla &isla 1,2,...,2n. Navic platilo,
ze v kazdém sloupecku je stejné ofiska a totéz platilo pro fadky. Urcete vSechny mozné velikosti
Noumovy ¢okolady?

ReSeni. Potet viech offskii v celé cokoldds je 1+ 2 +---+2n = 222 _ 9y 4 1),
Thned vidime, Ze pro n liché je toto ¢islo také liché, takZe poc¢ty ofiski v Ffadcich nemohou
byt stejné. Dale tedy uvazujme pouze sudé n. Pocet ofiskdl v kazdém sloupci mus{ podle
piedchoziho byt % =2n+1, coz znamena, ze pro kazde ¢islo k € {1,2,...,n}, udavajici
pocet oriskd v daném dilku, je jednozna¢né uréen pocet ofigkt 2n — k£ + 1 ve druhém dilku
v onom sloupci. Protoze nas nyni zajima pouze rozdil ofigkt v obou Fadcich (chceme,
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aby byl nulovy), sta¢i zkoumat, jak k tomuto rozdilu pfispéje kazdy sloupecek. Jelikoz
(2n-k-1) -k =2n -2k - 1, pFispé&ji vSechny sloupecky postupné ¢isly 1,3,5,...,2n — 1.
Kazdé z téchto ¢isel pritom bude opatfeno znaménkem plus nebo minus podle toho, jak
jsou dilky v daném sloupci usporddany. Hleddme tedy vlastné vSechna suda n takova,
7e prvnich n lichych pfirozenych cisel lze rozdélit na dvé disjunktni mnoZiny se stejnym
souctem prvki (vSechna takova n uz ziejmé vyhovuji zadani).

Pro n = 2 dostavame licha ¢isla 1 a 3 a ihned je vidét, Ze kyzeny rozklad neexistuje. Pro
n=4mame 1+7=3+5apron=6mame 1+3+5+9=7+11. Nakonec indukci ukizeme,
7e pokud dany rozklad existuje pro néjaké m € N, pak existuje také pro m + 4. Stadi totiz
k jedné z mnozin pfidat ¢isla 2m + 1,2m + 7 a ke druhé 2m + 3,2m + 5, nebot tyto dvojice
maji stejny soucet.

Uloze proto vyhovuji pravé viechna pfirozena sudé ¢isla vétsi nez 2.
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