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Úloha 5.1. Bubla dostala k svátku konvexní t¥leso. Kdyº se na n¥j podívala seshora, vid¥la kruh,
kdyº zep°edu, uvid¥la £tverec, a kdyº zboku, m¥lo t¥leso tvar rovnoramenného trojúhelníku. (Tedy
kolmé rovnob¥ºné promítání ze t°í navzájem kolmých sm¥r·.) Jak mohlo takové t¥leso vypadat?
T¥leso vhodným zp·sobem popi²te, p°ípadn¥ také na£rtn¥te.

�e²ení. �e²ení lze provést r·znými zp·soby. Pro ukázku uvedeme jedno z nich. Nejprve si
vytvo°íme kruhovou podstavuK. Budeme-li v²e dále konstruovat pouze nad tímto kruhem,
máme zaru£eno, ºe shora bude t¥leso vypadat jako kruh. Dále zkonstruujme nad pr·m¥rem
AB tohoto kruhu £tverec ABCD kolmý k rovin¥ kruhu. Bude-li dále v²e pouze p°ed nebo
za tímto £tverem, máme zaru£eno, ºe zep°edu bude t¥leso mít tvar £tverce. Nech´ tedy námi
hledané t¥leso je sjednocením v²ech kuºel· s podstavou K a vrcholem X takových, ºe X
leºí na úse£ce CD. Toto t¥leso z°ejm¥ bude konvexní a protoºe kaºdý z kuºel· vypadá
�zboku� jako tentýº rovnoramenný trojúhelník, bude i jejich sjednocení tuto podmínku
spl¬ovat.

Na záv¥r je²t¥ obrázek ukazující, pro£ nesta£í roz°íznout válec �podél úhlop°í£ky� .

Je vid¥t, ºe útvar sice shora jako kruh vypadá, zboku to bude rovnoramenný trojúhelník,
ale zep°edu ze £tverce z·stala pouze spodní polovina, kdeºto horní polovina bude mít tvar
p·lkruhu.
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Úloha 5.2. Mat¥j má kostku o hran¥ 2 a cht¥l by ji polepit samolepkami ve tvaru T-tetromina
tvo°eného 4 £tverci o stran¥ 1. Poda°í se Mat¥jovi kostku polepit celou, aniº by se samolepky
p°ekrývaly?

�e²ení. Mat¥jovi se to opravdu poda°it m·ºe. Jedno z moºných polepení je zobrazeno na
následujícím obrázku (nevid¥né t°i st¥ny krychle jsou pochopiteln¥ polepeny analogicky):

Úloha 5.3. Henry m¥l t°i r·zn¥ velké kruºnice k, l, m a ºádné dv¥ se mu neprotínaly. P°i²el
Mat¥j a pr·se£ík vn¥j²ích te£en l a m ozna£il A. Pak Lib¥nka ozna£ila pr·se£ík vnit°ních te£en
m a k jako B. Nakonec Bubla ozna£ila pr·se£ík vnit°ních te£en k a l jako C. Henry se najednou
zaradoval, protoºe body A, B a C leºely na p°ímce. Um¥li byste tuto skute£nost dokázat?

�e²ení.

Lemma. Nech´ X a Y jsou dva rota£ní kuºely v prostoru, které mají shodné vrcholové
úhly a rovnob¥ºné osy. Pak existují dv¥ r·zné roviny, které jsou te£né k ob¥ma kuºel·m.

D·kaz. Kaºdá rovina, která se dotýká kuºelu X z°ejm¥ svírá s jeho osou stejný úhel
(ozna£me jej α). Naopak z°ejm¥ kaºdá rovina jdoucí vrcholem kuºele X a svírající s jeho
osou úhel α se jej dotýká. Velikost úhlu α je navíc z°ejm¥ polovina vrcholového úhlu.
Uvaºme nyní rovinu jdoucí ob¥ma vrcholy kuºel· X a Y svírající s osou X úhel α. Tato
rovina z°ejm¥ svírá stejný úhel také s osou Y (osy jsou rovnob¥ºné), a tedy protoºe ku-
ºely mají shodné vrcholové úhly bude te£ná k ob¥ma kuºel·m. Z°ejm¥ budou tyto roviny
existovat dv¥.

Nyní zp¥t k úloze. P°enesme si problém do prostoru. Nech´ tedy rovina, ve které se
problém odehrává je ρ. Dále uvaºme trojici kuºel· K, L,M se shodnými vrcholovými úhly,
jejichº osy jsou kolmé k rovin¥ ρ a protínají tuto rovinu po°ad¥ práv¥ v kruºnicích k, l,
m. Orientaci kuºel· navíc zvolme tak, aby kuºely K a L m¥ly vrcholy na opa£né stran¥
roviny ρ neº kuºel M .

Pak ke kuºel·m K a L existují te£né roviny γ1 a γ2, ke kuºel·m L, M roviny α1, α2 a
ke kuºel·m M , K te£né roviny β1, β2. Z°ejm¥ bod A je pr·se£íkem α1, α2 a ρ a zejména
tedy leºí na pr·se£nici rovin α1 a α2, coº je spojnice vrchol· kuºel· L a M . Analogická
vlastnost platí pro body B a C.

Nyní uvaºme rovinu σ, která prochází vrcholy kuºel·K, L,M . Z vý²e uvedeného plyne,
ºe v této rovin¥ leºí také body A, B a C. Pak ale tyto body leºí jak v rovin¥ ρ, tak v rovin¥
σ a musí tedy leºet na jejich pr·se£nici, coº je p°ímka. Tím je d·kaz hotov.

Úloha 5.4. Lib¥nka si do prostoru narýsovala £ty°st¥n ABCD a z kaºdého vrcholu si spustila
kolmici na prot¥j²í st¥nu. Byla zklamaná, ºe se jí ºádné dv¥ její prostorové vý²ky neprotínají, ale
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to uº p°i²el Mat¥j a hned ji ut¥²il. Prozradil jí totiº, ºe p°í£ka libovolných dvou takových vý²ek
procházející vrcholem £ty°st¥nu neleºícím na ºádné z nich prochází zárove¬ také zbylými dv¥ma
vý²kami. Dokaºte toto tvrzení.

�e²ení. Zavedeme si pravoúhlý sou°adnicový systém s po£átkem v rovin¥ ABC a osou z
tak, aby bod D m¥l sou°adnice �0,0,1�. Pak nech´ A � �a, b,0�, B � �c, d,0�, C � �e, f,0�.
Pak tedy sm¥rové vektory hran £ty°st¥nu jdoucích vrcholem D jsou

Ð�

DA � �a, b,�1�,
ÐÐ�

DB �

�c, d,�1�,
ÐÐ�

DC � �e, f,�1�. Ozna£me paty �vý²ek� proti vrchol·m A, B, C £ty°st¥nu po
°ad¥ jako A0, B0, C0. Pak sm¥rové vektory p°ímek AA0, BB0, CC0 získáme vektorovým
sou£inem jako

ÐÐ�

AA0 �
ÐÐ�

V B �

Ð�

V C � �f � d, c � e, cf � de�
ÐÐ�

BB0 �
Ð�

V C �

Ð�

V A � �b � f, e � a, eb � fa�
ÐÐ�

CC0 �
Ð�

V A �

ÐÐ�

V B � �b � d, a � c, ad � bc�

Pak tedy parametrické vyjád°ení vý²ek je následující:

�Ð�

AA0 � �a, b,0� � r�f � d, c � e, cf � de�, r > R (5.1)
�Ð�

BB0 � �c, d,0� � r�b � f, e � a, eb � fa�, r > R (5.2)
�Ð�

CC0 � �e, f,0� � r�b � d, a � c, ad � bc�, r > R (5.3)

Ná² dal²í postup bude následující: Nalezneme pr·se£ík X roviny DAA0 s p°ímkou BB0.
Pak ukáºeme, ºe sloºky vektoru

ÐÐ�

DX jsou cyklické pro dvojice ��a, b� , �c, d� , �e, f�� (tedy,
ºe cyklickou zám¥nou t¥chto dvojic se sloºky vektoru nezm¥ní aº na násobení konstantou).
P°ímka D�r

ÐÐ�

DX,r > R je z°ejm¥ p°í£kou AA0 a BB0 a bude-li její sm¥rový vektor cyklický
ve zmín¥ných dvojicích, p·jde také o p°í£ku BB0 a CC0, coº chceme dokázat.
Rovina DAA0 má parametrické vyjád°ení:

V AA0 � A � s
Ð�

V A � t
ÐÐ�

AA0 � �a, b,0� � s�a, b,�1� � t�f � d, c � e, cf � de�, s, t > R (5.4)

Hledáme-li její pr·se£ík s BB0, hledáme vlastn¥ hodnoty parametr· r, s, t tak, aby platilo
(??) � (??) neboli

�f � b�r � as � �f � d�t � c � a,

�a � e�r � bs � �c � e�t � d � b,

�fa � eb�r � s � �cf � de�t � 0.

To je lineární soustava t°í rovnic o t°ech neznámých. Tuto soustavu m·ºeme vy°e²it jednou
z mnoha metod (dosazování, Gaussova eliminace, atd.) nebo si m·ºeme na tomto míst¥
vypomoci n¥jakým výpo£etním softwarem. Nás zajímá p°edev²ím hodnota r:

r �
�acdf � ac � ad2e � ae � bc2f � bcde � bd � bf � c2 � ce � d2 � df

�ae � bf � 1��ad � af � bc � be � cf � de�

Nyní tedy upravujme výraz �0,0,1����c, d,0� � r �b � f, e � a, eb � fa��. Protoºe jde o vek-
tor, u n¥jº nás zajímá pouze sm¥r, m·ºeme po p°evedení na jeden zlomek upravovat uº
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pouze £itatel:

x � c�ae � bf � 1��ad � af � bc � be � cf � de��

���acdf � ac � ad2e � ae � bc2f � bcde � bd � bf � c2 � ce � d2 � df��b � f�

y � d�ae � bf � 1��ad � af � bc � be � cf � de��

���acdf � ac � ad2e � ae � bc2f � bcde � bd � bf � c2 � ce � d2 � df��e � a�

z � ��acdf � ac � ad2e � ae � bc2f � bcde � bd � bf � c2 � ce � d2 � df��eb � fa�

Po úprav¥ vidíme, ºe se skute£n¥ jedná o cyklické výrazy:

x � abe � abc � cda � cde � efc � efa�

�bd2 � b2d � df2 � d2f � fb2 � f2b�

�a2cde � b2cde � c2efa � d2efa � e2abc � f2abc�

�b2cef � a2cef � d2eab � c2eab � f2acd � e2acd

y � abd � abf � cdf � cdb � efb � efd

�ae2 � e2a � ca2 � c2a � ec2 � e2c

�a2cdf � b2cdf � c2efb � d2efb � e2abd � f2abd�

�b2def � a2def � d2fab � c2fab � f2bcd � e2bcd

z � ad � af � cf � cb � eb � ed�

�a2de � b2de � c2fa � d2fa � e2bc � f2bc�

�a2fc � b2fc � c2be � d2be � e2da � f2da

�abc2f2 � cde2b2 � efa2d2 � abe2d2 � cdb2e2 � efd2a2

Tím je na²e tvrzení dokázáno.

Úloha 5.5. Do Hloup¥tína p°i²la kaºdoro£ní várka £ty° Leno²ínských kladných reálných £ísel.
Hloup¥tín²tí zjistili, ºe pro kaºdá dv¥ z nich platí, ºe jejich sou£in nep°esahuje jejich sou£et. Uº se
jim ale nepovedlo ukázat, ºe sou£in v²ech £ty° nep°esahuje dvojnásobek jejich sou£tu. Dokáºete to
vy?

�e²ení. Ozna£me zadaná kladná reálná £ísla jako a, b, c, d. Ze zadání víme, ºe platí t¥chto
²est nerovností:

ab B a � b (5.5)

ac B a � c (5.6)

ad B a � d (5.7)

bc B b � c (5.8)

bd B b � d (5.9)

cd B c � d (5.10)

Protoºe na obou stranách v²ech nerovností jsou kladná £ísla, m·ºeme vynásobit nerovnosti
(??) a (??):

abcd B �a � b��c � d� � ac � bc � ad � bd.

Se£tením nerovností (??)-(??) dále získáme

ac � bc � ad � bd B �a � c� � �b � c� � �a � d� � �b � d� � 2�a � b � c � d�.
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Díky tranzitivit¥ nerovnosti odtud dostáváme

abcd B 2�a � b � c � d�,

coº jsme cht¥li dokázat.

Úloha 5.6. Kouma se vychloubal �oumovi, ºe jeho funkce f�x� lze jednozna£n¥ zapsat jako
sou£et dvou funkcí s�x� a l�x�, kde s�x� je sudá (pro kaºdé x je s�x� � s��x�) a l�x� je lichá
(pro kaºdé x je l�x� � �l��x�). �ouma se mu ale vysmál: �Vºdy´ to p°ece platí pro kaºdou funkci
de�novanou na symetrickém de�ni£ním oboru (pokud x je v de�ni£ním oboru, pak i �x v n¥m je)!�
Um¥li byste tuto skute£nost dokázat?

�e²ení. Funkce s�x� a l�x� musí spl¬ovat

s�x� � l�x� � f�x�, (5.11)

s��x� � l��x� � f��x�.

Protoºe v²ak s��x� � s�x� a l��x� � �l�x� dostáváme také

s�x� � l�x� � f��x�. (5.12)

Se£tením a ode£tením polovin (??) a (??) získáme

s�x� �
f�x� � f��x�

2
,

l�x� �
f�x� � f��x�

2
.

Tyto funkce z°ejm¥ spl¬ují, ºe jejih sou£et je funkce f�x� a z postupu je navíc z°ejmé,
ºe rozklad je jednozna£ný. Tím je tvrzení dokázáno. Na zamy²lení £tená°i pak ponecháme
rozbor moºnosti, ºe de�ni£ním oborem je prázdná mnoºina.

Úloha 5.7. Hloup¥tín²tí se se zásilkou do Leno²ína snaºili více. Nejprve vybrali libovolná p°iro-
zená £ísla n a k B n. Pak vybrali taková p°irozená £ísla x1, x2, . . . , xk spl¬ující x1 �x2 � � � � �xk � n,

ºe £íslo A � x
x�

xk
2

1 bylo maximální. Nakonec poslali £íslo A. Va²ím úkolem je toto £íslo ur£it.

�e²ení. Zave¤me si nejprve pomocné ozna£ení: v¥ºí p°irozených £ísel délky k �a1, . . . , ak� >

N pro n¥jaké k > N rozumíme £íslo aa
�
ak

2
1 . Dále ozna£me Ak�n� nejv¥t²í v¥º délky k p°iro-

zených £ísel a1, . . . , ak takových, ºe a1���ak � n. Tedy Ak�n� je námi hledaná hodnota A.

Sta£í uvaºovat pouze 1 @ k @ n, nebo´ v krajních p°ípadech je situace jednodu-
chá a maximum (jediné moºnosti) jsou �n�, resp. �1, . . . ,1�. Jist¥ pro 2k A n bude v¥º
A�n� ur£it¥ kon£it n¥kolika jedni£kami. Jak potom tato v¥º vypadá? Pokud by totiº bylo
Ak�n� � �a1, . . . , am,1, . . . ,1� tak, ºe n¥které ai,1 B i B m bylo v¥t²í neº 2, m¥li bychom
v¥t²í v¥º �a1, . . . , ai � 1, . . . , am,2,1 . . . ,1� (jist¥ uº �ai � 1�2 A ai a exponent bude alespo¬
dvojnásobek p·vodního). Stejným arguemntem se lze p°esv¥d£it, ºe tato situace nastane
práv¥ tehdy, kdyº 2k A n a pak je tedy maximální v¥º �2,2, . . . ,2,1, . . . ,1�.

Nech´ tedy na²e v¥º nekon£í jedni£kami. Pro malá £ísla je situace jednoduchá a tedy
nech´ dále n, k A 1. Nech´ nyní Ak�n� lze realizovat pomocí v¥ºe �a1, a2, . . . , ak�. Pak
jist¥ ai A 1 pro kaºdé i > N. Jist¥ Ak�n� je rostoucí funkce na p°irozených £íslech, nebo´
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Ak�n � 1� C Ak�n� � 1 (m·ºeme pouºít v¥º �a1 � 1, . . . , ak�).

Ukaºme nyní, ºeAk�n�1� C 2Ak�n�. To plyne z toho, ºe jist¥ v¥º délky k�1 �a2, . . . , ak� B
Ak�1�n � a1� a tedy Ak�n� � max�jAk�1�n�j�S2 B j B n � 2�. Odtud snadno dostáváme
Ak�n � 1� C a1

Ak�1�n�a1�1� C a1
Ak�1�n�a1��1 C 2Ak�n�.

Nech´ nyní b, c > N, b A 1. Pak platí log�b�1�
log�b� @ 2 (nebo´ b � 1 @ b2). A tedy pro c C 4

dostáváme Ak�c�1�
Ak�c�

C 2, a tedy máme bAk�c�1� A �b � 1�Ak�c� (pro b A 1, c C 4 a k A 1).

Je tedy jasné, ºe optimální v¥º délky k je �2,2, . . . , l,m�, kde �l,m� � A2�n � 2k � 4�.
Zbývá tedy ur£it, jak bude vypadat nejlep²í v¥º délky 2 pro libovolné n.
V tom v²ak nastává problém. P°i exaktním °e²ení hledání maxima funkce xn�x na intervalu
�1, n� narazíme v první °ad¥ na algebraicky ne°e²itelnou rovnici. Její °e²ení lze vyjád°it
pomocí tzv. Lambertovy W funkce, která je daná vztahem z � W �z�eW �z�. Maximum
funkce xn�x pak nastane pro x � n~W �en�. To je v²ak zpravidla reálné £íslo a nás zajímá
°e²ení v celých £íslech. Pro v¥t²inu hodnot n lze jednodu²e x zaokrouhlit, ale obecn¥ to
provést nelze. Hledání maxima v celých £íslech je tedy velice sloºitý problém a je²t¥ jednou
se tak omlouváme za zadání prakticky ne°e²itelné úlohy.
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