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ReSeni 5. série

STEREOMETRIE

autor: Stopa

Uloha 5.1. Bubla dostala k svatku konvexni téleso. Kdy? se na n&j podivala seshora, vidéla kruh,
kdyz zeptedu, uvidéla ¢tverec, a kdyZz zboku, mélo téleso tvar rovnoramenného trojihelniku. (Tedy
kolmé rovnobéZné promitani ze t¥i navzajem kolmych sméri.) Jak mohlo takové téleso vypadat?
Téleso vhodnym zptisobem popiste, pripadné také nacrtnéte.

Reseni. Regenf 1ze provést riznymi zplisoby. Pro ukazku uvedeme jedno z nich. Nejprve si
vytvoiime kruhovou podstavu K. Budeme-li v8e déale konstruovat pouze nad timto kruhem,
mame zaruceno, ze shora bude téleso vypadat jako kruh. Déle zkonstruujme nad primérem
AB tohoto kruhu ¢tverec ABC'D kolmy k roviné kruhu. Bude-li dale v8e pouze pifed nebo
za timto ¢tverem, méame zaruceno, Ze zepiedu bude téleso mit tvar ¢tverce. Necht tedy nami
hledané téleso je sjednocenim v8ech kuzeld s podstavou K a vrcholem X takovych, ze X
lezi na usetéce C'D. Toto téleso zfejmé bude konvexni a protoze kazdy z kuzeli vypada
»zboku‘ jako tentyz rovnoramenny trojahelnik, bude i jejich sjednoceni tuto podminku
spliiovat.

C

A B AB

Na zavér jesté obrazek ukazujici, pro¢ nestaci rozfiznout valec ,,podél uhlopficky“.

]

Je vidét, ze utvar sice shora jako kruh vypad4, zboku to bude rovnoramenny trojuhelnik,
ale zepfedu ze ¢tverce ziistala pouze spodni polovina, kdezto horn{ polovina bude mit tvar
pualkruhu.
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Uloha 5.2. Matgj m4 kostku o hrans 2 a chtél by ji polepit samolepkami ve tvaru T-tetromina
tvofeného 4 ¢tverci o strané 1. Podaii se Maté&jovi kostku polepit celou, aniz by se samolepky
prekryvaly?

ReSeni. Maté&jovi se to opravdu podaiit muze. Jedno z moznych polepeni je zobrazeno na
nasledujicim obrazku (nevidéné tii stény krychle jsou pochopitelné polepeny analogicky):

Uloha 5.3. Henry mél tii rizné velké kruznice k, [, m a z4dné dvé se mu neprotinaly. Prigel
Matéj a prusecik vnéjsich tecen [ a m oznacil A. Pak Libénka oznacila prusecik vnitinich tecen
m a k jako B. Nakonec Bubla oznagcila prusecik vniténich tecen k a [ jako C. Henry se najednou
zaradoval, protoze body A, B a C' leZely na piimce. Uméli byste tuto skute¢nost dokazat?

Regeni.

Lemma. Necht X a Y jsou dva rotacni kuzely v prostoru, které maji shodné vrcholové
thly a rovnobé&zné osy. Pak existuji dvé rizné roviny, které jsou tecné k obéma kuzeltim.

Dikaz. Kazda rovina, kterd se dotykd kuzelu X zfejmé svird s jeho osou stejny thel
(ozna¢me jej «). Naopak ziejmé kazda rovina jdouci vrcholem kuzele X a svirajici s jeho
osou Uhel « se jej dotyka. Velikost tthlu a je navic zfejmé polovina vrcholového dhlu.
UvaZme nyni rovinu jdouci obéma vrcholy kuzeld X a Y svirajici s osou X thel a. Tato
rovina zfejmé svird stejny dhel také s osou Y (osy jsou rovnobézné), a tedy protoze ku-
zely maji shodné vrcholové thly bude teéna k obéma kuZelim. Zfejmé budou tyto roviny
existovat dvé. O

Nyni zpét k tloze. Pfenesme si problém do prostoru. Necht tedy rovina, ve které se
problém odehrava je p. Dédle uvazme trojici kuzeli K, L, M se shodnymi vrcholovymi thly,
jejichz osy jsou kolmé k roviné p a protinaji tuto rovinu poradé pravé v kruznicich k, [,
m. Orientaci kuzelid navic zvolme tak, aby kuZely K a L mély vrcholy na opacné strané
roviny p nez kuzel M.

Pak ke kuzelim K a L existuji te¢né roviny 1 a o, ke kuzeltm L, M roviny «q, as a
ke kuzelim M, K tetné roviny (1, fo. Ziejmé bod A je prisetikem «q, ag a p a zejména
tedy lezi na prisenici rovin a; a ae, coZ je spojnice vrcholi kuzeld L a M. Analogicka
vlastnost plati pro body B a C.

Nyni uvazme rovinu o, kterd prochéazi vrcholy kuzeld K, L, M. Z vy$e uvedeného plyne,
7e v této roviné lezi také body A, B a C. Pak ale tyto body lezi jak v roviné p, tak v roviné
o a musi tedy lezet na jejich prisecnici, coz je pfimka. Tim je dikaz hotov.

Uloha 5.4. Libénka si do prostoru narysovala ¢tyistén ABCD a z kazdého vrcholu si spustila
kolmici na protéjsi sténu. Byla zklamané, Ze se ji zadné dvé jeji prostorové vysky neprotinaji, ale
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to uz prisel Matéj a hned ji utésil. Prozradil ji totiz, ze pticka libovolnych dvou takovych vysek
prochazejici vrcholem Ctyisténu nelezicim na Zadné z nich prochazi zaroven také zbylymi dvéma
vySkami. Dokazte toto tvrzeni.

ReSeni. Zavedeme si pravothly soufadnicovy systém s potatkem v roving ABC a osou z
tak, aby bod D mé&l soufadnice [0,0,1]. Pak necht A = [a,b,0], B =[¢,d,0], C = [e, f,0].
— —
Pak tedy smérové vektory hran ¢tyisténu jdoucich vrcholem D jsou DA = (a,b,-1), DB =
—

(e,d,-1), DC = (e, f,-1). Oznatme paty ,vysek® proti vrcholim A, B, C ¢ty¥sténu po
radé jako Ag, By, Cy. Pak smérové vektory ptimek AAg, BBy, CCy ziskdme vektorovym
soucinem jako

—_— — ——

AAy=VBxVC=(f-d,c—e,cf —de)

_— — —

BBy=VCxVA=(b-f,e—a,eb- fa)

—_— —> —

CCyp=VAxVB=(b-d,a-c,ad-bc)

Pak tedy parametrické vyjadieni vysek je nasledujici:

m: (a,0,0) +r(f -d,c—e,cf —de), reR (5.1)
BBy: (c,d,0)+r(b-f,e—a,eb— fa), reR (5.2)
m: (e, f,0)+r(b-d,a-c,ad-bc), reR (5.3)

N4s dalsi postup bude nasledujici: Nalezneme prusecik X roviny DAAq s piimkou BBj.
Pak ukazeme, ze slozky vektoru DX jsou cyklické pro dvojice ((a,b), (c,d), (e, f)) (tedy,
ze cyklickou zaménou téchto dvojic se slozky vektoru nezméni az na nasobeni konstantou).
Primka D+rﬁ, r € R je zfejmé prickou AAy a BBy a bude-li jeji smérovy vektor cyklicky
ve zminénych dvojicich, piijde také o pFicku BBy a CCy, coz chceme dokézat.

Rovina DAAy ma parametrické vyjadieni:

VAAO:A+SV_1)4+LE6= (a,b,0) +s(a,b,-1) +t(f —-d,c—e,cf —de), s,teR (5.4)

Hledame-li jeji prtsecik s BBy, hledame vlastné hodnoty parametrid r, s, tak, aby platilo
(?7) =(77?) neboli

(f=-b)r+as+(f-d)t=c-a,
(a—e)r+bs+(c—e)t=d-b,
(fa—eb)r—s+(cf —de)t=0.
To je linearni soustava t¥i rovnic o tfech neznamych. Tuto soustavu muZeme vyfesit jednou

z mnoha metod (dosazovani, Gaussova eliminace, atd.) nebo si miZeme na tomto misté
vypomoci néjakym vypocetnim softwarem. Nas zajima predevsim hodnota r:

_ —acdf — ac + ad®e + ae + b2 f —bede —bd + bf + ¢ — ce + d* - df
(ae+bf +1)(ad—af —bc+be +cf —de)

Nyni tedy upravujme vyraz (0,0,1) = ((c,d,0) +7(b— f,e —a,eb— fa)). Protoze jde o vek-
tor, u néjz nas zajima pouze smér, mizeme po prevedeni na jeden zlomek upravovat uz

BRKOS Team 2014



XX. ro¢nik BRKOS 2013/2014

pouze citatel:

z: clae+bf +1)(ad—af —bc+be+cf —de)+

+(~acdf - ac+ ad’e + ae + be® f —bede —bd +bf + ¢ — ce +d*> - df) (b - f)
y: d(ae+bf +1)(ad-af —bc+be+cf —de)+

+(—acdf — ac + ad?e + ae + be® f —bede —bd + bf + ¢ — ce + d* - df ) (e - a)
z: (—acdf —ac+ad’e +ae + b f —bede —bd + bf + ¢ — ce +d? - df)(eb - fa)

Po upravé vidime, ze se skuteéné jedna o cyklické vyrazy:

x: abe—abc+cda—-cde+efc-efa+
+bd® - b2d + df* - &% f + b - 2o+
+a’cde - b?cde + Pefa - d?efa + e2abe — f2abe+
+b2cef —a’cef + d*eab - 2eab + fracd — e*acd
y: abd—abf +cdf —cdb+efb-efd
+ae’ - e%a +ca® - Pa+ed® - e
+aledf - bPedf + efb-d*efb+ e?abd — f2abd+
+b2def — a’def + d® fab - 2 fab + f*bed - e?bed
z: ad-af+cf—-cb+eb-ed+
+a’de + b2 de + P fa+d* fa +e*be+ f2be—
—a’fe-b%fe - cPbe — d*be - e*da — fda

+abc® f2 + cde®b? + efa’d? - abe*d? - cdb*e? - e fd*a?
Tim je naSe tvrzeni dokazano.

Uloha 5.5. Do Hloupétina prisla kazdoroéni varka ¢ty¥ Lenosinskych kladnych realnych &isel.

jim ale nepovedlo ukézat, Ze soucin vSech ¢tyf nepresahuje dvojnésobek jejich souctu. Dokazete to
vy?

Regeni. Oznaéme zadana kladna realna ¢isla jako a, b, ¢, d. Ze zadani vime, 7e plati téchto
Sest nerovnosti:

ab<a+b (5

ac<a+c (5

ad<a+d (5.

bc<b+c (5

bd<b+d (5

cd<c+d (5.10

Protoze na obou stranach v8ech nerovnosti jsou kladna ¢isla, miZeme vynésobit nerovnosti

(77) a (77):
abed < (a+b)(c+d) =ac+be+ad+ bd.

Sectenim nerovnosti (?7)-(??) dale ziskame

ac+bc+ad+bd<(a+c)+(b+c)+(a+d)+(b+d)=2(a+b+c+d).
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Diky tranzitivité nerovnosti odtud dostavame
abed < 2(a+b+c+d),

coz jsme chtéli dokézat.

Uloha 5.6. Kouma se vychloubal Noumovi, Ze jeho funkce f(z) lze jednoznainé zapsat jako
soucet dvou funkei s(z) a I(z), kde s(z) je suda (pro kazdé z je s(z) = s(-z)) a I(x) je licha
(pro kazdé z je I(x) = —I(~-z)). Nouma se mu ale vysmal: ,Vzdyt to prece plati pro kazdou funkci
definovanou na symetrickém defini¢nim oboru (pokud z je v defini¢nim oboru, pak i —z v ném je)!*
Uméli byste tuto skutecnost dokizat?

Reseni. Funkce s(x) a [(z) musi spliiovat

s(x) +U1(x) = f(x), (5.11)
s(-x) +1(-x) = f(-x).

Protoze viak s(-xz) = s(x) a l(-x) = -I(z) dostavame také

s(x) =1l(x) = f(-x). (5.12)
Settenim a ode¢tenim polovin (??) a (?7?) ziskame

f(z) + f(=2)
s(a) = B,
x)— f(-x
(o) - T I o)
2
Tyto funkce z¥ejmé spliuji, Ze jejih soucet je funkce f(z) a z postupu je navic zfejme,
7e rozklad je jednoznac¢ny. Tim je tvrzeni dokdzano. Na zamysleni ¢tenafi pak ponechame
rozbor moznosti, Zze defini¢nim oborem je prazdna mnozina.

Uloha 5.7. Hloupétinsti se se zasilkou do Lenosina snazili vice. Nejprve vybrali libovolna pfiro-
zend Cisla n a kﬂs n. Pak vybrali takova pfirozena ¢isla x1,xs, ...,z spliujici 1 + x5+ +x% = n,

7e Cislo A = xfz bylo maximalni. Nakonec poslali ¢islo A. Vasim tkolem je toto ¢islo uréit.

Reseni. Zavedme si nejprve pomocné oznaceni: vézi prirozenych isel délky k (aq, ..., ax) €
.aj
~ . ; o a: 2 > ISRV . e
N pro né&jaké k € N rozumime ¢islo a;,? . Déle ozna¢me Ag(n) nejvétsi véz délky k piiro-

zenych Cisel aq,. .., a takovych, Ze aj+---+ay = n. Tedy Ai(n) je ndmi hledana hodnota A.

Sta¢i uvazovat pouze 1 < k < n, nebot v krajnich pripadech je situace jednodu-
cha a maximum (jediné moznosti) jsou (n), resp. (1,...,1). Jisté pro 2k > n bude véz
A(n) urcité koncit nékolika jednickami. Jak potom tato v&z vypada? Pokud by totiz bylo
Ag(n) = (a1,...,am,1,...,1) tak, ze n&které a;,1 < i < m bylo vétsi nez 2, méli bychom
vetst véz (a,...,a; —1,...,am,2,1...,1) (jisté uz (a; — 1)® > a; a exponent bude alespoii
dvojnésobek piivodniho). Stejnym arguemntem se lze piesvédéit, Ze tato situace nastane
pravé tehdy, kdyz 2k > n a pak je tedy maximalni véz (2,2,...,2,1,...,1).

Necht tedy naSe véz nekonéi jednickami. Pro mala &isla je situace jednoduché a tedy

necht dale n,k > 1. Necht nyni Ag(n) lze realizovat pomoci véZe (ai,az,...,a;). Pak
jisté a; > 1 pro kazdé i € N. Jisté Ax(n) je rostouci funkce na piirozenych ¢islech, nebot
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Ag(n+1) > Ag(n) + 1 (mizeme pouzit véz (a1 +1,...,ax)).

Ukazme nynf, ze Ag(n+1) 2 24,(n). To plyne z toho, 7e jisté véz délky k-1 (as, ..., ax) <
Ap_1(n —ay) a tedy Ap(n) = max{j*1("2 < j < n-2}. Odtud snadno dostévame
Ap(n+1) > apAr-1(nmar+l) 5 g Apor(nman)+l 5 2A5(n).

Necht nyni b,c € N, b > 1. Pak plati % < 2 (nebot b+1 < b?). A tedy pro c > 4

dostéavame Ajic(z)l) > 2, a tedy mame b+ > (b +1)4() (pro b>1,e>4a k>1).

Je tedy jasné, Ze optimalni véz délky k je (2,2,...,1,m), kde (I,m) = Az(n — 2k + 4).
Zbyva tedy urcit, jak bude vypadat nejlepsi véz délky 2 pro libovolné n.
V tom v8ak nastava problém. Pii exaktnim feSeni hledani maxima funkce ™% na intervalu
(1,n) narazime v prvni ¥fadé na algebraicky nefeSitelnou rovnici. Jeji FeSeni lze vyjadFit
pomoci tzv. Lambertovy W funkce, ktera je dana vztahem z = W (z)e'V(*). Maximum
funkce "% pak nastane pro x = n/W(en). To je viak zpravidla realné ¢islo a nas zajima
feSenf v celych cislech. Pro vétsinu hodnot n lze jednoduse x zaokrouhlit, ale obecné to
provést nelze. Hledani maxima v celych &islech je tedy velice slozity problém a jes$té jednou
se tak omlouvame za zadani prakticky nefesitelné tlohy.
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