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Reseni 4. série
PocCiTANT
V CELYCH CISLECH

autor: Janca a Vidda

Uloha 4.1. Zatimco Bubla lovila vanoéniho kapra, dumala nad tim, pro¢ skoro nikdy neni posta-
vou prvniho pfikladu. Napadlo ji, ze kdyby nasla vSechna prvocisla p, g, ktera spliuji p? +pq = 323,
pomohlo by ji to ziskat respekt v ocich ostatnich postav. Pomozte ji!

Reseni. Protoze ¢ > 1, miizeme po tpravé p(p?—'+4¢) = 323 usoudit, ze p déli 323 = 17-19,
tedy (diky prvociselnosti p) dostavame p = 17 nebo p = 19. Navic pro liché ¢ bychom na
levé strané dostali sudé ¢islo, proto je jedinou moznosti ¢ = 2. Pfitom dvojice p = 17,q¢ = 2
skutecné vyhovuje.

Uloha 4.2. Libénka zrovna balila prvociselné darky pro ostatni, kdyz za ni pribéhl Matéj a
pokiikoval: ,, Koukej, Libénko, pokud p a p? + 8 jsou prvodcisla, pak p3 +4 a p* + 2 musi byt také!“.
Libénka Matéjovi viibec nevéfila, ale Matéj ji ukdzal bezchybny diikaz svého tvrzeni. Dokazali
byste to také?

Reseni. Stadi si uvédomit, ze kazdé prvocislo p kromé 3 je tvaru 3k + 1 nebo 3k — 1
(jinak by bylo délitelné tiemi). Pak je ovéem vyraz p? +8 = (3k +1)2 +8 = 9k + 6k + 9
délitelny tfemi a zaroven vétsi nez 3, proto to nemiize byt prvocislo. Predpoklady zadané
implikace tedy mohou byt splnény pouze pro p = 3, a skuteéné: 3,32 +8 = 17,33 +4 = 31
a 3* + 2 = 83 jsou viechno prvodéisla

Uloha 4.3. Bubla se mezitim venku koulovala s Henrym. Jednou snéhovou kouli zasahla Henryho
opravdu tvrdé do nosu. Henry se chvili rozkoukéval a pak si v§iml, Ze je ta koule vyztuzena papirem.
Uz se chtél ohradit, Ze to neni fér, kdyz si v§iml, Ze je na papiru napsana rovnice

(2a — b)? (1 4 4b* + 3a(3a — 4b)) = 2(2a(2b — 3a + 1) — b(2b — 3a) — b — 1)

pro cela ¢isla a, b. Nez se Bubla prisla omluvit, uz ji mél skoro vyfesenou. Zvladnete to dfive nez
on?

Reseni. Pouzitim substituce 2a — b = u, 2b — 3a = v dostaneme rovnici do tvaru u?(1 +
v?) = 2((v + 1)u — 1), coZ po roznasobeni a pievedeni na jednu stranu dava u? + u?v? —
2u — 2uv + 2 = 0, coz déle miizeme upravit na soucet ¢tverctt (druhych mocnin) (u—1)% +
(uv —1)%2 = 0, odkud dostavame u = 1, uv = 1, a tedy i v = 1. Jednoduchym dopo¢itdnim
dostavame jediné feseni a = 3,b = 5.

Uloha 4.4. Hloupétinsti si na namésti tesali ledové sochy znamyjch matematikii. Avsak v noci,
kdyz uz vsichni spali, nékdo do sochy Diofanta vytesal rovnici (22)3* + 4 = 7y. Hloupétinsti se
rozhodli, Ze nebudou hledat vinika, nybrz se tuto rovnici pokusi vytesit, a to pékné v celjch ¢islech.
Vibec se jim to nedafilo, a tak se obratili na Lenosin. Ovsem nikomu z Lenosina se nechtélo
sousedim pomoci. Dokazete zachranit Hloupétin pfed potupou a vyfeSit tuto rovnici v celjch
¢islech?
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Reseni. Nejprve si rozmyslime, 7e pro z < 0 dostaneme na levé strané necelé ¢islo, proto se
sta¢i omezit na x > 0. Potom uz mizeme mluvit o zbytku po dé€leni. Protoze prava strana
je jisté celé ¢islo délitelné sedmi, leva strana rovnéz musi byt. Avsak (22)3% = ((22)%)3 a
po zavedeni substituce a = (2z)%, coz je diky = > 0 celé ¢islo, staci Fict, Ze a® modulo 7
muze davat pouze zbytky +1,0, tedy leva strana muze davat zbytky 3,4, 5, nikdy vsak 0.
Rovnice tedy nemé feseni.

Uloha 4.5. Matgj ve snéhu vyslapal trojahelnik ABC a také body A’, B, C', které byly obrazy
vrcholi A, B, C' v osové soumérnosti postupné podle stran BC', CA a AB. Libénka ho upozornila:
»,Matéji, to t& ani trochu nezarazilo, Ze body A’ a B’ splyvaji?“ Maté&j se zatvaril rozpacits. ,,Ale-
pak piece bod C’ musi byt stfed kruznice opsané trojihelniku ABC, ne?“ Mél Mat&j pravdu?

ReSeni. Piimka BC je kolmé na tsecku AA’ a zaroven jde jejim stiedem. Je to tedy
zaroven vyska i téZnice trojihelniku ABA’ a ten tedy musi byt rovhoramenny se zékladnou
AA’. Podobné vSak musi byt také rovnoramenny trojuhelnik ABB’ se zdkladnou BB’.
Splyvaji-li tedy body A’ a B’, musi byt ABA’ = ABB’ trojthelnik rovnostranny. Pak
ale zfejmé bod C’ lezi na kruZnici opsané ABA’ se stfedem C (z mnoha duvodi, od
jednoduchyrch, jako jsou tivahy o vzdalenostech, az po argumentace Svrékovym bodem) a
tedy bod C musi lezet na jejim obraze podle piimky AB se stfedem C’, coz jsme chtéli
dokazat.

Uloha 4.6. Kouma si hral s obycejnou Sestisténnou kostkou. Jednu jeji hranu obarvil cervené.
To se mu vSak zdalo malo, tak obarvil ¢ervené vSechny hrany s ni rovnobézné. To mu taky ne-
stacilo, tak si vybral néjakou neobarvenou hranu a obarvil ji i vSechny hrany s ni rovnobézné na
zeleno. Zbytek neobarvenjch hran nakonec obarvil na modro. Pak si kostku pijéil Nouma a zacal
prebarvovat hrany tak, Ze si vizdy vybral jeden vrchol a hrany prebarvil ,,do kruhu“, tedy pro tii
hrany vychazejici z tohoto vrcholu pfebarvil prvni na barvu druhé hrany, druhou na barvu tfeti
hrany a tfeti na barvu prvni hrany. Koumovi se to libilo a zacal pfemyslet nad tim, jestli takhle
dokéaze prebarvit celou kostku tak, aby jedna sténa méla vSechny hrany cervené a protilehla sténa
méla vSechny hrany modré. Muze se to Koumovi podafit?

Reseni. Existuje mnoho zpiisobii, jak se dopracovat kyzeného vysledku. Tohle je jeden z
nich (Karolina Kuchynova):
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Uloha 4.7. Henry se rozhodl ozdobit vanoc¢ni stromecek koulemi o 100 rtznych barvach. Na-
koupil proto spoustu baleni (uz zapomnél kolik, ale ur¢ité jich bylo alespont 40425), z nichz kazdé
obsahovalo pravé ¢tyfi koule raznych barvich a kazda méla nékterou ze 100 danych barev. Navic
platilo, ze zadna dvé baleni neméla spolecné vice nez dvé barvy. Dokazte, ze z Henryho baleni lze
vybrat 49 takovych, ze dohromady obsahuji vSech 100 barev, ale libovolnych 48 z nich uz tuto
vlastnost nema.
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ResSeni. Ozna¢me mnozinu viech danjch barev A a mnoziny barev v dangch balenich
A1, A, ..., Ap, kde m € N, m > 40425. Uvazme nyni vSechny dvouprvkové podmno-
ziny téchto mnozin Aq,..., A,,, celkem jich je (g)m = 6m. Pritom vSech dvouprvkovych
podmnozin mnoziny A je ('5°) = 4950. Méme tedy alespoii 6m > 6 - 40425 = 49 - 4950
vybranych dvouprvkovych mnozin a pfitom jen 4950 moznych dvouprvkovych mnozin,
proto podle Dirichletova principu musi existovat barvy x,y € A, které patti do alespon 49
podmnozin Ay, ..., A,,, BUNO nechf to jsou A1,..., As. Tyto mnoziny uz viak kromé z
a y nemaji zadné dalsi spolecné barvy, proto ma jejich sjednoceni 2 4+ 49 - 2 = 100 prvkd,
tudiz je to celé A. Naopak sjednoceni libovolnych 48 z nich ma ze stejného diivodu nejvyse
2 +48 -2 = 98, takze to nemiize byt celé A.
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