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�e²ení 3. série

Grupy

autor: Vlá¤a a Kvágr

Úloha 3.1. Lib¥nka zjistila, ºe má na zahrad¥ £ty°i r·zné druhy semínek jedné cizokrajné kv¥tiny,
od kaºdého druhu plný pytel. Druhy se jmenovaly velmi zvlá²tn¥: antalis, borenas, ciruta a durum.
To ale Lib¥nku tolik netrápilo, spí²e p°emý²lela, co s nimi ud¥lá. Nakonec ji napadlo, ºe by je
mohla zkusit k°íºit a zjistit, co z nich vyroste. Pracovala velmi usilovn¥, aº zjistila, ºe kdyº zk°íºí
druh borenas se sebou samým, dostane op¥t druh borenas. Tento druh dostala i po zk°íºení druhu
antalis s druhem ciruta. Na chvíli se zamyslela, podívala se znovu do pomocného textu a v²imla
si, ºe druhy jejích kv¥tin s operací k°íºení tvo°í komutativní grupu! Ur£ete, jak mohly dopadnout
výsledky k°íºení ostatních druh· kv¥tin a ukaºte, ºe se opravdu jedná o grupu.

�e²ení. Ozna£me na²i grupu jako �G,a� a jednotlivé druhy písmeny a, b, c, d. Neutrální
prvek ozna£me e. Ze zadání víme, ºe platí b a b � b � b a e, takºe podle pravého zákona o
krácení dostáváme b � e. Dále (díky komutativit¥) víme, ºe platí aa c � caa � b, takºe a a
c jsou v·£i sob¥ vzájemn¥ inverzní. Neutrální prvek b je inverzní sám k sob¥, a protoºe je
inverze v grup¥ ur£ena jednozna£n¥, musí být i d inverzní sám k sob¥. Napi²me si dosavadní
Caleyho tabulku:

a a b c d

a a b

b a b c d

c b c

d d b

Nyní si uv¥domme, ºe ze zákon· o krácení plyne, ºe v kaºdém °ádku i sloupce se
kaºdý prvek musí vyskytnout práv¥ jednou (pokud se totiº v °ádku p°íslu²ném x vyskytne
stejný prvek ve sloupcích p°íslu²ných y a z, pak x a y � x a z, tedy y � z), jedná se
vlastn¥ o latinský £tverec. Díky tomu m·ºeme snadno dopo£ítat d a a � c, a a a � c,
da c � a, ca c � d, zbytek plyne z komutativity (ta vlastn¥ odpovídá soum¥rnosti Cayleho
tabulky podle hlavní diagonály). Nyní zbývá ukázat, ºe na²e tabulka skute£n¥ odpovídá
grup¥ (sta£í vlastn¥ jen ov¥°it asociativitu, zbytek uº je jasný). Pokud se chceme vyhnout
p°ímému výpo£tu, m·ºeme si v²imnout, ºe tabulka komutativní grupy �Z4,�� má zcela
totoºnou strukturu, a protoºe na pojmenování prvk· nijak nezáleºí, musí i na²e tabulka
odpovídat grup¥ (°íkáme, ºe tyto grupy jsou izomorfní).

a a b c d

a d a b c

b a b c d

c b c d a

d c d a b
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Úloha 3.2. Henry se vychloubal d¥tem, ºe má skv¥lou novou grupovou krabi£ku, do které umí
vloºit £íslo napravo, £íslo nalevo a dole mu vypadne £íslo, které je výsledkem grupové operace s
nimi. Po chvilce v²ak se smutkem p°iznal, ºe kaºdý prvek této grupy je °ádu nejvý²e dva. �To
nevadí,� ut¥²ovala ho Bubla. �Alespo¬ má² jistotu, ºe je ta grupa komutativní!� Ukaºte, ºe Bubla
m¥la pravdu.

�e²ení. Ozna£me na²i grupu �G,b� a její neutrální prvek e. Pak vlastnost, ºe kaºdý
prvek z G má °ád nejvý²e 2, m·ºeme ekvivalentn¥ p°eformulovat jako aba � e pro v²echna
a > G. Proto také a�1 � a pro v²echna a > G. Pak pro libovolná b, c > G platí (s vyuºitím
asociativity)

�bb c�b �cb b� � bb �cb c�b b � bb eb b � bb b � e
a podobn¥

�cb b�b �bb c� � cb �bb b�b c � cb eb c � cb c � e.
Protoºe je v grup¥ inverzní prvek ur£en jednozna£n¥, dostáváme b b c � �c b b��1 � c b b.
Protoºe jsme b, c volili libovoln¥, je grupa �G,b� komutativní.

Úloha 3.3. Mat¥j se ocitl v grupovém teleportovém bludi²ti skládajícím se z n¥kolika místností,
kaºdá byla ozna£ená jiným symbolem. V kaºdé místnosti byl stejný ovládací panel obsahující
symboly v²ech místností. Po zadání symbolu α a symbolu β by se Mat¥j teleportoval do místnosti
se symbolem α a β, kde operace a spole£n¥ s mnoºinou symbol· místností tvo°í grupu. Mat¥j
za£al v místnosti ε, která byla shodou náhod ozna£ena symbolem, jenº byl neutrálním prvkem oné
grupy. Aby se v bludi²ti neztratil, vybral si vºdy v neutrální místnosti n¥jaký symbol, a pak vºdy
zmá£kl vybraný symbol a symbol místnosti, ve které se nacházel. To opakoval tak dlouho, dokud
se neteleportoval zp¥t do místnosti ε. Po chvilce veselého teleportování zjistil, ºe po£et místností,
které projde, neº se vrátí zp¥t do místnosti ε (v£etn¥ té, ve které za£al), nabývá pro r·zné symboly
v²ech hodnot 1,2, . . . ,2013. Uve¤te p°íklad struktury, jakou mohlo bludi²t¥ mít.

�e²ení. Zadání vlastn¥ poºaduje p°íklad grupy, ve které pro kaºdé k > �1,2, . . . ,2013�
existuje prvek °ádu k. P°íkladem takové grupy je aditivní grupa zbytkových t°íd �Z2013!,��,
nebo´ pro daná k má prvek �2013!k �2013! °ád k. Sta£í si totiº uv¥domit, ºe platí

�2013!
k

�
2013!

� � � � � �2013!
k

�
2013!´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k

� k � �2013!
k

�
2013!

� �2013!�2013! � �0�2013! ,

coº je neutrální prvek na²í grupy, a ºe pro n > N, n @ k platí

�2013!
k

�
2013!

� � � � � �2013!
k

�
2013!´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n

� n � �2013!
k

�
2013!

� �n � 2013!
k

�
2013!

x �0�2013! ,

nebo´ 0 @ n � 2013!k @ 2013!.

Úloha 3.4. �ouma si p°ipravil pro Koumu zapeklitý p°íklad. �Koumo, myslím si kone£nou n-
prvkovou mnoºinu X. Dokaº, ºe �P �X�,�� je grupa a ur£i po£et v²ech jejích podgrup!� �Hmm, ale
co znamenají ty symboly?� �To je jednoduché, P �X� je mnoºina v²ech podmnoºin mnoºiny X a �
je symetrický rozdíl (pro libovolné mnoºiny A,B je de�nován vztahem A�B � �A8B���A9B�).�
Koumu to ale p°íli² neuspokojilo. �Vºdy´ je to hrozn¥ t¥ºké!� �Moºná by se ti k tomu mohla hodit
tzv. Bellova £ísla,� slitoval se nad ním �ouma. Pomozte Koumovi splnit jeho úkol.
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�e²ení. Nejprve ukaºme, ºe jde o grupu. Operace je z°ejm¥ uzav°ená, protoºe sjedno-
cováním a pr·nikem podmnoºim X m·ºe vzniknout op¥t jedin¥ podmnoºina X. Dále
asociativita je z°ejmá, nebo´ �A � B� � C je mnoºina v²ech prvk· leºících bu¤ pouze v
jedné z mnoºin nebo ve v²ech t°ech a tato vlastnost z°ejm¥ nezávisí na po°ádí operace (z
toho je zárove¬ z°ejmá i komutativita). Neutrálním prvkem je z°ejm¥ prázdná mnoºina a
inverzním prvkem ke kaºdému prvku je prvek sám (A �A � g).
Nyní dokaºme d·leºitou vlastnost symetrického rozdílu.

Lemma. Nech´ A,B,C bX a A �B � C. Pak B �C � A.

D·kaz. Nejlépe je to vid¥t z následujícíh obrázk·:

A B

C

A B

C

Zde vºdy levý z operand· je ²rafován opa£n¥ neº pravý a výsledek operace je v²e, co je
vy²rafováno jen jedním zp·sobem.

Nyní tedy spo£ítejme v²echny podgrupy. Díky vý²e uvedenému lemmatu platí, ºe pokud
do n¥jaké mnoºiny P ` P �X� uzav°ené na operaci � vloºíme prvek A > P �X� � P a
p°idáme A �K pro kaºdé K > P , bude nov¥ vzniklá mnoºina op¥t uzav°ená na �. (Toto
neplatí obecn¥. Nap°íklad p°i s£ítání na celých £íslech m·ºeme do mnoºiny obsahující
pouze 0 � coº je podgrupa � p°idat £íslo 1 (a 1 � 1 � 0), ale ur£it¥ se pak nebude jednat
o grupu.) Zárove¬ je z°ejmé, ºe kaºdou podgrupu lze získat postupným p°idáváním prvk·
(po£ínaje p°idáním do prázdné mnoºiny) tímto zp·sobem. Mnoºinu podmnoºin X, které
jsme �postupn¥ p°idávali� , neº nám vznikla poºadovaná podgrupa, nazveme elementárním
výb¥rem. Je z°ejmé, ºe podgrupa je ur£ena n¥kterým svým elementárním výb¥rem a po£et
prvk· podgrupy a po£et prvku elementárního výb¥ru závisí pouze jedno na druhém. Pak
tedy platí následující rovnost

S � 1 �
n

Q
i�1

αi
βi
,

kde S je po£et v²ech podgrup, n po£et prvk· X, αi je po£et v²ech moºných elementárníh
výb¥r· o i prvcích a βi je po£et v²ech elementárních výb¥r·, které p°íslu²í stejné podgrup¥.
(Elementární výb¥r nem·ºe mít více prvk· neº n, protoºe po£et prvk· podgrupy závisí
pouze na po£tu prvk· el. výb¥ru a pokud budeme vybírat postupn¥ v²echny jednoprvkové
podmnoºiny X, získáme nakonec elementární výb¥r o n prvcích udávající podgrupu, jeº je
p°ímo rovna celé grup¥.)
Nyní dokaºme, ºe

αi � �2n � 20��2n � 21��2n � 22� . . . �2n � 2i�1�
βi � �2i � 20��2i � 21��2i � 22� . . . �2i � 2i�1�

Platnost druhého vztahu plyne bezprost°edn¥ z prvního, pro n � i jde o stejné £íslo. První
vztah dokaºme matematickou indukcí:
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Pro i � 1 lze vybrat libovolnou neprázdnou podmnoºinu X a je to také jediný prvek, který
vybíráme. Neprázdných podmnoºin je práv¥ 2n � 1.
Nyní p°edpokládejme, ºe vztah platí pro i � k a ukaºme, ºe platí pro i � k � 1. Vyuºijme
na²eho �p°idávání� . P°idáme do elementárního výb¥ru jeden prvek A a tudíº se po£et
prvk· podgrupy zdvojnásobí (pro kaºdé K > P p°idáme K �A). Pro i � 1 je po£et prvk·
podgrupy 2 (prázdná mnoºina a daný prvek), a tedy op¥t dle matematické indukce je
po£et prvk· grupy s elementárním výb¥rem o k prvcích roven 2k. Tedy pro p°idávání
vybíráme z 2n � 2k podmnoºin X, které je²t¥ v podgrup¥ neleºí. Výsledný po£et podgrup
s elementárním výb¥rem o k � 1 prvcích je tedy �2n � 2k�-krát v¥t²í, coº jsme p°esn¥ cht¥li
dokázat.
Na záv¥r drobná omluva za poznámku o Bellových £íslech. Na²e p·vodní °e²ení vyuºívalo
tuto znalost, ale nakonec se ukázalo býti chybným.

Úloha 3.5. V Leno²ín¥ se s tradi£ní podzimní výrobou £ísel p°íli² nenad°ou. Proto mají v Hlou-
p¥tín¥ poté tolik práce, aby £ísla upravili a ud¥lali z nich £ísla celá. Nedávno p°i²el do Hloup¥tína
zlomek � 3º

2�
3º
4�n

3º
2�

3º
4�1

. Najd¥te alespo¬ jedno p°irozené £íslo n, které mohou Hloup¥tín²tí pouºít, aby
ze zlomku ud¥lali celé £íslo.

�e²ení. Pro n � 3 dostáváme

� 3
º
2 � 3

º
4�3

3
º
2 � 3

º
4 � 1

�
2 � 4 � 3 � 3

º
2 � 3

º
4 � � 3

º
2 � 3

º
4�

3
º
2 � 3

º
4 � 1

�
6 � 6� 3

º
2 � 3

º
4�

3
º
2 � 3

º
4 � 1

� 6.

Úloha 3.6. Lib¥nka si zatím trénovala rýsování. Za£ala tím, ºe si nakreslila trojúhelník ABC a
opsala mu kruºnici k. Nové pr·se£íky kruºnice k s osami úhl· BAC, ABC, ACB ozna£ila po °ad¥
D,E,F . Mat¥jovi se povedlo dokázat, ºe p°ímky DE a CF svírají pravý úhel. Svedete to taky?

�e²ení. Ozna£me standardn¥ α,β, γ velikosti vnit°ních úhl· QABC. Z bod· D a B se
díváme na t¥tivu AE pod stejným úhlem, tj.

S�ADES � S�ABES � α
2

Nyní budeme uváºíme t°i rotace φ,χ,ψ v kladném sm¥ru (tj. proti sm¥ru hodinových
ru£i£ek). Rotace φ bude rotace o α

2 kolem bodu D. Druhá rotace χ bude rotace o β
2 kolem

bodu A. A kone£n¥ ψ bude rotace o γ
2 kolem bodu C. Snadno nahlédneme, ºe p°ímka ED

se v φ zobrazí na p°ímku AD, která se v χ zobrazí na p°ímku AC, která se v ψ zobrazí na
p°ímku FC.
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A

B

C
D

E

F

P

α
2

β
2

γ
2

Tedy p°ímka FC je obrazem p°ímky ED v zobrazení ψ X �χ Xφ� (neboli v φ ji oto£íme
na AD, potom v χ ji oto£íme na AC a nakonec v ψ ji oto£íme na CF.)
Proto svírají p°ímky ED a CF úhel α2 �

β
2 �

γ
2 �

π
2 , coº jsme cht¥li dokázat. Není krásné,

ºe se takové p°ímky protnou zrovna v P?

Úloha 3.7. Henry zrovna p°emý²lel o prap·vodním významu slova mnoºina, kdyº ho napadlo,
jak by asi vypadala taková mnoºina p°irozených £ísel, ze které by ne²lo vybrat n¥kolik prvk·, které
by mu v sou£tu dávaly n¥jakou po°ádnou mocninu. Zajímalo ho, jestli taková mnoºina m·ºe být
nekone£ná a jestli by mu v·bec k n¥£emu uºite£nému mohla být. Pomoºte Henrymu! Rozhodn¥te,
zda existuje nekone£ná mnoºina p°irozených £ísel, pro kterou platí, ºe sou£et prvk· její libovolné
neprázdné kone£né podmnoºiny není tvaru nk, kde n, k jsou p°irozená £ísla v¥t²í neº 1. M·ºete se
vyjád°it i k uºite£nosti takové mnoºiny.

�e²ení. Ano, taková mnoºina skute£n¥ existuje, uvaºme nap°íklad mnoºinu

M � �2n3n�1 S n > N�,
z°ejm¥ je nekone£ná. Nyní zvolme libovolná pod dvou r·zná a1, a2, . . . , ar >M a ozna£me
ai � 2li3li�1 pro li > N a i > �1,2, . . . , r�. BÚNO p°edpokládejme 0 @ l1 @ l2 @ � � � @ lk.
Po£ítejme sou£et S vybraných prvk·:

S � a1 � a2 � � � � � ak � 2l13l1�1 � 2l23l2�1 � � � � � 2lk3lk�1 � 2l13l1�1�1 � 6l2�l1 � � � � � 6lk�l1�.
V poslední pravé závorce jsou v²echny £leny krom¥ 1 p°irozené mocniny £ísla 6, proto je
tato závorka ned¥litelná ²esti, coº znamená, ºe mocnina 2 v prvo£íselném rozkladu S je
o jedna men²í neº mocnina 3. P°itom 6 S S, takºe pokud S � nk pro n¥jaká n, k > N,
n A 1, k A 1, pak také 6 S S , takºe n � 2p3qt, kde p, q, t > N a gcd�t,6� � 1. Pak ale
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S � nk � 2kp3kqtk, tedy kp � 1 � kq, coº je spor, protoºe k A 1. Proto sou£et prvk·
libovolné neprázdné kone£né podmnoºiny M nem·ºe být tvaru nk. Co se tý£e uºite£nosti,
tato mnoºina je zcela nezpochybniteln¥ bezva.
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