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ReSeni 3. série

GRUPY

autor: Vldda o Kvdgr

Uloha 3.1. Libénka zjistila, Ze ma na zahradé ¢tyfi rizné druhy seminek jedné cizokrajné kvétiny,
od kazdého druhu plny pytel. Druhy se jmenovaly velmi zvlastné: antalis, borenas, ciruta a durum.
To ale Libénku tolik netrépilo, spiSe premyslela, co s nimi udéla. Nakonec ji napadlo, Ze by je
mohla zkusit kiizit a zjistit, co z nich vyroste. Pracovala velmi usilovné, az zjistila, ze kdyz zkiizi
druh borenas se sebou samym, dostane opét druh borenas. Tento druh dostala i po zkfizeni druhu
antalis s druhem ciruta. Na chvili se zamyslela, podivala se znovu do pomocného textu a vSimla
si, ze druhy jejich kvétin s operaci kiizeni tvoii komutativni grupu! Uréete, jak mohly dopadnout
vysledky kiizeni ostatnich druhu kvétin a ukazte, Ze se opravdu jedné o grupu.

Reseni. Oznacme nasi grupu jako (G,®) a jednotlive druhy pismeny a,b, ¢, d. Neutralni
prvek oznacme e. Ze zadani vime, Ze plati b® b = b = b ® e, takze podle pravého zakona o
kraceni dostavame b = e. Dale (diky komutativité) vime, ze plati a® ¢ = c®a = b, takze a a
¢ jsou VUi sobé vzajemné inverzni. Neutralni prvek b je inverzni sém k sobg, a protoze je
inverze v grupé uréena jednoznac¢né, musi byt i d inverzni sdm k sobé. Napi§me si dosavadni
Caleyho tabulku:

@|al|blc|d
a a
blal|b|cl|d
clblec
d d b

Nyni si uvédomme, Ze ze zakont o kraceni plyne, Ze v kazdém fadku i sloupce se
kazdy prvek musi vyskytnout pravé jednou (pokud se totiz v Fadku pfislusném z vyskytne
stejny prvek ve sloupcich pfislusnych y a 2z, pak t® y = x ® 2, tedy y = z), jedna se
vlastné o latinsky ¢tverec. Diky tomu muiZzeme snadno dopoditat d®a = ¢, a ® a = c,
d®c=a, c®c=d, zbytek plyne z komutativity (ta vlastné odpovida soumérnosti Cayleho
tabulky podle hlavni diagonaly). Nyni zbyva ukizat, Zze naSe tabulka skutetné odpovida
grupé (sta¢i vlastné jen ovéfit asociativitu, zbytek uz je jasny). Pokud se chceme vyhnout
pfimému vypo¢tu, mtZeme si viimnout, Ze tabulka komutativni grupy (Z4,+) méa zcela
totoznou strukturu, a protoZze na pojmenovani prvka nijak nezélez{, musi i naSe tabulka
odpovidat grupé (fikdme, Ze tyto grupy jsou izomorfni).

®|lal|blc|d + [1]4 [0]4 [3]4 [2]4
al|dla|b]|c [1]a | [2]a | [1]a | [O]4 | [3]4
bla|blc|d [0]a | [1]a | [O]a | [3]a | [2]4
c|blcldla| |[3]sa][0]a]|[3]a][2]a][1]4
dlcld|alb [2]4 | [3]a | [2]a | [1]a | [O]4
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Uloha 3.2. Henry se vychloubal détem, Ze ma skvélou novou grupovou krabicku, do které umf
vlozit ¢islo napravo, ¢islo nalevo a dole mu vypadne ¢islo, které je vysledkem grupové operace s
nimi. Po chvilce v8ak se smutkem pfiznal, ze kazdy prvek této grupy je fadu nejvyse dva. ,,To
nevadi,* utésovala ho Bubla. ,,Alespoii mas jistotu, ze je ta grupa komutativni!“ UkaZte, Ze Bubla
méla pravdu.

Reseni. Oznaéme nasi grupu (G,®) a jeji neutralni prvek e. Pak vlastnost, ze kazdy
prvek z G mé fad nejvyse 2, mizeme ekvivalentné preformulovat jako a®a = e pro v8echna
a € G. Proto také a™! = a pro viechna a € G. Pak pro libovolna b,c € G plati (s vyuzitim
asociativity)

(bOc)O(ceb)=bo(cO®c)Ob=boecdb=bob=¢

a podobné
(ceb)e(boc)=co (boOb)Oc=c®ed®c=cOc=c.

Protoze je v grupé inverzni prvek uréen jednoznacéné, dostavame b@c= (c®b)™ =cob.
Protoze jsme b, ¢ volili libovolné, je grupa (G, ®) komutativni.

Uloha 3.3. Matgj se ocitl v grupovém teleportovém bludisti skladajicim se z nékolika mistnosti,
kazda byla oznacend jinym symbolem. V kazdé mistnosti byl stejny ovladaci panel obsahujici
symboly vSech mistnosti. Po zadani symbolu a a symbolu S by se Matéj teleportoval do mistnosti
se symbolem a ® 3, kde operace ® spoletné s mnozinou symboli mistnosti tvoii grupu. Matéj
zaCal v mistnosti €, kter& byla shodou ndhod oznacena symbolem, jenz byl neutralnim prvkem oné
grupy. Aby se v bludisti neztratil, vybral si vZdy v neutrélni mistnosti néjaky symbol, a pak vzdy
zmackl vybrany symbol a symbol mistnosti, ve které se nachéazel. To opakoval tak dlouho, dokud
se neteleportoval zpét do mistnosti €. Po chvilce veselého teleportovani zjistil, Ze pocet mistnosti,
které projde, nez se vrati zp&t do mistnosti £ (véetné té, ve které zatal), nabyva pro rizné symboly
v8ech hodnot 1,2,...,2013. Uvedte piiklad struktury, jakou mohlo bludi§té mit.

ReSeni. Zadani vlastné pozaduje pitklad grupy, ve které pro kazdé k € {1,2,...,2013}
existuje prvek radu k. Pfikladem takové grupy je aditivni grupa zbytkovych tiid (Zag1ar, +),
nebot pro dana k mé prvek [ 13! ]o0131 Fad k. Staci si totiz uvédomit, ze plati

2013! 2013! 2013!
[—] teet [—] =k- [—] = [2013!5913 = [0]90131 »
k2013 k  loo1s k2013

k

coz je neutrélni prvek nasf grupy, a ze pro n € N, n < k plat{

[2013‘ [2013' [2013! 2013!
n .

-/ _ .22 LT |
k ]20131 [ k ]2013! [0]5013

2013‘ 2013!

nebot 0 <n - %13! < 2013!.

Uloha 3.4. Nouma si pripravil pro Koumu zapeklity piiklad. ,,Koumo, myslim si kone¢nou n-
prvkovou mnozinu X. Dokaz, ze (P(X),+) je grupa a urci pocet viech jejich podgrup!“ ,, Hmm, ale
co znamenaji ty symboly?“ | To je jednoduché, P(X) je mnozina vSech podmnoZin mnoziny X a +
je symetricky rozdil (pro libovolné mnoziny A, B je definovan vztahem A+ B = (AuB)\ (AnB)).“
Koumu to ale piili§ neuspokojilo. ,,Vzdyt je to hrozné tézké!“ | Mozna by se ti k tomu mohla hodit
tzv. Bellova ¢isla,* slitoval se nad nim Nouma. Pomozte Koumovi splnit jeho tkol.
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Regeni. Nejprve ukazme, 7e jde o grupu. Operace je ziejmé uzaviend, protoze sjedno-
covanim a prinikem podmnozim X mutZe vzniknout opét jediné podmnozina X. Dale
asociativita je zfejma, nebotf (A + B) + C je mnozina vSech prvki lezicich bud pouze v
jedné z mnozin nebo ve vech t¥ech a tato vlastnost zfejmé nezavisi na potradi operace (z
toho je zéaroven ziejma i komutativita). Neutralnim prvkem je ziejmé prazdna mnoZina a
inverznim prvkem ke kazdému prvku je prvek sam (A + A = @).

Nyni dokazme dtlezitou vlastnost symetrického rozdilu.

Lemma. Necht A,B,CcX aA+B=C.Pak B=C=A.

Dikaz. Nejlépe je to vidét z néasledujicih obrazki:

Zde vzdy levy z operandu je Srafovan opalné nez pravy a vysledek operace je vSe, co je
vysrafovano jen jednim zptisobem. O

Nyni tedy spocitejme vSechny podgrupy. Diky vyse uvedenému lemmatu plati, ze pokud
do né&jaké mnoziny P ¢ P(X) uzaviené na operaci + vlozime prvek A € P(X)\ P a
pfidame A + K pro kazdé K € P, bude nové vznikla mnoZina opét uzaviena na +. (Toto
neplati obecné. Naptiklad prfi séitani na celych &islech mizeme do mnoZiny obsahujici
pouze 0 — coz je podgrupa — pfidat ¢islo 1 (a 1 =1+ 0), ale ur¢ité se pak nebude jednat
o grupu.) Zaroven je zfejmé, ze kazdou podgrupu lze ziskat postupnym piidavanim prvka
(pocinaje p¥idanim do préazdné mnoziny) timto zptsobem. MnoZinu podmnozin X, které
jsme ,postupné pridavali“, nez nam vznikla pozadovand podgrupa, nazveme elementarnim
vybérem. Je zfejmé, ze podgrupa je uréena nékterym svym elementiarnim vybérem a pocet
prvkid podgrupy a pocet prvku elementarntho vybéru zavisi pouze jedno na druhém. Pak
tedy plati nasledujici rovnost

S=1+ Z; 5,

kde S je polet vSech podgrup, n pocet prvka X, «; je pocet vSech mozZnych elementarnih
vybéri o ¢ prvcich a ; je pocet viech elementarnich vybérd, které piislusi stejné podgrupé.
(Elementarni vybér nemtize mit vice prvka nez n, protoze pocet prvki podgrupy zavisi
pouze na poctu prvki el. vybéru a pokud budeme vybirat postupné vSechny jednoprvkové
podmnoziny X, ziskdme nakonec elementarni vybér o n prvcich udavajici podgrupu, jez je
pfimo rovna celé grupé.)

Nyni dokazme, ze

a; = (2" -20)(2" - 21) (2" - 2%) ... (2" - 2"7h)
Bi= (2" -20)(2' - 21 (2" - 2%) ... (2" - 2"1)

Platnost druhého vztahu plyne bezprostfedné z prvniho, pro n =14 jde o stejné &islo. Prvni
vztah dokazme matematickou indukef:
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Pro i =1 lze vybrat libovolnou neprazdnou podmnozinu X a je to také jediny prvek, ktery
vybirdme. Neprazdnych podmnozin je pravé 2" — 1.

Nyni predpoklddejme, ze vztah plati pro ¢ = k a ukazme, Ze plati pro i = k + 1. Vyuzijme
naseho ,pfidavani“. Pfidame do elementarniho vybéru jeden prvek A a tudiz se pocet
prvki podgrupy zdvojnasobi (pro kazdé K € P piidame K + A). Pro i = 1 je pocet prvki
podgrupy 2 (prazdnd mnozina a dany prvek), a tedy opét dle matematické indukce je
pocet prvki grupy s elementarnim vybérem o k prvcich roven 2F. Tedy pro pridavani
vybirdme z 2" — 2% podmnozin X, které jesté v podgrupé nelezi. Vysledny pocet podgrup
s elementarnim vybérem o k + 1 prvcich je tedy (27 —2F)-krat vétsi, coz jsme pFesnéd chtéli
dokazat.

Na zavér drobna omluva za poznamku o Bellovych &islech. Nase pavodn{ feSeni vyuzivalo
tuto znalost, ale nakonec se ukazalo byti chybnym.

Uloha 3.5. V Lenoginé se s tradiéni podzimni vyrobou ¢isel pfili§ nenadfou. Proto maji v Hlou-
pétiné poté tolik préice, aby ¢isla upravili a udélali z nich ¢isla cela. Nedavno piisel do Hloupétina
zlomek %. Najdéte alespoii jedno pfirozené ¢islo n, které mohou Hloupétingti pouzit, aby
ze zlomku udélali celé Eislo.

Regeni. Pro n = 3 dostavame

(V2+ /4% 244+3-2-/4-(V2+/4)  6+6(V/2+ V1)
Y2+ Ya1+1 o+ Y4+1 s Ya+1

Uloha 3.6. Libénka si zatim trénovala rysovéani. Zacala tim, Ze si nakreslila trojihelnik ABC' a
opsala mu kruznici k. Nové priise¢iky kruznice k s osami ihlia BAC, ABC, ACB oznacila po fadé
D,E,F. Matgjovi se povedlo dokazat, ze pfimky DFE a CF sviraji pravy uhel. Svedete to taky?

Reseni. Oznac¢me standardné o, 8,~ velikosti vnitinich ahli AABC. Z bodé D a B se
divame na tétivu AF pod stejnym thlem, tj.

|4ADE|:|4ABE|:%

Nyni budeme uvazime tfi rotace ¢,x,? v kladném sméru (tj. proti sméru hodinovych
rucicek). Rotace ¢ bude rotace o § kolem bodu D. Druhé rotace x bude rotace o g kolem
bodu A. A koneéné v bude rotace o % kolem bodu C. Snadno nahlédneme, Ze primka FED
se v ¢ zobrazi na pfimku AD, kterd se v x zobrazi na piimku AC, kterd se v v zobrazi na
piimku F'C.
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F

Tedy pfimka F'C' je obrazem p¥imky ED v zobrazeni ¢ o (x o ¢) (neboli v ¢ ji otoc¢ime
na AD, potom v x ji oto¢ime na AC a nakonec v 1 ji oto¢ime na C'F.)
B

Proto sviraji pfimky ED a CF thel § + 5 +3 = 7, coz jsme chtéli dokézat. Neni krasné,

ze se takové primky protnou zrovna v P?
O

Uloha 3.7. Henry zrovna prfemyslel o praptvodnim vyznamu slova mnozina, kdyz ho napadlo,
jak by asi vypadala takova mnozina pfirozenych ¢isel, ze které by neslo vybrat nékolik prvka, které
by mu v sou¢tu davaly néjakou pofadnou mocninu. Zajimalo ho, jestli takovd mnozina muze byt
nekonecna a jestli by mu vibec k né¢emu uzitetnému mohla byt. Pomozte Henrymu! Rozhodnéte,
zda existuje nekone¢nd mnozina piirozenych ¢isel, pro kterou plati, ze soucet prvki jeji libovolné
neprazdné kone¢né podmnoziny neni tvaru n*, kde n, k jsou pfirozena ¢isla vétsi nez 1. Muzete se
vyjadrit i k uZite¢nosti takové mnoziny.

Refeni. Ano, takovd mnozina skutecné existuje, uvazme napiiklad mnozinu

M = {2"3"*! | n e N},

ziejmé je nekone¢né. Nyni zvolme libovolnad pod dvou rtizné aj,as,...,a, € M a ozna¢me
a; = 2435 pro I; e N a i€ {1,2,...,r}. BUNO predpokladejme 0 < I < Iy < -+ < I
Poditejme soucet S vybranych prvki:

S=ay+ag+-+ay=213071 ol2glerl g oleghrl olightlg 4 glamhe oy gletly,

V posledni pravé zavorce jsou vSechny ¢leny kromé 1 p¥irozené mocniny &isla 6, proto je
tato zavorka nedélitelnd Sesti, coz znamend, Ze mocnina 2 v prvodiselném rozkladu S je
o jedna mensi nez mocnina 3. P¥itom 6 | S, takze pokud S = n”* pro n&jaki n,k € N,
n > 1, k> 1, pak také 6 | S , takze n = 2P3%, kde p,q,t € N a ged(¢,6) = 1. Pak ale
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S = nF = 2kP3kak tedy kp + 1 = kg, coz je spor, protoze k > 1. Proto soucet prvki
libovolné neprazdné koneéné podmnoziny M nemize byt tvaru n*. Co se tyte uzitetnosti,
tato mnozina je zcela nezpochybnitelné bezva.
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