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autor: Ada a Ted

Uloha 2.1. Bubla by si chtéla na Matejové policku tvaru rovnobézniku ABCD zasadit mrkvovy
lan. Matéj ji vyhovél a vymezil osmithelnikovy zahon IJK LM NOP tak, ze vymétil body E, F, G, H
jako stiedy stran DA, AB, BC,CD a spojnicemi téchto stfedl a hrani¢nich bodu protéjsich stran
vymezil novy zdhonek. Bubla si také hned spocitala, ze bude tento zahon velky natolik, aby pokryl
rodinnou spotfebu mrkve. Ozna¢me |AB| = a, |BC| =b a |ZABC| = a. Uréete obsah mrkvového
zédhonu v zavislosti na parametrech a, b, a.

ReSeni. Uvaime afinni zobrazeni, které zobrazi repér (A, AB, AD) na repér ([0,0], (1,0), (0,1)).
Jedna se o afinni zobrazeni, tedy dle véty 0.8. zobrazeni zachovavajici poméry velikosti ob-
sahu. Proto je pomér obsahu osmithelnika I JK LM NOP ku obsahu rovnobézniku ABC' D
roven obsahu takového osmithelnika v jednotkovém ctverci:
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Ctverec ABCD lze rozloZit na nas osmitihelnik a dvé ¢tvefice shodnych trojihelnik.
Ty jsou shodné, nebot na sebe pfejdou v rotaci kolem stfedu ctverce o 5. Obsah naseho
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osmiuhelniku je pfitom roven rozdilu obsahu ¢tverce ABC'D a ¢tyfnasobku souc¢tu obsahi
trojuhelniki AF'J a F'BI, jak je vidét na obrazku vpravo.

Protoze jsou body E,F stredy stran DA, AB v trojuhelniku ABD, je bod I tézistém
tohoto trojuhelnika a déli téznici DF' v poméru 2 : 1. Z principu redukéniho thlu potom
plyne, Ze vyska v trojahelniku F'BI spusténd z bodu I mé délku % Protoze je |FB| = %,
je obsah trojuhelnika F'BI roven %

Bod J je prisecik uhlopficek v obdélniku AF' HD. Proto ma vyska spusténa z bodu J v
trojuhelniku AF'J délku % Protoze je |AF| = 1, je obsah trojthelnika AF.J roven %.

Obsah osmithelniku IJK LM NOP je proto roven 1 — 4 - % —4. % = %.

Uloha 2.2. Mezitim do Maté&je hustila Libénka zadéni svoji tlohy. ,Mas dvé kruznice k,[ se
stfedy S1,.S2 a poloméry 5 a 2 takové, ze vzdalenost jejich stiedl je 6. Bod A najdes na polopfimce
opacné k polopfimce — 5557 a plati |[ASy| = 4.¢

Libénka nechala Matgje, at si zvoli libovolné piimky p, ¢ prochdzejici bodem A, tak, ze kazda z
téchto dvou pfimek protina sjednoceni kruznic k Ul ve ¢tyfech bodech. ,,Oznacme ¢étyfi pruseciky
pfimky p se sjednocenim k U [ postupné od bodu A jako KXY N a podobné pruseciky pfimky ¢
se sjednocenim k U ! postupné od bodu A jako WLMZ. Co mi fekne$ o ¢tyfthelniku K LM N7¢
Dokazte podobné jako se to povedlo Matéjovi, zZe je ¢tyfthelnik KLM N tétivovy.

Reseni. Ozna¢me B, C priiseciky zadanych kruznic. ProtoZe jsou obé kruznice k,l osové
soumérné podle osy 5152, plati |[AB| = |AC|. Oznacme tuto vzdalenost r = |AB|. V
kruhové inverzi podle kruZnice se stiedem v bodé A a polomérem r se zobrazi kruznice k
na kruznici [. Obé pfimky p, g se pfitom zobrazi samy na sebe, protoze prochazi bodem
A. Proto v tomto zobrazeni pfejde bod K na bod N a bod L na bod M. P¥imo z definice
kruhové inverze pak dostaneme

|AK| - |AN| =r? = |AL| - |AM]|,

tedy |AN| = %. Necht m je kruZnice opsana trojihelniku K LM. Ozna¢me N’

prusecik kruznice m s piimkou p rizny od K. Z mocnosti bodu A ke kruZnici m plyne, ze
|AK| - |AN'| = r* = |AL| - |AM]|,
tedy |[AN'| = % = |AN|. Protoze body N, N’ lezi zfejmé na stejné polopiimce s
rani¢nim bodem A, plati N = a Ctyfihelni je tétivovy.
hrani¢nim bodem A, plati N = N’ a étyfthelnik KLM N je tétivovy
A !
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Uloha 2.3. Kouma s Noumou zamifili do lesa, kde po sobé dfevorubci nechali spoustu pafezt.
Zvlaste je zaujal jeden divné rostly. Cast jeho okraje vymezovala piimka p. Tvofily ho kruznice
m,l, ko,, které se vzajemné dotykaji a jejichz stfedy lezely na pfimce p jako na obrazku. Misto
normalnich letokruhii se na ném rysovala posloupnost kruznic k1, ko, ... majicich vnit¥ni dotyk s
m, vnéjsi dotyk s [ a navic méla pro vSechna pfirozenad n kruznice k, vnéjsi dotyk s kruznici k,, 1.
Nouma si dobfe uvédomil, Ze jde o opravdu star§ strom a hned oznaéil d,, primér kruznice k,,. Pak
prohlasil: ,Dokaz Koumo, zZe pro vSechna n € Ny je vzdélenost stredu .S,, kruznice k,, od primky
p rovna n - d,.“ Svedete to také?

Reseni. Sestrojme kruznici i se sttedem v bodé A a polomérem |AT|, kde T je dotykovy
bod teény ke kruznici k,, z bodu A a uvazme kruhovou inverzi podle kruznice i. Vyhodou
této inverze je, Ze je v ni kruznice k,, samodruzna. Protoze prochazi primka p bodem A,
je také samodruznd. ProtoZe lezi stiedy M, L kruznic m,l na pfimce p a A € m, A € [,
zobrazi se tyto dvé kruZnice na piimky m’, !’ kolmé na p.

m' I

KruzZnice ko, - - - , k, neprochazi stfedem A nasi kruhové inverze. Proto jsou jejich ob-
razy kruznice. Vzhledem k tomu, Zze maji kruZnice kg,--- ,k, dotyk s kruznicemi m,!
budou se jejich obrazy kj,--- , k| dotykat obrazi m/,I’ kruznic m,l. Protoze jsou m/, !’
rovnobézky, budou mit kruznice k(,--- , k|, stejné pruméry. Protoze je k, samodruzni,
maji vSechny kruznice k), - - - , k), stejny primeér jako kruznice &y, tedy d,,.

Protoze mé pro vSechna ¢ € N kruznice k; vnéjsi dotyk s kruznici k;_1, dotykaji se i jejich
obrazy. Nyni je jiz vidét, ze vzdalenost bodu S, od pfimky p je rovna souctu primeéri
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kruznic k! . k!

1.k _o, ..., k] plus polomér kruznice k!, a k{, coz je dohromady

dn

¢imz je dikaz hotov.

Uloha 2.4. Aby se Kouma Noumovi odvdééil za zajimavou tlohu, sebral tii Zetony tvaru sisky
a vyskladal je do vrcholti rovnostranného trojtihelnika o strané 1. Nouma ted smi provadét pouze
tahy nasledujiciho charakteru: Zvoli si dva ze t¥i Zetonid a otoc¢i jeden kolem druhého o celociselny
nasobek 60°, pfi¢emz zetony se nesmi prekryvat. Uréete, pro ktera pfirozena n > 1 miize Nouma
po kone¢né mnoha tazich tohoto typu uspotfadat Zetony do vrchold rovnostranného trojihelnika o
strané n.

Reseni. Pro kazdy povoleny tah v této hie existuje povoleny inverzni tah, kterym vratim
situaci do ptivodniho stavu. To, Ze jsem schopen preskladat Zetony z vrcholi rovnostran-
ného trojihelnika o strané 1 do vrcholt rovnostranného trojihelnika o strané n,n € N
je ekvivalentni s tim, Ze to svedu naopak. Pokud tedy ukaZeme, Ze nelze Zetony ve vr-
cholech rovnostranného trojihelnika o strané n presklddat povolenymi tahy do vrcholi
rovnostranného trojihelnika o strané 1, ukdzeme, Ze to pro zadné n nelze ani naopak.
Uvazme tedy situaci, kdy jsou zetony ve vrcholech rovnostranného trojihelnika o strané
n.

Potom ale Zetony uzitim povolenych taht zistavaji na pravidelné trojuhelnikové siti o
strané n. Zrejmé vzdalenost libovolnych dvou z nich neklesne pod n. Proto je nikdy nemi-
zeme usporadat do vrcholl trojihelnika o strané 1. Tedy neexistuje zadné takové n € N,
pro které by bylo moZné usporadat povolenymi tahy Zetony do vrchold trojahelnika o
strané n z pocatecni pozice ve vrcholech jednotkového rovnostranného trojiahelnika.

Uloha 2.5. Bubla s Libénkou si na trhu koupily ¢ty sacky gumovych medvidki. Bubla zjistila, ze
dva ze sackt obsahuji kvalitni nefalsované medvidky, z nichz kazdy ma presné 10 grami, zbylé dva
sacky vsak podle ni obsahuji falesné 9-ti gramové chudinky. Libénka méa za kol jednim vazenim
zjistit, které dva pytliky obsahuji falesné medvidky. Kolik nejméné medvidkd musi na pfesnou
digitalni vahu polozit, aby to zjistila?

Reseni. Ozna¢me A, B, C, D koupené sacky. Dale oznaéme po fadé a, b, ¢, d pocty vaze-
nych medvidka ze sacka A, B,C, D a «, 3,7,6 hmotnosti medvidka v saccich A, B,C, D.
Pri vazeni pak Bubla uvidi na displeji toto ¢islo:

a-a+b-B+c-y+d-o

Ukazme, ze pocty a, b, ¢, d vazenych medvidkd musi byt po dvou rtzné:
Pro spor bez ijmy na obecnosti predpokladejme, ze Bubla polozila na vahu ze sack
A, B stejné pocéty medvidki a = b. Vaha ji jisté ukaze

ala+p)+c-y+d-6
Nyni by vSsak Bubla nebyla by schopna rozlisit tyto dvé situace:
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e Pravé medvidky obsahuji sicky A, C a falesné medvidky obsahuji sac¢ky B, D, tedy
véha ukazuje a(10 +9) +¢- 10+ d -9 = 19a + 10c¢ + 9d.

e Pravé medvidky obsahuji sicky B,C a pravé medvidky obsahuji sacky A, D, tedy
véha ukazuje a(9 4 10) + c¢- 10+ d -9 = 19a + 10c + 9d.

To ale Bubla v zadném pripadé nesmi pripustit a tak musi byt pocty a,b,c,d po dvou
rizné. Nejméné tedy 0 + 1 + 2 + 3 = 6. Rozeberme si nyni tento pfipad. Opét bez Gjmy
na obecnosti predpokladame, ze a = 0,b = 1,c¢ = 2,d = 3. Pak ale Bubla opét nebude
schopna rozlisit tyto dvé situace, z nichz kazda mutze nastat:

e Pravé medvidky obsahuji sicky A, D a falesné medvidky obsahuji sacky B, D, tedy
vaha ukazuje 10a + 90+ 9¢ +10d =0+ 9 4+ 18 + 30 = 57.

e Pravé medvidky obsahuji sacky B,C a pravé medvidky obsahuji sacky A, D, tedy
vaha ukazuje 9a + 100 + 10c 4+ 9d = 0 + 10 + 20 + 27 = 57.

Coz Bubla rozhodné nesmi pfipustit. Proto musi byt pocet vSech vazenych medvidkua
alesporti 7. Podivejme se na moznost, kdy Bubla vybere 4 medvidky ze sacku A, 2 medvidky
ze sacku B, jednoho z C a z D nevezme zadného. Mize nastat téchto 6 moznosti:

e Pravé medvidky obsahuji sacky A, B, tedy vaha ukazuje 10-4+10-2+9-1 = 69.

e Pravé medvidky obsahuji sacky A, C, tedy vaha ukazuje 10-4+9-2+ 10-1 = 68.

Pravé medvidky obsahuji sacky A, D, tedy vdha ukazuje 10-4+9-249-1 = 67.

Pravé medvidky obsahuji sacky B, C, tedy vaha ukazuje 9-4410-2+ 10 -1 = 66.

Pravé medvidky obsahuji sacky B, D, tedy vaha ukazuje 9-4+10-2+9-1 = 65.
e Pravé medvidky obsahuji sacky C, D, tedy védha ukazuje 9-4+9-2+ 10 -1 = 64.

Vidime, Ze kazdou z téchto moznosti bude Bubla schopna rozlisit. Odpovéd tedy zni, Ze
Bubla musi na vahu polozit 7 medvidkd, aby si byla jista, ze vzdy zjisti, které sacky jsou
pravé a které nikoli. Dodejme snad uz jen to, ze neni ndhodou, ze 7 je soucet prvnich 4
mocnin ¢isla dva. ..

Uloha 2.6. Kouma s Noumou §li do lesa na vyrazy. Chvili se prochézeli a tu nasel Kouma jeden
moc pékny. Nouma zajésal: ,Koukej na tu #izalu, co tu sedi - ta ndm moc pomize!“ ,Hmm, ale
porad je to malo,“ odvétil smutné Kouma. O chvili pozdéji vsak Kouma nasel dalsi vyraz - byl v
dife mezi kofeny spolu s 14 zizalami. Nouma se pak rozzéfil, kdyz opodal uvidél na pésiné tieti
vyraz. ,Tak tohle uz by mohlo staéit,“ zavlnil Kouma dlanémi. A tak je §li domt vyfesit. Reste v
R soutavu rovnic:
1 1 1

+— =1

ry X2 T3
Z2T3 + ZT3T1 + 12

= 14
X1 To I3
1 1 1 11
+ + = —.
T1To  TaT3  T1T3 36
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Reseni. Resme tedy nésledujici soustavu:

1 1 1
—F+—+—= =1
il i) T3
23 Tr3xq 12 — 14
I T2 T3
1 1 1 11
+ + = .
T1T2  T2X3  T1T3 36

Ziejmé jsou x1, x2,x3 nenulové. Zbavme se nyni zlomki:

X1 Ty + X1 -3+ 2To-T3 = T1T2X3 (2.1)
2 2 2 2 2 2 _
i xy+xi x5+ x5 -3 = ldziwews
11
r1+ X2 +2x3 = %xlexg. (2.3)

Rovnici (2) upravime do tvaru:
(1 29+ 21 23+ T2 - 333)2 — 2z1x9w3(x1 + T2 + x3) = ldx 2073,
Zavedme nyni substituci:

a = I1+T9+x3

= T1-T2+T1 T3+ T2 T3

C = I1T273
Cimz dostaneme
b = ¢
b —2ac = ldc
11
a = —c.
36

Do druhé rovnice dosadime z prvni rovnice za b a ze treti rovnice za a. Tim dostaneme

11
- 1—862 = 14c,

kde c je soucin nenulovych ¢isel, tedy jim mtzeme bez obav vydélit. Po iipravé dostaneme,
ze ¢ = 36. Z rovnic a = %c a b= c dostavame a = 11 a b = 36. Tedy

11 = x1+x2+ 23
36 = x1 29+ T3+ 2273
36 = T1X2X3

Podle Vietovych vztahtt musi byt z1, 29, 23 kofeny polynomu z3 — 1122 + 36z — 36 =
(x — 6)(z — 2)(x — 3). Tedy mame FeSeni, soustavu spliuji trojice [2, 3, 6], [2, 6, 3], [3,2, 6],
3,6,2], [6,2,3], 6,3, 2].

Uloha 2.7. Henry dostal od déti dva trojuhelniky ABC, XY Z se stejnym obsahem. Postupné
je lepi do roviny vSemi moznymi zptisoby. Ukazte, Ze existuje umisténi téchto dvou trojuhelniki v
roviné takové, ze existuje pfimka p, pro niz mé kazd4 piimka s ni rovnobézna s obéma trojuhelniky
prinik stejné délky.
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Reseni. Bez djmy na obecnosti miizeme piedpokladat, ze a > b > cax > y > z, kde
a,b,c (x,y, z) jsou standardné znacené délky stran v trojthelniku ABC (XY Z).

Protoze je strana BC (|BC| = a) nejdelsi strana v trojuhelniku ABC, pfislusi ji také
nejkratsi vyska a thel pfi vrcholu A je nejvétsi vnitini ihel AABC. Proto jsou zbylé dva
vnitini thly ostré. Z toho plyne, Ze pata P4 vysky v lezi uvniti strany BC.

Q

Pa

Nyni si definujme Sestici funkci definovanych na intervalu (0, %) Kazda z téchto Sesti
funkci odpovida jedné tisecce na obvodu AABC spojujici vrchol se stfedem nékteré strany.
Naptiklad tsecce BS4 odpovidéa nasledujici funkce: funkéni hodnota v ¢isle r € (0, %) je
vzdalenost bodu A od bodu R, ktery na dané tiseéce BS4 je od bodu B ve vzdalenosti
r-|BC|. Poznamenejme, ze funkéni hodnota v nule je rovna ¢ a funkéni hodnota v % délce
téznice t4. Podobné tiseéce C'S4 odpovida funkce, ptitazujici ¢islu r € (0, %) vzdalenost
bodu A od bodu R € CSy4 takového, ze |[RC| = r - |BC|.

Analogicky definujme zbylé ¢tyti funkce. Zfejmé jsou vSechny spojité.

Nésledujici obrazek znazornuje grafy vsech Sesti funkci.

0.6
a
e
b te
0.4
%ts
tA

Ve

0.4 0.5 0.6 0.7

Sjednoceni oborti hodnot téchto funkei je pak interval (v4,a), nebot vyska v4 je nejkratsi
spojnice vrcholu s bodem na protéjsi strané a strana BC naopak nejdelsi. Uplné stejné
definujme Sestici takovych funkci i pro trojihelnik XY Z. Sjednoceni obort hodnot téchto
Sesti funkci je pak symetricky interval (vx,z). Kdyz si takové dva grafy dame pies sebe,
je s ohledem na spojitost funkci jasné, Ze se protnou. Tento prisecik zastupuje dvojici
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boda @, R lezicich postupné na obvodech trojuhelniki ABC, XY Z, jejichz vzdalenosti od
protéjsich vrcholi v trojahelnicich jsou stejné. Krom toho déli strany, na nichz lezi ve
stejnych pomérech. Predpokladejme pro jednoduchost, ze Q € ASp a R € ASy. Zbylé
pripady jsou totiz symetrické.

Umistéme trojuhelniky ABC, XY Z do roviny tak, aby lezely body @, B, R,Y na pfimce
jako je vidét na obrazku. Tuto pfimku nazveme p. Plati

Q4| _ |RX]
SpA] T ISvX]
Al |RX]|
|AC| | X Z]|

Y
A protoze obsahy trojuhelniki ABC, XY Z jsou stejné, jsou piimky AX a C'Z rovno-
bézné s p. Z principu déliciho thlu a toho, ze |QB| = |RY| pak plyne, Ze kazda rovnobézka
s p méa s obéma trojuhelniky stejné dlouhy prinik. Hotovo.
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