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Reseni 1. série

DIRICHLETUV
PRINCIP

autor: Stopa a Viada

Uloha 1.1. Henry si vyjel spole¢né s Matéjem, Libénkou a Bublou na vylet pod stan. Jedno
destivé odpoledne spole¢né hrali pexeso, které mélo dohromady 32 dvojic. Aby to bylo spravedlivé,
rozhodli se, Ze po Uspésném sebrani dvojice hra¢ netdhne znovu. Navic si vSichni pamatuji, které
dvojice jiz byly spole¢né otocené, takze jedna dvojice karticek nemuze byt otocena podruhé. Kdyz
uz hrali opravdu dlouho, Matéj to nevydrzel a prohlésil: ,,Uz jsme odehrali 2013 taht. Nékdo z néas
preci musi mit uz nejméné ¢tvrtinu vSech dvojic!® Bylo to skute¢né tak? Své tvrzeni nezapomente
tfadné odivodnit.

Reseni. Karticek je dohromady 64, existuje tedy ziejmé 64 - 63/2 = 2016 moznych tahii.
Pouze 32 z nich je ale spravnych. Protoze vime, ze zadny tah nebyl zahran dvakrat, jsou
tu prave tii tahy, které jesté nebyly zahrany. V nejhorSim mozném ptipadé jsou to praveé
tahy odpovidajici sebrani néjaké dvojice, tedy uz bylo sebrano nejméné 32 —3 = 29 dvojic.
Protoze hraci jsou ¢tyfi a 29 =4 -7+ 1, ma dle Dirichletova principu jeden z nich u sebe
alespon osm dvojic, coz je pfesné ¢tvrtina vsech dvojic.

Uloha 1.2. Jakmile se udélalo hezky, vysli nasi pratelé na prochazku. Dorazili az na vrchol
blizkého kopce, kde byla krasna vyhlidka do okoli. Pod nimi se rozprostiralo mnoho maljch policek
— dohromady tvofili m¥izku o rozmérech 2013 x 2013. Kdyz nahoru dorazila i Libénka, ihned
zvolala: ,, Podivejte, na téch polickach pobihaji ponici!“ ,,Z téhle vysky vypadaji docela jako Sachové
figurky,“ odpovédél pohotové Henry. ,Zajimalo by mne, kolik by se do té Sachovnice pod nami
veslo koni, tak aby se zadni dva vzdjemné neohrozovali.“ Pomozte Henrymu najit odpovéd na tuto
otazku.

ReSeni. Miizku obarvime Sachovnicové tak, Zze rohy budou mit ¢ernou barvu. Pak je
na Sachovnici ziejmé o jedno poli¢ko vice ¢ernych nez bilych poli a tedy je ¢ernych poli
(2013-2013+1)/2. Kazdy kan ohrozuje pouze pole opa¢né barvy, nez je to, na kterém stoji.
Umistime-li tedy koné na vSechna ¢erné pole, nemohou se zadni dva navzajem ohrozovat.
Nyni ukazme, Ze pokud je na Sachovnici alespon (2013 - 2013 + 1)/2 + 1 koni, musi se jiz
néktefi dva vzajemné ohrozovat.

Umistime tedy na Sachovnici (2013 - 2013 4+ 1)/2 + 1 = 2026086 koni a déle rozdélme
Sachovnici na ¢tverce 3 x 3. Takovych ¢tverci bude ziejmé 6712 = 450241. Ve étverci lze
sparovat policka na obvodu, kterd se konskym tahem vzajemné ohrozuji. Nelze tedy do
¢tverce umistit vice jak ¢tyfi koné na obvodu plus jednoho doprostfed. To je nejvyse pét
koni na étverec. Pak tedy z Dirichletova principu plyne, Ze nejvyse 5-6712 — (2013 - 2013 +
1)/2 = 225119 ¢tvercti neobsahuje pét koni. Tedy alesponn 450241 — 225119 = 225122
¢tvercti obsahuje pét koni. Nyni rozdélme ¢tverce na dvojice sousednich ¢tvercd tak, ze
kazdy (aZ na jeden rohovy) ¢tverec budou v pravé jedné dvojici. Téchto dvojic je zfejmé
(6712 — 1)/2 = 225120. Z Dirichletova principu tedy plyne, Ze alespon jedna dvojice je
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celd obsazend, tedy existuji dva sousedni Ctverce s péti konmi. Snadnym ovérenim vsak
zjistime, ze jediné dvé moznosti jak umistit do ¢tverce pét koni jsou:

Snadno nahlédneme, ze zadnou dvojici téchto rozestavéni nelze umistit vedle sebe tak, aby
se kon€ vzajemné neohrozovali, coz jsme chtéli dokazat.

Uloha 1.3. Mezitim si Maté&j s Bublou hrali u mravenisté. Ocislovali si jednotlivé mravence Gisly
od 1 do 2013 a pak se predhanéli, kdo nasbira vic mravencu tak, aby se ¢isla zadnych dvou nelisila
0 4 nebo o 7. Po chvilce Matéj prohlasil, ze jich nasbiral nejvice, co vibec jde a Bubla po chvilce
musela pfiznat, ze ma Matéj pravdu. Kolik nasbiral Matéj mravenc?

Reseni. Vzorové feseni podle feseni Martina Surmy:

Rekneme, 7e dva mravenci se ohrozuji, pokud je rozdil jejich &isel 4 nebo 7. Déle si mra-
vence rozdélime do 183 skupin po 11 mravencich, pficemz v n-té skupiné budou mravenci
11n—10,11n—9,...,11n. Nyni ukazme, Ze z zddné takové skupiny nemtzeme vybrat vice
nez pét mravencd, aniz by se nékteri dva ohrozovali. Kazdy mravenec ve skupiné ohrozuje
pravé dva dalsi, navic ohrozovani tvori uzavieny cyklus (pro n vétsi nez 1 to ziejmé plati
analogicky:

Z¥ejmé nesmime vzit dva sousedni mravence v tomto cyklu, tedy je jasné, ze jich z kazdé
jedenactice miizeme vzit nejvyse pét.

Zbyva ukazat, ze jich skutecné mizeme vzit pét z kazdé jedenactice. VSimneme si zajimavé
vlastnosti téchto cykld a to, ze kazdy mravenec ohrozeny mravencem v jiném cyklu je
na odpovidajicich sousednich pozicich v cyklu. Napi 10 ohroZuje 14 a 17 a ty jsou na
odpovidajicich pozicich k pozicich 6 a 3. To vyplyva ze skutecnosti, ze 4 + 7 = 11. Pak je
tedy zfejmé, ze vezmeme-li z kazdého cyklu ,stejnou” pétici (pétice se budou lisit pouze
v nasobku jedenécti), nemohou se zadni dva mravenci ohrozovat. Tim je feSeni u konce.
Méme totiz nyni 5 - 183 = 915 mravenct a vime, Ze je to maximéalni pocet.

Uloha 1.4. Kouma a Nouma travili své prazdniny také v piirods. Na cestach spole¢nd hrali
rizné matematické hry. Jednou hrali hru, pfi které si Kouma vzdy vymyslel celkem 125 navzajem
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riznych piirozenych é&isel nepiesahujicich 2013 a Nouma si poté na papir zapisoval vechny mozné
rozdily nékterych dvou z nich. Po nékolika hrach zjistili, ze at uz si Kouma zvoli ¢isla jakkoliv,
vzdy Nouma nakonec napise néktery rozdil alesponi pétkrat. Zvladli byste to dokézat?

Reseni. Sefadme Koumova ¢isla podle velikosti a ozna¢me je
a <azx<agz<---<a195.

Uvazme nyni 124 rozdilt a;4+1 — a;, kde i € {1,2,...,124}. Protoze jsme si Koumova
¢isla hezky setadili, vime, ze kazdy z téchto rozdili je kladny (Koumova ¢isla jsou po dvou
riuznd). Zaroven vime, ze soucet S; vSech téchto 124 rozdili je roven

S1 = (a125 — a124) + (a124 — a123) + - - + (aa — a3) + (a3 — a2) + (a2 — a1) = a125 — a1

Podobné uvazme 62 rozdilt ag;+1 — agi—1, 7 € {1,2,...,62}. Kazdy z téchto rozdila je
alespon 2 a soucet So vSech téchto 62 rozdili je roven

So = (a125 — a123) + (a123 — a121) + - - + (a7 — as) + (a5 — a3z) + (a3 — a1) = a125 — a1

Vime, ze Koumova ¢isla jsou prirozena a nepresahujici 2013, tedy specidlné ai95 < 2013 a
1 < a;. Se¢tenim téchto nerovnosti dostavame, Ze

aios +1 < 2013+ aq
Sl = 52 = a1z — ai S 2012
S1+ 5y < 4024

Nyni je tfeba Fici, ze vSechny rozdily, které jsme uvazovali v souctech Sy, So, jsou rozdily
riznych dvojic ¢isel. Proto je Nouma bude muset vypsat na sviij papir. Nouma tedy napise
vsech téchto 186 kladnych ¢isel. Jejich soucet bude roven S; + So, tedy nejvyse 4024.
Ukazme nyni, ze né€kterych pét z téchto cisel bude stejnych. Tento dikaz povedeme
sporem (a velmi podobné, jako se dokazuje Dirichlettv princip):
Predpokladejme tedy pro spor, ze mezi nasimi 186 prirozenymi ¢isly neexistuje pétice
stejnych c¢isel. Potom soucet S1 + S2 vSech nasich 186 ¢isel je nejméneé

S14+52>4-14+4-24+4-3+4-4+---+4-45+4-46+2-47 = 4418,

coZ je spor s S1 + Sy < 4024. Tedy piedpoklad nenastane a vzdy bude mezi Noumov§mi
Cisly pét, ktera si budou rovna.

Uloha 1.5. Kdyz se nasi vyletnici r4no vzbudili, na nedalekém poli objevili obrazec v obili ve
tvaru mnohothelniku. Prestoze se zjistilo, Ze to byl jen vtipek mistnich tabornikt, obrazec byl
natolik plisobivy, ze na néj Bubla chtéla mit pamatku a nakreslila si ho do prazdninového deniku.
Kdyz ho chtéla zakreslit, stoupla si pro lepsi vyhled dovniti obrazce, ale zjistila, Ze nevidi zddnou
stranu mnohothelniku celou. Nakreslete, jak mohl obrazec v obili vypadat.

Reseni. ReSeni muZe mit rizné podoby, jedna z nich miZe vypadat napfiklad nasledovné:
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Dalsi mozné, velice originalni feSeni poslal Matej Lieskovsky. Podmince v zadani mtze vy-
hovovat mnohouhelnik, kterému se protinaji strany, naptiklad pentagram, ktery se opravdu
pocita mezi mnohotuhelniky. Zajimavé je, ze u téchto netypickych mnohothelniki je stale
jasné definovano, kde je ,uvniti“ a kde ,venku“, takze by sli vytvorit v obilném poli. V
zadani bylo pozadovano, aby existoval bod, ze kterého nebude vidét zadna strana cela, ale
pentagramu to dokonce plati pro vSechny body a tim je toto feSeni vyjimecné.

o

Uloha 1.6. Kdy# se Kouma a Nouma vratili z vyletu, rozhodl se Nouma, ze Koumovi ukéze
svilj nejnovéjsi vynalez. Byla to krabicka, do které se na jedné strané vlozilo pfirozené ¢islo n a
na druhé strané vypadlo éislo (n 4 4)(n+ 11)(n + 18)...(n + 2013). Koumu zaujalo, Ze kazdé ¢islo,
které z krabicky vypadlo, koncilo alespon 57 nulami. Zvladnete tuto skutecnost dokazat?

Reseni. Stadi si uvédomit, Ze pro vechna k € Z plati, Ze z péti &isel
n+4+Tkn+4+7k+1),n+4+7k+2),n+4+7k+3),n+4+7(k+4)

je pravé jedno délitelné péti, nebot se mezi nimi vyskytuji vSechny mozné zbytky po déleni
péti (je to také specialni disledek Cinské zbytkové véty). Pokud si vSech 288 zavorek
rozdélime na 57 pétic a jednu trojici, vidime proto, ze celkovy soucin je délitelny 5°7.
Podobné mtizeme ukazat, Ze je délitelny také 2°7. Protoze mocniny dvojky a pétky jsou
nesoudélné, musi byt celkovy soucin délitelny 1057, takze konéi alespoit 57 nulami (ve
skute¢nosti dokonce vice, protoze jsme nezkoumali délitelnost vy$simi mocninami pétky).

Uloha 1.7. V Hloupéting se o prazdninach konala tradi¢ni prehlidka matematickych tloh z celého
prilehlého okoli. V Lenosiné byli lini, a tak jedinym jejich pfispévkem byla prachobycejna soustava
t¥1 rovnic. Hloupétinsti vSak presto méli potize, objevit realna c¢isla z,y, z tak, aby platilo

22%y% + 2% = 423

322 + 2222 = 219

v+ 22 =227y
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Najdéte vsechna feSeni této soustavy.

Reseni. Secteme vSechny rovnice a upravujeme:

21:2y2 + 2t 422 2%+ y2 423 + 2:1;y2 + 2:r2yz
:L'2y2 — 2x2yz + 2222 2t — 423 4422 4 x2y2 - 2$y2 + y2 0
2y — 2yz + 22 + 222 — 42+ 4) + (2% — 22 + 1) 0

(x(y—2)) + (2(2 = 2))* + (gl - 1))* = 0

Aby byl soucet tii druhych mocnin roven nule, musi byt kazdé z nich rovna nule. Pokud
jsou vSechny proménné nenulové, musi platit x = 1,y = z = 2, coz ale neodpovida prvnim
dvéma zadnym rovnicim. Alespon jedna z proménnych proto musi byt nulova, z ¢ehoz po
dosazeni do tieti rovnice plyne y = z = 0. Po dosazeni do ostatnich rovnic vidime, Ze jsou
splnény nezavisle na hodnoté z. Vsechna feseni soustavy jsou proto tvarux =t,y =z =0,
kde t € R je libovolné.
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