XIX. roénik BRKOS 2012/2013

Reseni 6. série

EXTREMNI SERIE

autor: Bzzzucik a Shymo

Uloha 6.1. Matematické priklady se musi nékde tvofit a je to velice slozity proces. V Hloup&ting
se nachézely tovarny Alfamatik a Betametr, které obé vyrabély priklady. Alfamatik vyrobi za tyden
10 ptikladti, kdezto Betametr jich vyrobi 16. Priklady se dodéavaji do ¢tyf obchodt v LenoSiné.
Obchod na ulici Kuzelova vyzaduje 6 ptriklada tydné, na Limitni t¥idé jich pozaduji 8 tydné, na
Mnozinovém namésti zadaji 5 prikladu tydné a v obchodnim domé Negace jich chtéji 7 za tyden.
Cena dopravy z obou tovaren do jednotlivych obchodt se Fidi nasledujici tabulkou:

K|L|M|N
A| 8|4] 6 |3
B| 76| 5|5

Jaka je nejlevnéjsi moznost dopravy pfikladi z tovaren do obchodt (kazdy obchod muize nakupovat
od obou tovéren)?

Reseni. Vytvorme tabulku vietkych moznosti dopravy z tovarni do obchodov:

K L M N | >
A|6—-—a|8=8|5—v|T7—-6]10
B « 153 0 4] 16
> 6 8 5 7

Samozrejme, je dolezité, Ze parametre splnia urcité podmienky, kedZe napr. mnoZstvo
dopravenych kusov nemdze byt zdporny:

a,B,7v,0 >0
a<6,<8~v<5486<T
a+p+y+6=16

Teraz uz moézeme zapisat funkciu celkovych ndkladov na dopravu z tabulky nékladov:

fla,B,7,0) =8(6—a)+Ta+48 - ) +66+6(5—)+5y+3(7—0)+ 56
=131—a+28—v+2) — min

Minimalizovat tato funkciu vzhladom na podmienky mozeme aj logickym odvodenim.
Kedze vSetky premenné st nezdporné, tie so zdpornym koeficientom chceme maximalizovat
(v a7y) a tie s kladnym minimalizovat (teda 8 a ¢). KedZze o < 6 a v < 5, tak najviac moze
byt a* =6 ay* = 5. Je vSak jasné, ze a+ [ +v+ 9 = 16, takze 3+ 6 = 5. Pre néas by bolo
najvyhodnejsie, aby sme radsej maximalizovali t01 premennt, ktord ma nizsi koeficient, a
tym padom menej zvySuje minimalizovant funkciu f. Lenze koefienty pri oboch st v danej
funkcii rovné 2, takze ndm je jedno, akej hodnoty bude nabyvat 8* a §*, pokial vSak splnia
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podmienky.
Teraz uz moézeme jednoducho zapisat rieSenie, a to napriklad takymto $tylom:

(O‘*76*7’Y*76*) = (6,&,5,5 - a)aa € <07 5>7
fa*,B%,7",6") =131 — 6+ 2a — 5+ 10 — 2a = 130.

Uloha ma teda nekoneéne vela rieseni, pricom vsetky cesty stoja najmenej 130.

Uloha 6.2. Matéj s Libénkou si udélali jednoho dne volno a fekli si, Ze spoleéné zajdou na exkurzi
do tovarny Alfamatik. Vidéli zde mnoho zajimavych pristroji, ale Libénku zaujala vyrobni linka,
ktera tvorila 200 cm dlouhé piiklady. Podle objednéavkového listu pobliz v§ak velkoobchod v Leno-
$iné pozadoval 40 kust prikladd délky 90 cm, 25 kust délky 75cm a 30 kust délky 60 cm. Kolik
nejmin kusa prikladt délky 200 cm potfebuje tovarna vyrobit, aby dokézala pokryt objednavku?
Piiklady se nedaji znovu slepovat a zbytky z 200cm kusi se jednoduse vyhodi (nebo poslou na
vyfeseni Henrymu).?

Reseni. KedZe mame vyrobené 200 cm dlhé kusy prikladov a priklady sa nedaji spajat
naspit dokopy, existuje len zopar variant vyroby 95cm, 75cm a 60cm dlhjch prikladov
z jedného 200 centimetrového:

varianta | 95cm | 75cm | 60 cm
A 2 0 0
B 1 1 0
C 1 0 1
D 0 2 0
E 0 1 2
F 0 0 3

Zo zadania plynie, Ze potrebujeme ur¢ité mnozstvo z kazdej dizky. Ked si ozna¢ime a pocet
papierov rozstrihanych variantou A, b variantou B atd., tak to moZeme zapisat v tvare:

2a+b+c=40
b+2d+e=25
c+2e+3f =30
a,b,c,d,e, f >0

Samozrejme, kedze ndm ide o to splnit dodavku ¢o najlacnejsie, chceme vyuzit ¢o najmene;j
200 cm dlhého papiera, preto nasa tiloha bude vyzeraf takto:

fla,b,e,dye,f)=a+b+c+d+e+ f— min

Teraz uz mozeme tlohu riesif. Ulohu si vieme prehladne zapisaf do tzv. simplexovej tabu-
Iky:

01 1 1 1 11
4012 1. 1.0 0 0
2500 1 0 2 1 0
30/0 010 2 3

V tejto tabulke mame v prvom riadku a prvom stipci 0 (stidasnti hodnotu funkcie, kde
zatial vSetky premenné st rovné 0) a zvySok prvého riadku st koeficienty pred jednotli-
vymi premennymi v minimalizovanej funkcii. Zvysok je vyjadrenie podmienok kladenych
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na koeficienty. Prvou tlohou bude najst nejaké vyhovujice riesenie tlohy (teda rieSenie
splhajtce podmienky). To urobime tak, Ze si zvolime 3 premenné (kedze mame 3 podmi-
enky), a pomocou nich vyjadrime tlohu. Najjednoduchsie/najprirodzenejsie bude, ked si
zvolime zrovna tie 3 metddy, kde sa vyraba vzdy jedna dizka (jeden typ) prikladov, ¢o
st pre nas premenné a,d, f. Pre ne dokonca Tahko vieme odvodit, kolko papierov mame
nastrihat danymi spésobmi (potrebujeme 20 papierov nastihanych metédou a, % papierov
metddou b a 10 metddou ¢, dokopy teda % papierov). Premenné musime dostat do tvaru,
ze ziadna z nich nebude figurovat v minimalizovanej funkcii (ich koeficient v prvom riadku
je 0) a zaroven kazdéa premennd sa bude dat vyjadrit v podmienke iba pomocou zvysnych
premennych (pre nés b, ¢, e). Inak povedané, v kazdej podmienke musi byt jedna 1, nad a

pod ktorou budii samé 0. V takomto stave sa d& najlahsie rozpoznat, ¢o s tlohou dale;j.

100 § 0 -} 0
I 1

20 /1 3 3 0 0 0

L 1lo 3 01 £ 0

10]/0 0 3 0 2 1

Z tabulky je potom vidno vSetko, ¢o sme uz skonstatovali. Je tu vSak vidno aj to, Ze eSte
nie sme v optimalnom rieSeni, kedZe premennd e mé koeficient v minimaliza¢nej funkcii
zéporny. Nahradime ju teda za premennu f, ktord moéze nadobudntf maximalnu hodnotu
15, aby neporusila nezdpornost premennych:

—40/0 0 % 0 % 0
20 [1 3 5 0 0 0
5 /0 3 -+ 1.0 -3
5]/0 0 3 0 1 3

Tu uz je vidno, ze si jednoducho nepoleps$ime, kedZze koeficienty premennych b, c, f st
nezaporné. Na druhej strane je vSak vidno, ze ked pouzijeme metédu b, tak si nepohorsime.
Nahradme 1ou teda metédu strihania d, ktord méze nadobudnif maximéalnu hodnotu 5.

-40/0 0 1 o 1 o0
510 3 -1 0 3
1001 -2 2 o -3
15]/00 5 0 1 3

Mame teda 2 rieSenia:

(d,b,c,d, e, ) =(20,0,0,5,15,0) a (a*,b*,c*,d*, e*, f*) = (15,10,0,0, 15,0)
s optimalnymi hodnotami 40. Na splnenie objednavky je teda potrebnych aspor 40 papie-
rov, pricom objednéavka sa dé splnit 2 spdsobmi.

Uloha 6.3. Ve skutecnosti se Henry zrovna jednim takovym zbytkem zabyval. Nebylo poznat, co
je na kusu prikladu napsané, ale to Henrymu viubec nevadilo. Piiklad mél tvar obdélniku ABC D
se stranami |AB| = 6 a |BC| = 12. Henry piiklad pfehnul tak, aby bod B lezel na strané AD.
Zaradoval se, kdyz zjistil, ze délka ohybu je nejkratsi mozna. Jaka byla délka ohybu?

ReSeni. V tlohe mame 3 moznosti zalomenia:

Zalomenie v AB a CD

.....

sa ukaze prilis vela.
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Zalomenie v AB a BC

Priklad bol zalomeny v bode E na strane AB a v bode F na strane BC a naSou
ulohou je najst najkratsiu mozna |E'F|. Ozna¢me 0 < |[EB|=a <6 a0 < |BF| =
b < 12. Samozrejme potom |EF| = va? + b2, kedZze trojuholnik FBF je pravouhly.
Dalej ozna¢me B’ bod, kam sa bod B dostal po ohnuti a dostaneme trojuholnik
EB'F, ktory je v osovej simernosti s EBF podla prepony. Z toho vyvodime, Ze
trojuholnik EAB’ (ktory je tiez pravouhly) mé dlzky strén |EA| = 6—a a |B'E| = a,
z ¢oho Tahko vyvodime, ze |AB’| = /12a — 36. Z toho uz je vidno, ze 3 < a < 6.
Posledny zavedeny bod bude F’, ktory zavedieme tak, aby F'FCD tvoril obdlznik.
Tym zaroven vytvorime dalsi pravouhly trojuholnik B'F'F, kde |B'F| =ba |F'F| =
6. Z toho opét Tahko dopoditame, ze |B'F'| = v/b? — 36, odkial je jasné, ze 6 < b < 12.
No a teraz si uz len uvedomime, ze |AB'| + |B'F'| = |AF'| = |BF| = b dostédvame
vztah:

V12a — 36 4+ /b2 — 36 =b
Vb2 — 36 =b—12a — 36 /2
b2 — 36 = b? — 2bv/12a — 36 + 12a — 36
/124 — 36 = 6a

b=a 3

a—3

Tym padom dostdvame vztah k optimalizacii:

|EF| =+va? + b? — min

a® + b> — min

a2(1+ 3 >—>min
a—3

Samozrejme, to uvazujeme iba preto, ze odmocnina je prosté funkcia. Zavedme dalej
substitiiciu a — 3 = ¢ a dostaneme:

(c+3)? (1 + i)

27
2 +9c+ 27 +

C

To si vSimneme, Ze je to isté ako vyraz:

3\ 2 12 3
_ = 14+ 2= b
(c 2) <+C>—|—604

Co je to isté ako minimalizovat

22
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No a z tohto vyrazu je jasné, ze pre kladné c je vyraz vzdy kladny, iba v hodnote
c= % nadobida hodnoty 0. Preto je minimum tam, ¢o znamena:

Zalomenie v AD a BC

Priklad bol zalomeny v bode E na strane AD a v bode F na strane BC' a opit mame
v bode B’ obraz. Spolu tvoria BF B’'E kosostvorec. Ozna¢me <{F'BE = «. Potom
z kosinusovej vety plati

|EF|*> = a* 4 a® — 2a” cos(a),
|EF|? = 2a%(1 — cos(a)).

Z toho vidime, Ze s klesajiicim uhlom rastie kosinus a teda klesa dizka |EF|. Preto
stotoznime bod B’ s bodom D. Sta¢i ndm uZ len zadefinovat bod S ako stred BD.
Dlzka |BD| = v/62 + 122 je jasna z Pytagorovej vety. Staci uz len uvidiet podobnost
trojuholnikov BC'D a BSF, z ktorej

|SF|  |CD|
BS| ~ [BOI"

1
|EF|=2|SF|=|BS|= §|BD|,

z ¢oho |EF| = 3v/5. A kedze 35 < %\/g < 12, najmensi rez je urobeny tretim

.....

Uloha 6.4. To Matgje zaujal jiny stroj. Mél tvar nekoneéné ¢tvercové sité prihradek rozdslené
vodorovnou ¢arou na dvé ¢asti. Oba chvili stroj pozorovali a pak se Matéj zeptal: ,Vidis v tom
néjaké pravidlo? Jak ten stroj pracuje?* Libénka se na néj usmala: ,Ale to je jednoduché. Na
zaCatku se umisti do nékterych prihradek pod ¢arou po jednom prikladu a pak pres sebe priklady
skafou. To znamend, %e vzdy néjaky priklad preskoéi jeden sousedni piiklad (vodorovné, svisle
nebo diagonalnég), a poté se odstrani ten pfiklad, ktery byl pfeskocen. Pfitom musi skdkat na volné
pole. Ale zajimalo by mé, kolik je potieba na za¢dtku minimélné ptikladt, aby mohl néktery z nich
doskékat az do paté irovné nad ¢arou.“ Matéj se nad otdzkou zamyslel a netrvalo mu dlouho, nez
na odpovéd prisel. Najdete ji s fadnym zdivodnénim i vy?

Reseni. Viimneme si, Ze na posun do n-té tirovné musime mit alespon jeden kdmen na
arovni (n — 1) a jeden na trovni (n — 2). Diky tomuto jednoduchému pozorovani jsme
schopni pfijit na spodni hranici pro hledané ¢islo nasledovné. Oznacime si tuto spodni
hranici P(n). Trividlné P(0) = 1, nebof tam muzeme hned zacit, a P(1) = 2, protoze
od zacatku mizeme mit spravné polozené oba potfebné priklady. Tedy pro dalsi trovné
je spodni hranice alesponn P(2) = P(1) + P(0) = 3, P(3) = P(2) + P(1) = 5, P(4) =
P3)+ P(2) = 8 a P(5) = P(4) + P(3) = 13. Ted uz tedy vime, ze minimalni pocet
priklada je 13.

To ale jesté neznamend, ze to 13 musi byt. Pravdépodobné nejjednodussi zpiisob, jak
ukazat, Ze je to opravdu 13, je najit konkrétni ptiklad:
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Skaceme postupné po pismenkach podle abecedy a trojice je vzdy oznacena stejnym pis-
menkem.

Uloha 6.5. Kouma s Noumou méli oproti tomu mnohem volngj§i zabavu. Vysli si spoleéné do
lesa a sbirali nezadporné celd &isla. Nouma jich nasbiral plny kosik, ale kdyz je ukazal Koumovi,
nestacil se divit: ,Vzdyt ty jsi nasbiral samé nejedla ¢isla!“ zadal Kouma. ,Musi$ sbirat jen ta
jedla. Jedlé ¢islo je takové, které se da zapsat jako soucet druhé, ¢tvrté a paté mocniny néjakych
nezéapornych celych ¢isel. Tieba tady, podivej!“ Kouma ukazal na nedaleko rostouci ¢islo pét. ,Da
se zapsat jako 5 = 22 4 0% 4 15, takzZe je jedlé. Zajimala by mé jedna véc. Je mezi &isly do 1020 vice
jedlych nebo nejedlych?“ Jaka je odpovéd na Koumovu otazku?

jsou n%éporné cela ¢isla. Z nerovnosti plyne, ze a < 102 = 1010, b_g 107 = 10° a
¢ <10% = 10%. Takovych trojic je tedy maximalng (101° + 1) - (10° + 1) - (10* + 1), coZ je
jisté méné nez @. Jedlych ¢isel do 10%° je tedy méné nez téch nejedlych.

Reseni. Podivame se na to, kolik je ¢&isel tvaru z = a22—|— b+ ® < 10%, kde a,b,c

Uloha 6.6. Poté, co nasbirali dost &sel, $li se projit hloubéji do lesa. Dogli az na paloucek, kde je
cekala velice zajimava podivana. Na paloucku byl zavedeny souradnicovy systém a pfimo uprostied
na soufadnicich [0, 0] stal muflon (M). Na pfimce y = 1 se pohybovala ondatra (O). Déle se na
paloucku pohybovalo divoké prase (P) a srnec (S) a to takovym zpisobem, ze MOPS byl ¢tverec.
Jaky tvar mély pésinky, po kterych prase a srnec chodili (po jakych kiivkach se pohybuji)?

Reseni. Plati, 7e MOPS je ¢tverec, a proto bod S je nutné obrazem bodu O v rotaci

Ry okolo bodu M o § (popiipadé —F pro ¢tverec s pojmenovanim po sméru hodinovych

2
rucicek). Bod 57 je zase obrazem slozeni rotace okolo S o 7 (nebo —%) a stejnolehlosti

s koeficientem /2 se stfedem M.

A protoze se bod O pohybuje po pfimce y = 1, tak i bod S se musi pohybovat po
obrazu této pfimky v rotaci R; a tedy po piimce x = —1 (pro opaény piipad z = 1).
Také bod P se musi pohybovat po obrazu pfimky y = 1 a to tentokrat ve slozeni rotace a
stejnolehlosti S7, pohybuje se tedy po pfimce y = 2+ = (nebo y = 2 — ).

A tedy tvary pésinek, po kterych se prase a srnec pohybovali, jsou pfimky.

Uloha 6.7. Kdyz se vratili z lesa, rozhodl se Kouma, ze si uklidi v pokoji. Mezi velkou spoustou
matematického neporadku nasel také vyjedeny adventni kalendéafr. Zavzpominal na predvanocni
dobu a vzpomnél si, Ze tentokrat neoteviral jednotliva policka postupné, ale kazdy den si héazel
24-sténnou kostkou. Kdyz mu padlo ¢islo k, oteviel k-té neoteviené policko. Pokud se dostal pres
policko ¢islo 24, zacal pocitat od zac¢atku. Bohuzel si uz nevzpomnél, které policko oteviel (a snédl)
jako posledni. S jakou pravdépodobnosti oteviel na Stédry den policko s &islem 247

Reseni. Nejdiive si pro kazdy den ur¢ime pravdépodobnost, Ze ten den nevyjedl 24.
policko za predpokladu, ze ho nevyjedl ve dnech pfed tim. Prvni den si hodi kostkou a

otevie jednoduse policko, které mu padlo. Ze to neni zrovna to 24. mé pravdépodobnost
2

zfejmé 2—2. Druhy den mé opét 24 moznosti, co mu miize padnout a opét jen 1 znamen4,

ze si vyji 24. policko (to je moznost, zZe mu padne na kostce ¢islo 23, na ¢islo 24 si otevira

opét policko s éislem 1) a tedy pravdépodobnost, Ze se tak nestane je %,. ..
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Takhle to jde i dalsi dny az do dne 13.12., kdy ndm zbyvéa uz jen 12 nevyjezenych
policek. To znamena, Ze na nase 24. policko se dostane pokud na kostce hodime nejen ¢islo
12, ale uz i 24, pravdépodobnost, Ze se tak nestane je tedy % = % Obdobné je to i dny
14.12., 15.12. a 16.12. Za to 17.12. nastava opé€t zména, zbyva ndm uz jen 8 nevyjezenych
policek, a proto na kazdé (tedy i na 24.) poli¢ko vychazi uz 3 riznd ¢isla pfi hodu kostky.
A stejné tak je to i nasledujici den a oba maji pravdépodobnost % = %, ze v nich nebude
vyjezeno policko 24.

Obdobné pokracujeme i dale, 19.12. uz zbyva jen 6 bonbont, a tedy na 24. policko
to vyjde hned Ctyrikrat, stejné jako o den pozdéji, a hledana pravdépodobnost je tedy
2 = %. Dne 21.12. uz zbyvaji pochoutky jen 4, takZze uz nesmi hodit hned 6 éisel (4,
8, 12, 16, 20, 24) a pravdépodobnost je 18 = 2. Dne 22.12. uZ m4 jen 3 bonbony a
23.12. uz jen 2, a proto pravdépodobnosti, Ze si to ani tyhle dny nepokazi jsou % = % a
% = % Celkova pravdépodobnost, ze nevyjime 24. policko diive nez 24.12. je tedy soucin
pravdépodobnosti, Ze se to jednotlivé dny nestane a tedy:

12 4 72 g2
2 107258 2 1L
24 12 8 6 4 3 2

Tato aktivita je realizovana v ramci verejné zakazky Pilotni ovéreni systému
popularizace technickych a prirodovédnych oboru vytvarenim vazeb vysokych skol na
skoly nizsich stupnt, ktera je soucasti IPN Podpora technickych a prirodovédnych obort
(PTPO), reg.¢. CZ.1.07/4.2.00/06.0005. Projekt je spolufinancovan Evropskym socidlnim
fondem a statnim rozpoétem Ceské republiky.
www.generaceY.cz; wuw.reformy-msmt.cz

N [ ]

* X x o

* * [)
. * *

evropsky *

socialni . MINISTERSTVO SKOLSTVI, OP Vzdslavani
fondvCR EVROPSKA UNIE MLADEZE A TELOVYCHOVY pro konkurenceschopnost

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

*
* x Kk

TECHNICKE A PRIRODOVEDNE VZDELAVAN

ZAZITEK

WWW.QBHBI’QCGY.CZ

BRKOS Team 2013


www.generaceY.cz
www.reformy-msmt.cz

