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Reseni 5. série

HMOTNE BODY

autor: Stopa a Vidda

Uloha 5.1. Tézko tomu uvéfit, ale opravdu existuji i zabavnéjsi véci, nez drzet straz. Dokonce
neni tézké dokézat, Ze je jich nespocetné mnoho. Proto, prosim, hledme shovivavé na straze, které
se misto hlidani s povdékem chyti jakékoli matematické tilohy na ukraceni chvile, i kdyz jim je
zaddna podezfelou zahalenou postavou. Obzvlast, kdyz takova tloha zni takto: Je dan trojuhelnik
ABC, pticemZ bod A ma hmotnost 1 a bod B ma hmotnost 2. Tézisté hmotného systému ABC
oznac¢me T (pFicem?z T lezi uvniti ABC). Bodem T vedeme rovnobézku s AB a jeji prusecik s AC,
resp. BC oznacime U, resp. V. Zjistéte vSechny mozné hmotnosti, které miuze mit bod C, pokud

plati % 125} ;gg\ = 3. Strazce byl dost bystry chlapik na to, aby tilohu vytesil, oviem nikoli

dost bystry na to, aby si v§iml, Ze zahalena postava mezitim nendpadné proklouzla kolem.
Reseni. Ozna¢me tézisté hmotného systému AB jako D (diky vlastnostem t&ziste (7" lezi
uvnitt ABC) je to priisecik ptimek AB a CT, navic plati lAD' = ) Diky rovnobéznosti

usefek AB, UV jsou zfejmé trojihelniky CAB, CUV a C B C’TV podobné se steJnym

. 9 . |CD cA CB TV DB
koeficientem, oznac¢me ho k. Pak plati ||CT|| = \|CUI = ICV} =ka “UV|| = ‘|AB|‘ = g.
Dosazenim do zadaného vztahu pak dostévéme k* =9, tedy k = 3 (koeficient podobnosti
musi byt kladny). Plati tedy ‘|CT‘| = 2, a protoze hmotnost bodu D je 1 + 2 = 3, podle

zékona paky musi hmotnost bodu C' byt 6.

Uloha 5.2. Vedro bylo netnosné. Maté&j s Libénkou se pomalu plahoéili pousti, vyprahli zizni
a touhou po geometrickém pfikladu. Najednou spatfili odzu, uprostfed niz se vznasel trojuhelnik
ABC'. Na strané AB bod F splnujla AR 6 , na strané BC' bod D splnujici IBDL _ 1 4 na strand

[BF| — [CD| — 2
AC bod E spliujici % = g. Prisecik prlmek DE a CF byl oznacen jako G. Hned je napadlo,
ze by pomoci hmotnych bodi mohli ur¢it poméry % a %'

Reseni. Pro zjisténi pomért bude nejjednodussi uré¢it libovolné hmotnosti hmotnych bodt
aA,bB, (c1 + c2)C tak, aby platily nasledujici rovnosti:

aA+bB=(a+b)F
aA+cC=(a+c)E
bB + ¢oC = (b+ C2)D

Vv

aA+bB + (01 +c2)C = (a +b+c1+ 2)G. Z rovnic a z poméru v zadani navic ziskdme

nasledujici vztahy:

a |BF| 5

b |AF| 6
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a |CE| 5
o S TAE "1
b |CD| 2
e |BD| 1

Zvolime tedy napfiiklad a = 5,b = 6 a z druhé rovnice ziskame c¢; = 4, z tfeti pak ¢y = 3.

Celkové poté tpravou vyse napsanych rovnic plati (a+b)F + (c1+¢2)C = (a+b+c1 +¢2)G

neboli % = Cfi& = 1. Podobné plati (a+c1)E+ (b+c2)D = (a+b+c1+c2)G a tedy

IDG| _ ater _ 9 _ 1

[EG| — btz 9

Uloha 5.3. Henry se naopak tiasl zimou, az tak chladnou hlavu si zachoval. Pfedpokladal, ze ho
brzy za¢nou pronasledovat a ze nema moc Casu. Potfeboval odnékud vyslat signdal pro pripad, ze
by po ném pfece jen nékdo patral. Zrovna premyslel, jak to udélat, kdyz ho napadl pékny priklad:
V trojtihelniku ABC' ozna¢me stfed strany AB jako M, stied strany BC jako N a body dotyku
kruznice vepsané trojuhelniku ABC se stranami AB, resp. AC jako D, resp. E. Pomoci hmotnych
bodu ukazte, ze primky DFE, M N a osa vnitiniho thlu u vrcholu C' prochézeji jednim bodem.

Reseni. Podle Tadedse Kucery:

Oznac¢me P prusecik osy thlu u vrcholu C se stranou AB. Zvolme hmotné body aA, bB,
cC tak, aby

a=|BP|-g
b=|AP|-g
c=(|AP|—|BP|) g,

kde ¢ je hmotnostni jednotka. Potom ziejmé plati

a-|AP| = b|BP)|
b=a+c
Z prvni rovnosti plyne, ze bod aA + bB = (a + b) P, a tedy tézisté (a + b + ¢)T hmotného

systému {aA,bB, cC} lezi na piimce C'P.
7 druhé rovnosti vyplyva, ze bod bB lze nahradit dvéma hmotnymi body aB, c¢B, aniz

Vv e

(a+b+¢c)T =aA+bB+cC =aA+aB+cB+cC =2aM + 2cN a tedy T lezi také na
pfimce M N.
Dale ze sinové véty plati

|AC|]  |AP]
sin |[<APC|  sin|<ACP|
|AC|  sin |<APC|
|AP|  sin|<ACP|

|IBC|  |BP|
sin|<BPC|  sin|<BCP)|
|BC|  sin|<BPC|
|BP|  sin|<BCP|’
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Navic plati |<ACP| = |[<BCP| a <APC a <BPC jsou vedlejsi, tedy jejich sinus je stejny.
7 toho plyne

BC|  |BP| _ sin|<BPC| |BC|
sin|<BPC|  sin|<BCP| sin|<BCP| |BP|
|BP|-|AC| = |AP| - |BC| (5.1)

Z vlastnosti bodu dotyku kruznice vepsané plyne |AD| = |AF|,|BD| = |BE|,|CE| =
|CF|. Z toho tedy |AC| = |AF|+|CF| = |AD|+ |CE| a |BC| = |BE| + |CE|. Dosazenim
do (5.1) pak mame
|BP|-(|AD|+|CE|) = [AP|- (|BE| + |CE])
BP|-|AD| = (|AP|  |BP) - [CE| + |AP| - |BE
IBP|- g-|AD| = (|AP| ~ |BP|) -g-|CE| + |AP| - g |BE]
a|AD| = ¢|CE| + b|BE|

a_C|CFy |BD)|
- |AD| |AD|
_|CF| b|BDy

= AF| T AD|

Z toho je vidét, ze hmotny bod aA lze nahradit dvéma hmotnymi body a1 A4, ax A tak, aby
a1|AD| = b|BD| a ag|AF| = ¢|CF|, neboli a; A+ bB = (a1 + b)D, agA+ cC = (az + ¢)F,
a1 A+ asA = aA atudiz aA+bB+cC =a1A+bB+asA+cC = (a1 +b)D+ (az+¢)F =
(a+b+¢)T, tedy T lezi i na ptimce DF'. Z toho plyne, ze bod T lezi zarovei na piimkach
CP, MN i DF a tudiz se tyto pfimky protinaji v jediném bode¢, coz jsme chtéli dokazat.
Uloha 5.4. Matéj s Libénkou byli zcela opojeni. ,Kouma s Noumou se takhle dobfe urcité
nemaji,“ zakoulel usima Matéj. ,, Ticho,“ okfikla ho Libénka, ,objevuje se dalsi zadani!* A skutecné:
oazu zahalil oblak mlhy, a kdyZ pominul, levitovaly v jejim stfedu rovnobézniky ABCD a AEFG
takové, Ze bod E lezel na pfimce AB a byl riizny od B, a G lezel na AD a byl rizny od D. Prusecik
pfimek DC a EF byl oznacen jako H. Vzduch byl naplnén vini kokosd a Sumeéni palem primo

vybizelo k pouziti hmotnych boda k dOkéZTi/IXlIi\ toho, ze piimky AH, BF a CG prochazeji jednim

bodem (ozna¢me ho I) a k uréeni poméru 1arr v zévislosti na stranach rovnobézniki.

Reseni. Nejprve dokazme, e se piimky AH, BF a CG protinaji v bodé I. K tomu nam
postaci, pokud najdeme hmotné body aA, bB, cC, hH, fF, gG takové, aby hmotné systémy
{aA,hH},{bB, fF},{cC, gG} mély spoletné tézisté v bodé I.

Mvoe N

nezméni. Najdéme hmotnost bodu aA tak aby platilo
aA+1E = (a+1)B. (5.2)

Z toho tedy ziskdvame rovnici a - ]ﬁ |+1- \ﬁ | neboli a = %. Podobné naleznéme

hmotnost bodu hH tak, aby

hH + (-1)E = (h — 1)F. (5.3)

Analogicky dojdeme k vysledku h = %
Nyni k soustavé {aA, hH} pfidejme body dD a —dD. Hmotnost d zvolme tak, aby platilo
aA+dD = (a+d)G. (5.4)
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7 rovnosti a‘ﬁ’ +d|ﬁ‘ = ( pak dostavame po dosazeni za a, ze hmotnost d = _||lf?| .%.

[AC| | |AB| _ |EF]| | |HC|

A protoze ABCD a AEFG jsou rovnobézniky, plati d = 5¢ 158~ 5E 1Del’ Z toho
vyplyva, ze —d - lﬁa +h- |ﬁ8| =0 a tedy
—dD +hH = (—d + h)C. (5.5)

Sectenim (5.2) a (5.3), resp. (5.4) a (5.5) ziskdme aA + hH = (a+1)B+ (h—1)F =

Yy

bodé I a navic musi platit AT |h] _ JABHEF] _ [ABI|AG] .
[HI| = la| = |EB[[HF| = [(|AB|-|AE])-(|AG|-|AD])]

9G fF

dD C
hH ¢

aA el bB

Uloha 5.5. ,Na jednu stranu je mi lito, Ze se nas tajny dopravni prostfedek rozlomil a zanechal
Matéje s Libénkou v paralelnich ¢astech,“ pfemital Kouma, ,ale na druhou stranu to pribéhu
prospéje a asponi jsme se dostali bliz Henrymu.“ , Signal pfichézel z této pevnosti,“ pfikyvl Nouma.
Kouma rozrazil branu a zaival: ,,Je tady nékdo?* ,;To nebylo pfilis diskrétni, Koumo,“ pokaral ho
Nouma. Narozdil od tohoto ptikladu: Najdéte viechny neprazdné mnoziny A celych ¢isel splitujici:

a) pro vSechna prirozend ¢isla x plati, ze pravé jedno z ¢isel x, —x lezi v A,

b) pro vSechna z, y € A lezi xy — 1 v A.

Reseni. Predpoklddejme, Ze mame mnozinu A, kterd vyhovuje zadani. Pak pro viechna
n € N plati n € A, nebo —n € A, takze volbou z = y = £n (zvolime vzdy takové
znaménko, jaké mé piislusny prvek z A) dostavame n? — 1 € A pro viechna n € N.
Specidlné 3 € Aa0e€ Aadile0-0—1=—1¢€ A. Kdyby platilo 2 € A, dostali bychom
(=1)-2—-1= -3 € A, co jespor s 3 € A, akdyby platilo —2 € A, dostali bychom
(-1)-(-2) —1=1¢€ A, co je spor s —1 € A. Proto zddna takovd mnozina A nemtze
existovat.

Uloha 5.6. ,Mgélo nas hned napadnout, Ze je to jen fata morgéna. Na tak pekné priklady ¢lovek
malokdy narazi,“ poznamenal Matéj. Vtom se v poryvu vétru zvedl pisek a obkli¢ila je parta drsné
vzhlizejicich nomadu. ,,Jste nasimi zajatci,“ vystékl ten, jehoz pomér délky plnovousu ku sifce levé
kyc¢le byl roven stfibrnému fezu. ,,Jediny zptsob, jak vas vykoupit, je donést ndm vSechny polynomy
P s celoc¢iselnymi koeficienty, které spliiuji, Ze pro libovolna dvé celé ¢isla a, b s nenulovym souctem
plati (a+b) | a- P(b) + b- P(a).“ Libénka rychle zacala pocitat, aby zjistila, zda v ni m4 hrknout
strachy, ¢i nikoliv.
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Reseni. Zadany vztah mé platit pro vSechna a,b € Z s nenulov§m sou¢tem, specialné
pro takova, ktera jsou nesoudélnd, tj. (a,b) = 1. Chceme, aby hledany polynom spliioval
kongruenci

aP(b) = —bP(a) (mod a+b),
ktera po pficteni (a + b)P(a) k pravé strané prejde v

aP(b) =aP(a) (mod a+b).
Protoze (a,a + b) = (a,b) = 1, mizeme obé strany vydélit a, ¢imz ziskame
P(b) = P(a) (mod a+b).

Nyni si vzpomeneme na znadmou vétu, ktera fika, ze pro libovolny polynom P s celoci-
selnymi koeficienty a x,y € Z plati P(x) = P(y) (mod = — y) (sta¢i si uvédomit, Ze pro
n € Ny miizeme z vyrazu 2" — y" vytknout zavorku (x — y)). Volbou = = a,y = —b pak
dostavame

P(a) = P(—b) (mod a+1b),

takze (diky tranzitivité kongruence) hledany polynom musi spliiovat
P(b) = P(—b) (mod a+0b).

Protoze tato kongruence plati podle nekoneéné mnoha moduld, musi nastat rovnost P(b) =
P(—0b) pro v8echna b € Z (jediné celé sislo s nekoneénym pocétem déliteli je 0). To znamena,
ze hledany polynom musi byt suda funkce, tj. vSechny koeficienty u lichych mnocnin musi
byt nulové.

Nech naopak P je sudy polynom a a,b € Z, a # —b. Pak podle vyse uvedené véty plati

P(b) = P(—a) = P(a) (mod a+b).
7 této kongruence plyne pozadovany vztah
a+b|a(P(b)— P(a))+ (a+b)P(a) = aP(b) + bP(a).
Zadani ulohy proto spliiuji pravé vSechny sudé polynomy s celociselnymi koeficienty.

Uloha 5.7. ,Nikdo tu neni,* povzdechl si Nouma. ,,Celé to bylo tplné k ni¢emu.“ Kouma vsak s
usmévem ukdzal na zed. , Takovyto piiklad ndm tu mohl nechat jeding Henry. KdyZ ho vyfesime,
uréité zjistime, kde ho najit!“ Na zdi bylo nevzhledné naskrabano: Najdéte vsechny trojice ptiro-
zenych ¢&isel a, b, c spliujici 362 + a(bc — a) = 241 takovych, Ze systém rovnic tti=ai+Z=0,
Z 4+ 2 = ¢ ma pro proménné z, y, z feseni v realnych cislech.

Reseni. Pfedpokladejme, ieproa,b,cENax,y,zG]Rplatia:g—i—%,b:%—i—g,c:
Z + 2. Vynasobenim téchto rovnosti ziskame
2 2 2 2 2 2
x 2\ /2 =« x 2 24
abc-(+y><y+)(+)—2+y2+y2+2+2+2+2
y x)\z y)\z =z y2 o ox?2 o 22 y2 o 2?2 2
2 2 9
=<z+i> —2+<§+Z> 24 (Z43) —242=a? 4o

Dosadime do zadaného vztahu:

241 = 3b% + a(bc —a) = 30> + > + b2 + 2 — 4 — a2,
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tedy 4b? + c® = 245. Zfejmé musi byt b < 8, a protoze b,c € N, vyzkousenim nékolika
moznosti snadno objevime, ze jedinym TFeSenim této rovnice je b = ¢ = 7. Opétovnym
dosazenim do zadaného vztahu dostdvame kvadratickou rovnici 241 = 147 4 49a — a2, jej
feSeni jsou a = 2 a a = 47. Zbyva ovérit, Ze obé tyto trojice opravdu vyhovuji. Skutecné,
pro a = 2,b = ¢ = 7 mé zadana soustava napiiklad feseni x =y =1,z = %(7 +3v5), a

pro a = 47,b = ¢ = 7 mé naptiklad feSeni x = %(47 +21V6),y =1,z = 7_;\/5. Obé tyto

trojice jsou proto jedinymi fesenimi zadané lohy.

Tato aktivita je realizovana v ramci verejné zakazky Pilotni ovéfeni systému
popularizace technickych a prirodovédnych oboru vytvarenim vazeb vysokych skol na
skoly nizsich stupnt, ktera je soucasti IPN Podpora technickych a prirodovédnych obort
(PTPO), reg.¢. CZ.1.07/4.2.00/06.0005. Projekt je spolufinancovan Evropskym socidlnim
fondem a statnim rozpoétem Ceské republiky.
www.generaceY.cz; wuw.reformy-msmt.cz
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