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Uloha 4.1. V zegefelém poko ji zlovéstné plapolala svicka. Ticho se dalo krajet Henkelmozartem,
obalit v mrazivé pochybnosti, potfit v neblahé predtuse a servirovat pfimo do sevienych tutrob.
Vysoké postava v Cerné kapi se o to ovSsem nepokousela. Misto toho pomalu, ale sebejisté kracela
k tabuli. Koneéné. Po vSech téch letech. Cekani je u konce. Temné oéi ji zaplaly, kdyz spatiila
tajemstvi, které tabuli pokryvalo. Hmm. Néco tu nehralo. Na prvni pohled to moc nevypadalo
jako tajemstvi. Na druhy to vypadalo jesté o poznani hiife. A na tieti... ,Vzdyt je to bazmek!“
vykfikla by, kdyby neoplyvala zlodéjskou ohleduplnosti a neméla strach, ze bude narusovat spaci
rezim mistnich. Na tabuli bylo napsano velké pismeno B. Nic vic. Postava v zachvatu zufivosti
popadla kiidu a v kazdém kroku smazala jedno pismeno B a nahradila ho sekvenci (B+B). Dokazte,
7e pocet pismen B na tabuli byl po kazdém kroku vétsi nebo rovny ¢tvrtiné celkového poctu znakt
na tabuli, at uz jeji amok trval jakkoli dlouho. Prava zévorka, levé zévorka a znaménko plus jsou
také znaky.

Reseni. Uloha je jednoduché — pouzijeme prirodzene matematickti indukciu vzhladom
k poc¢tu vykonanych krokov. Na zaciatku (pocet krokov je 0) mame na tabuli 1 znak a
tym je B. Dokazované tvrdenie teda evidentne plati. Predpokladajme platnost tvrdenia
pre situaciu po k krokoch — ozna¢me b pocet znakov B a z pocet vSetkych znakov v tejto
situacii. Plati teda 4b > z. Uvazme situaciu po k 4+ 1 krokoch — tato vznikne zo situacie
po k krokoch vykonanim jedného kroku. Kedze jeden znak B nahradime dvoma znakmi B
a troma inymi znakmi, celkovy pocet znakov bude po k£ + 1 krokoch z 4+ 4 a pocet B bude
b+ 1. Plati 4b > z, stadial 4b+4 > z+4 ateda b+ 1 > 214, ¢o je tvrdenie, ktoré sme
chceli dokézat.

Uloha 4.2. Prvni podezieni pojali ve chvili, kdy otevieli onen obyéejné vyhlizejici dopis. ,Vypada
to jako zaSifrovand zprava,*“ vydechla Libénka. ,Mohla by byt od Henryho,“ napadlo Matéje a pustil
se do dekédovani. Nikdo by to do dopisu nefekl, ale byl v ném ¢tvereCkovany papir s nekonecné
mnoha fadky a nekoneéné mnoha sloupci (mél ovSem levy horni roh). V kazdém policku tohoto
papiru bylo vepsdno realné ¢islo, a to podle téchto pravidel: do prvniho fadku (poéitdno odshora)
byla zleva vepsana posloupnost redlnych éisel {a,,}5°_; tak, Ze ¢islo a,, se nachédzelo v m-tém
sloupci prvniho faddku (poéitano zleva). Dalsi fadky byly vyplnény nasledovné: v kazdém policku
P se nachézel rozdil ¢isla v tom policku, které se rohem dotykalo pravého horniho rohu policka P,
a ¢isla v tom poli¢ku, které bylo pfimo nad polickem P. (Tedy napfiklad v n-tém sloupci druhého
fadku bylo ¢islo a,+1 — ay,). Dokazte, ze kdyz si Maté]j vybral libovolna pfirozend ¢isla k a n, byla
v k + 1-tém Fadku n-tého sloupce, hodnota Zf:o (k)(—l)k_ianﬂ-.

Reseni. Nech A(k,n) je rovné hodnote v k-tom riadku a n-tom stipci. Mame teda dokazat,
ze A(k+1,n) = Zf:o (’;)(—1)’“*10,”“. Budeme postupovat induktivne vzhladom ku k.

Pre bazu nech sa k = 1. Podla pravidiel, ktorymi je papier vyplneny, plati:

A(2,7) = ans1 — an = 21: <1) (—1) a .

- 1
=0
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To je dokazované tvrdenie. Predpokladajme teraz platnost tvrdenia pre k a dokdZeme ho
pre k + 1:

k k
A(k+2,n) = A(k+1,n+1)—A(k+1,n) = > <k) (=D aps1i— Y <];> (1) ap .

]
=0 1=0

Teraz z prvej sumy odtrhneme posledny a z druhej prvy c¢len, zaroven z druhej vyni-
mame —1:

k k
k . k )
A(k+2,n) = E ( >(_1)k_(z_1)an+1+i1+an+1+k+(_1)k+1an+ E <z> (—1)F " ay .

, 1—1 ,
=1 =1

Teraz sumy spojime do jednej:

A(k+2,n) = <k —(|)' 1) (—1)’“+1an+§; ((l ]j 1) + <l;>) (—1)’”“an+i+<: j: 1) A 141

Vywijeme, 7e (%) + (5) = (*11):
k+1
Alk+2,m) =) (“1

=0

) (_1)k—i+1an+i_

]

Tym padom je dékaz hotovy.

Uloha 4.3. Ta samota u# byla pékné otravna. ,,Clovék si chvili kresli na tabuli, a nez se na-
dgje, kresli si misto toho na zed svého vézeni,“ pomyslel si Henry. ,,Pro¢ jen musi byt unaseni
antisymetrické?“ Z tivah ho vyrusil tajuplné Septani, vychazejici zpoza zdi. Kdyz k ni opatrné pfi-
tiskl ucho, zaslechl: ,Necht F;, zna ¢i n-ty ¢len Fibonacciho postupnosti, tedy plati F; = Fy = 1,
Foi10 = F, + F,1+1. Af si zvolim pfirozené ¢islo n jakkoli, vzdy k nému lze najit pfirozené ¢islo k
a prirozend Cisla sq, sa,. .., s, takova, Ze pro vSechna ¢ z mnoziny {1,2,...,k} plati bud s; = 1,
nebo s; = 2, a navic plati rovnost n = s1F1 + soF5 + - -+ 4+ s Fi.“ Henrymu hned bylo jasné, ze
tajuplny hlas ma pravdu. Pomyslel si, Zze by dukaz mél pfenechat Fesitelim jako tfeti tlohu.

Reseni. Opit pouzijeme indukciu, vzhladom k n. V bazovom kroku n = 1, zvolime k = 1
a s1 = 1, dokazovana rovnost evidentne plati, a podobne v bdzovom kroku n = 2 zvolime
k=2as; = sy =1, teda zrejme plati 2 = 1F; + 1F,. Predpokladdame platnost pre nejaké
n, mame teda n = s1F) + soFy + ... + s, F,. Uvdzme teraz n + 1. Pokial s; alebo sy je
rovné jednej, staci ho zmenit na 2 a méame tak rieSenie pre n + 1.

Pokial s; = s9 = 2, urobime nasledovné tpravy: Oznaéime p najmensie ¢islo také, ze
sp = 1. Vyuzijeme fakt, ze Fy, o = F,,11+ F,,. Mozme teda upravit s, na 2, s,_1 a s,_2 na
1, ¢im nezmenime hodnotu stac¢tu. Pokial by vsetky ¢isla s boli rovné dvom, posledné dve
polozime rovné jednej a priddme sgyq rovné 1. Takdto ipravu opakujeme dovtedy, kym
bud s; alebo sy nie je rovné jednej. Potom jednoducho toto éislo zmenime na 2 a mame
tym padom sucet n + 1. Tvrdenie sme teda dokazali.

Uloha 4.4. Libénka polkla. ,Rikas, Ze mu hrozi nebezped? A Ze mu musime pomoci?“ Matéj
vazné prikyvl. ,Proto jsme prisli na toto hrizostrasné misto.“ Poklepal prodavaci na rameno.
4A, zakaznici, vitejte! Je libo nejnovéjsi model naseho skvélého segwaye?“ halasil. ,,Tak hele, jsi
prodavagé, nebo zdkaznik?“ vztekal se pravy prodavac. ,Prosté si néjak vyber, je s nima legrace!*
Matéj potemnél. ,Nechceme tu...véc...,abychom se mohli bavit. Je to ale jediny zpusob, jak
zachranit naseho— , Ale jist&, jisté, to rikaji vSichni. Abyste védél, mame tu ted akci. Kdyz si tu
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¢lovék A koupi segway, muze pfildkat az dva nové zakazniky B,C (ktefi tu jesté nikdy nenakupovali)
a presvédcit je, aby si segway také koupili.“ Kdyz pak kazdy ze zdkaznika B,C timto zptsobem
presvédéi (pfimo ¢i nepfimo) alespon dalsich n novych zékaznikt (pro néjaké dané pfirozené n),
dostane zakaznik A zdarma helmu proti padu ze sréazi. A to se vyplati! Libénka se na chvili
zamyslela. , Ale...neznamena to pak, ze kdyz si segway koupi z zadkazniki, muze dostat helmu
nejvyse —= z nich?“ ,To mi nikdy nemtzete dokazat,“ zamracil se segwayar. ,Vlastné je to docela

n+2
jednoduché,“ usmala se Libénka. Pro¢ méla pravdu?
Reseni. Nech h je pocet heliem, ktoré zakaznici dostali. Dokazujeme teda h < i3, alebo

h(n+2) < z. Postupujeme indukciou ku h. Ak h = 1, je zrejmé Ze z je aspon 2n+3 (A, B,
C a dvakrat n zakaznikov). Teda z > 2n + 3 > n + 2. Predpokladajme platnost pre h = k,
teda plati h(n + 2) < z,. Uvazme h = k + 1. Spomedzi zédkaznikov, ktori dostali helmu,
existuje aspon jeden taky zakaznik L, ze ziaden zo zdkaznikov, ktorych priamo ¢i nepriamo
presveddéil, uz helmu nedostal. Odstrarime teraz spomedzi tychto presvedcéenych niekolko
zékaznikov tak, aby zostalo prave n zakaznikov ktorych L priamo ¢i nepriamo presveddil.
Tym padom L pride o svoju prilbu, ale zaroven ziaden iny o svoju helmu nepride. Dostali
sme sa do situacie z indukéného predpokladu. Je zrejmé, Ze takto sme odstranili miniméalne
n + 2 zékaznikov, teda plati zx11 — (n + 2) > 2. Tym padom h(n + 2) < zp41 — (n + 2),
¢ize (h+ 1)(n 4+ 2) < zxy1. To je presne dokazované tvrdenie.

Uloha 4.5. Kouma s Noumou zrovna prozivali sviij tradiéni (po)hadkovy veder. Siroko daleko se
rozléhaly zvuky tristicitho se nadobi, leticich n-zubct, praskajicich kosti, prezvykujicich sitatumb
a komponujicich se bifunktora. A pak doslo na tu nejhorsi zbrai: slova. ”M&s misto nosu ¢tverec!”
”Tvé ontologické tivahy pfipominaji ¢tverec!” ”Tvoje babicka je ¢tverec!” ”Pro vSechna celd ¢isla
k,n jevyraz n—axy, kde v = n—k? ay = (k+1)2 —n, étverec!” zvolal triumfalné Nouma. Kouma se
ani nezmohl na odpovéd. Rozhodnéte, zda byl Noumtiv vyrok pravdivy (samoziejmé ten posledni).
Ctvercem rozumime druhou mocninu né&jakého celého &isla.

Reseni. Nejprve dosadme za xy:
zy =n(k+1)2 — K2k +1)% — n? + nk?,
pak tedy
n—xy=n—n(k+1)2+ E*(k + 1) + n% — nk?
=n —nk* —2nk —n +k* + 283 + k> + n? — nk
= k* + k% + n® + 2k® — 2nk® — 2nk
= k> +k—n)

Tim je tvrzeni dokazano.

2

Uloha 4.6. Ding dong. Prask. Uiii. Hepéi. Ble. Skifp. Zglomst. "Nerad vas rusim, af uz jste
tady délali cokoli,” vyvalil o¢i Matéj, ”ale potFebujeme vasi pomoc.” Nouma se zatvafil potésens.
"Fakt? Od nas?” ”Libénka si povzdechla. ” Je to nebezpeéné. Nasim protivnikem je samotna smrt,
a jedné se o hru s nulovym souc¢tem. Jste posledni, kdo nés jesté neodmitnul. Jde vlastné o tohle...”
O chvili pozdéji Kouma zvolal: ” Ale vzdyt je iplné jasné, co musime udélat! Pockejte, narysuju
vam to. Tu tajnou véc, o které jsme pred chvili mluvili, bude reprezentovat tento trojuhelnik ABC
s pravym thlem u vrcholu A. Patu vysky z vrcholu A na stranu BC ozna¢ime D. Pak najdeme
na strané AC bod FE tak, aby byl trojuhelnik BEC rovnoramenny se zdkladnou BC'. Kdyz vime,
7e vzdalenosti |CD| a |BE| jsou shodné a rovny jednomu sdhu, miizeme pfece snadno dopoditat
vzdélenost |AF|!” Ostatni se ale tvarili nechdpavé. Zjistéte vzdélenost |AFE|, at Kouma nemd pocit,
ze mu nikdo nerozumi.
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Reseni. Ziejmé |CE| = 1. Oznaéme |AE| = z a |{ACD| = ~. Pak |[{BEC| = 180 — 2y a
tedy |{AEB| = 27. Z trojihelniku ADC mame cosy = 14%: a z trojuhelniku ABFE méame

T = cos 2
= 200527— 1
2

1+z)2

zéehoéplynex+1:ﬁ ar=+v2-—1.

Uloha 4.7. Henry prestaval véfit, ze jeho dopis nékdo &etl. Bylo nacase vzit véci do vlastnich
koncetin. Z rozhovort straznych si udélal pomérné slusnou predstavu o tom, na jakém principu
funguje bezpecnostni systém objektu. Po objektu je rozmisténo 1000 tajnych kotoucu, pticemz
kazdy z nich muze byt ve ¢tyfech rtznych pozicich A,B,C,D. Kazdou kotou¢ je mozné otocit
pouze z pozice A do pozice B, z pozice B do pozice C, z pozice C do pozice D, nebo z pozice
D do pozice A. Na zac¢atku jsou vSechny kotouce v pozici A.Kotouce jsou polepeny ¢isly tvaru
2%3¥5% kde (z,vy, z) jsou postupné vSechny mozné uspofddané trojice ¢isel z mnoziny {0,1,...,9}
(kazd4 z téchto usporadanych trojic je pouZita na pravé jeden kotoué). Strazny postupné chodi ke
kotouciim a otaci je o jednu pozici vpred, kazdy pravé jednou. Ve chvili, kdy strazny otoci kotouc
s nalepkou s ¢islem T, jsou o jednu pozici vpied otoceny i vSechny kotouce s nalepkou, na které je
délitel ¢isla T mensi nez T. Pomozte Henrymu zjistit, kolik kotouc¢t bude po 1000 krocich v pozici
A, aby si mohl pfipravit plan na uték.

Reseni. Spravné feseni Davida Bainara, dékujeme za vypujéeni. :0)

Kazdy kotou¢ se otoc¢i vzdy, kdyz se otoc¢i kotou¢ s jeho nasobkem. Pokud uvazime
kotouc s ¢islem 2*3Y5%, pak pocet jeho nasobki véetné kotouce samotného mizeme vyjadiit
vzorcem (10 — x)(10 — y)(10 — z2).

Kotoué je v ptvodni pozici A, pokud je vyraz délitelny ¢tyfmi. Vyjadiime tedy pocet
kotouct, jejichz vyraz neni délitelny ¢tyfmi a odecteme od celku.

Pokud pozadujeme, aby vyraz nebyl délitelny ¢tyfmi, tak bud je kazdy ¢initel lichy
{1;3;5;7;9}, tedy 52 moznosti nebo je jeden z nich délitelny dvéma, ale ne étyfmi {0;2;6},
to je 3-3 -5 -5 moznosti.

Dohromady to je 350 a tedy kotoucti, co je na konci v pozici A, je 650.
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Tato aktivita je realizovana v ramci vefejné zakazky Pilotni ovéfeni systému
popularizace technickych a pfirodovédnych obortu vytvarenim vazeb vysokych skol na
skoly nizsich stupnti, kterad je soucasti IPN Podpora technickjch a prirodovédnych obort
(PTPO), reg.¢. CZ.1.07/4.2.00/06.0005. Projekt je spolufinancovan Evropskym socidlnim
fondem a statnim rozpoc¢tem Ceské republiky.
www.generaceY.cz; wuw.reformy-msmt . cz
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