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Reseni 3. série

POSLOUPNOSTI

autor: Moutes a Stopa

Uloha 3.1. Kouma posedaval ve svém pokoji a snazil se piijit na jednu posloupnost.
Nemél ale zrovna sviij den, a tak chvilemi jen tak koukal z okna a doufal, Ze ho u toho
néco napadne. A jak tak koukal, vsiml si, Ze mu pfimo pred oknem roste opravdu zajimavy
strom. Jeho kmen mé délku jedna a poté se rozd€luje na dvé vétve délky %, které se déli
kazda zase na dvé vétve tretinové délky, atd. az posledni vétvicky maji délku 32% Pri
tomto zjisténi okamzité zapomnél na sviij ptivodni problém a misto toho se snazil zjistit,
jaka je celkova délka vsech vétvi na stromé véetné kmene. Ulevilo se mu, kdyz zjistil, ze
je to pro néj hracka. Kolik dohromady mérily vSechny vétve a kmen Koumova stromu?

ResSeni. Jako generaci stromu ozna¢ime pocet rozvétveni od kmene. Kmen je tedy gene-
race 0, dalsi dvé vétve generace 1, atd. Potom vétve n-té generace maji kazda délku 3% a
tedy koncové vétvicky jsou 2013-té generace. Navic je v n + 1 generaci dvakrat vice vétvi

nez v generaci n a v generaci 0 je jedna vétev. Plati tedy, Ze v generaci n je 2" vétvi.
Celkova délka vsech vétvi v generaci n je tedy 2" - 3% = g—z Zbyva to jen vSechno secist

pfes vSechny generace. Vysledna délka stromu je tedy:
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Uloha 3.2. A nad ¢m to Kouma piedtim vlastné koumal? Chtél najit geometrickou

posloupnost spliiujici rekurentni vztah a,412 = 2a,41 + ap, pro véechnan € N a a; = 1.
Dokazali byste mu poradit?

Reseni. Posloupnost musi byt geometricka. Tedy existuje néjaké realné éislo g takové, ze
pro kazdé n € N plati a, 1 = ga,. Mimoto také samoziejmé plati a, 2 = qani1 = ¢*an.
Dosazenim do vztahu a,42 = 2a,41 + a,, ziskdme ¢%a,, = 2qa, + a,. Tento vztah musi byt
splnén pro vSechna n, tedy specialné také pro n = 1. Navic plati a; = 1 a tedy ¢? = 2¢+1.
Resenim této kvadratické rovnice ziskdme dva kvocienty ¢ = 1 ++v2 a ¢ = 1 — /2.
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Ovéfime, Ze obé& posloupnosti a, 1 = (1 +v2)a, i anr1 = (1 — v/2)a, vyhovuji zadani a
jsme hotovi.

Uloha 3.3. Zato u Klevrovych uz se zase slavi. Tentokrat je s narozeninami na fadé
Matéj, a tak se Libénka vytéhla a upekla mu t¥ipatrovy cokoladovy dort. Na horni patro
postavila do kruhu n sviéek a nemohla se dockat, az ho Matéj ochutna. Ale nebyl by to
Mat€j, kdyby ji nechtél trochu poskadlit, a tak se rozhodl to trochu pozdrzovat. Vzdy
jednu svicku vynechal a dalsi sfoukl a takto postupoval, dokud nesfoukl vSechny svicky.
Libénka si aspon ukratila tu dlouhou chvili tim, Ze si mezitim spocitala, kterou svicku
Matéj sfoukne jako posledni. Kterd to byla, jestlize se zadinalo u prvni svicky? (Tedy
prvni sfouknuta svicka byla druh4.)

Reseni. Ozna¢me prvni svicku o1, druhou oo atd., az posledni «,. Pak hleddme k,, index
svicky, ktera bude sfouknutéd jako posledni. Predpokladejme, Ze zname index k,,_1 svicky,
ktera by byla sfouknuta jako posledni, kdyby svicéek bylo n — 1. Matéj tedy prvni svicku
vyneché, sfoukne druhou, ale najednou uz hoti jen n — 1 svicek, jen tentokrat Matéj zacina
u treti svicky. Polozme tedy 1 = a3, f2 = a4 atd., az nakonec 3,2 = a, a fn — 1 = ay.
Vidime, ze pro vSechny 8 vyjma [,_1 plati 8; = ajt2. Ziejmé tedy posledni sfouknuta
svicka je By, , apokud k,—1 #n—1, By, , = aky,—1 + 2 a tedy k, = k,—1 + 2. Podivejme
se nyni, jak bude sfouknuti vypadat, kdyz bude svicek 2! (¢t € N). Pak vzdy nez se Matgj
dostane znovu k prvni svicce, sfoukne vSechny svicky, které maji sudé poradi. Nicméné jich
poté zbude polovina, tedy 2!~1 a prvni svicku Matéj opét vynechavi. Opétovnou aplikaci
této uvahy dojdeme az ke dvéma svickdim a nakonec posledni, ktera ztstane je svicka
prvni. Proto kgt = 1. Nyni najdéme celd ¢isla a,b tak, aby n = 2% + b a zarovenn b < 2%
Takova ¢isla zcela jisté existuji. Pak dle vztahu k,, = k,,_1 + 2 plati k,, = koa +2b = 2b+1,
pokud plati n — 1 > 2b — 1. To vsak plati, nebot b < 2%, tedy 2b < 2% + b = n. Tim je
uloha vyfesSena.

Uloha 3.4. Henry pobavené sledoval, jak je Libénka nedockava, a tak si daval s kraje-
nim taky na Cas. A jak tak krajel, napadl ho zajimavy priklad a hned se o néj s détmi
podélil: | Déti, na kolik nejvyse ¢asti mlizete roziezat rovnostranny trojuhelnik 2013 fezy
rovnobéznymi s jeho stranami?“ A vite to vy?

Reseni. Vétsina spravnych feseni spocitala pocet oblasti pomoci poctu prisecikil Fezt a
pak néjak dokazovala, Ze pocet téchto prisecikil je maximéalni, kdyz vedeme kazdou stranou
stejny pocet fezll. Zde uvedu jiné feseni, které se inspirovalo Fesenim Adély Miklikové (ktera
v8ak bohuzel myslenku nedotahla do konce). Na zac¢atek nékolik predpokladi:

e Nemd smysl vést fez mimo dort. (Ziejmé)
e Nemd smysl ukonéit fez uvnitt dortu. (Zrejmé)
e Nemé smysl fezat tam, kde uz jsme diiv fezali. (Zfejmé)

e Nemé smysl vést vice jak dva Fezy jednim bodem. (Ziejmé)

KdyZ néjaky fez premistime (tedy fizneme jinde) blize ke strané, se kterou je rov-
nobé&zny, pocet ¢asti se nesnizi. To vyplyva z ,prisecikové“ Gvahy. Rez pfida tolik
novych ¢asti, kolik protne uz existujicich fezi plus jedna (nebot na tolik je rozdé-
len tsecek). Je-li fez ,blizko“ vrcholu proti strané, se kterou je rovnobézny, mohlo
by se stat, Ze néjaky fez ,mineme“. AvSak zfejmé lze vidy premistit fez tak blizko
prislusné strané, aby profal vSechny fezy, jez s nim nejsou rovnobézné.
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e Uvazme nyni, ze vSechny fezy vedeme ,blizko” pfislusnym strandm. Tedy uvnitt se
nam vytvori jakysi trojahelnik podobny tomu vychozimu.

e S kazdou stranou je rovnobézny, alespon jeden fez. Pokud by tomu tak nebylo,
feknéme, Ze s dal$imi dvéma stranami je rovnobéznych a a b fezd, pricemz a > b.
Pak odstranénim jednoho z a fezi ndm zmizi b + 1 oblasti. Pfidanim nového fezu
rovnobézného s dosud ,nevyuzitou“ stranou vznikne a — 1+ b+ 1 = a 4+ b novych
oblasti. Tedy touto zménou se pocet oblasti zvysil o a — 1, coz je jisté kladné.

Nyni tedy mame situaci podobnou této:
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Oznac¢me pocet ¢asti na obvodu dortu v zavislosti na poctu fezi jako o,. Pak urcité plati,
ze 0, = 2n. Navic po snédeni vSech Casti na obvodu nam zbude dort rozfezany n — 3 fezy.
Na ten se daji opét aplikovat vySe zminéna pravidla (zejména pfemisténi fezu v pripadé
nerovnobéznosti vSech fezl s jednou stranou) a takto muzeme jist po obvodu dortu, az
nam nakonec zbude pouze jediné ¢ast. Vysledny maximalni pocet ¢asti je tedy

1+o03+o0+--+0013=1+6+12+---+4026=1+6-(1+2+---+671)

1-672
:1+6~%:1352737.

Uloha 3.5. Nebyli bychom u Klevrii, kdyby mezi darky nebyl i néjaky ten piiklad. Matéj
mél najit vSechny funkce f: R — R takové, ze f(x +vy) +y = f(x) + 2f(y) plati pro
vsechna x,y € R. A co kdyby takovy darek cekal na vas, zvladli byste ho vyresit?

Reseni. Rovnice musi byt splnéna pro vsechna realna ¢isla, tedy zejména pro z =y = 0.
Pak je f(0) +0 = f(0) +2f(0) a tedy f(0) = 0. Déle necht y je libovolné a x = 0. Pak
fly) +y = f(0) +2f(y) neboli f(y) =y pro vsechna redlna ¢isla y. Tato funkce je také
jedinym FeSenim dané rovnice (zfejmé rovnost spliuje).

Uloha 3.6. Dalsim darkem bylo mikiddo. Ne Ze by na Matéje éekal novy sestiih, ale
ta hra s tyCinkami. A Libénka Matéje hned vyzvala na prvni kolo. KdyZ uz se zbavili
skoro vsech tyc¢inek a Matéjovi bylo jasné, Ze uz to ma Libénka v kapse, nendpadné zacal:
,Nevidis v téch zbylych tycinkéach lichobéznik? A uméla bys dokazat tohle?* Necht ABC' D
je lichobéZnik se zédkladnami AB a C'D. Pfimka p je rovnobéZzné s pfimkou AB a protind
usecku BC' v bodé E a tsecku AD v bodé F. S je stfed tisecky C'D. Pfimka SE protina
piimku AB v bodé X, pfimka SF protind pfimku AB v bodé Y. Dokazte, ze |AY'| = |BX].
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Reseni. Uhel <SEC (resp. <SFD) je vrcholovy k <BEX (resp. <AFX). Podobné tihel
<ISCE (resp. <SDF) je st¥idavy s tthlem <X BE (resp. <Y AF'). Proto ASCE ~ AXBE
(resp. ASDF ~ AY AF). A zejména tedy Y] _ AV [EX] — 1BX] podobné se pomoc

[SF| = [SD| @ [SE] — [SC]
souhlasnych thli ukdze AESF ~ AXSY. Proto plati
1SY]  [SX]|
[SF| — |SE|
|\SF|+|FY| |SE|+|EX]|
ISF| |SE|
|FY| |EX|
ISF| ~ |SE|
|AY|  |BX]|
[SD] — |sC|
|AY| = [BX],

coz jsme chtéli dokézat.

Uloha 3.7. Matéj uz si spokojené odpoéival v kiesle a projidal se svou narozeninovou
bonboniérou, kdyz na jejim dné uvidél posledni prekvapeni. Byl to zmuchlany papirek,
na kterém stélo: Dokazte, Ze pro kazd4 t¥i kladna realna ¢isla a, b, ¢, pro ktera jsou
vSechny odmocniny definovany plati:

Vi—a+vVi—-b+a+V9I—c+b++16+ ¢ < 10.

Zvladli byste to s takhle pfecpanym btichem vy?

Reseni. Toto Feseni poslal Mark Karpilovskij. Nejprve ukazeme, Ze pro dvé rtizna kladné
realnd cisla z,y plati nerovnost
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coz zcela jisté plati. Nyni uvazme tuto nerovnost pro dvojice (z,y) tvaru (1 —a,1), (4 —
b+a,2), (9—c+b,3), (16 +c,4)
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Sectenim vsech téchto nerovnosti ziskdme

1—a+ 4—g+a + 9—c+b + 16+c

5 3 L >V1—a+Vi—-b+a+VI—c+b+V16+¢
1 1 1 1 1 1
W—al===)=b(==-Z)—c(Z=-Z)>ViI= 4 — _ 1
0 a<2 4) b<4 6> c<6 8>\/ a+V4i—b+a+VI—c+b+V16+c

Leva strana nerovnosti je 10 zmensené o kladné ¢islo, tedy je zcela jisté mensi nez 10 a
tudiz i prava strana je mensi nez 10, coz jsme chtéli dokazat.
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Tato aktivita je realizovana v ramci vefejné zakazky Pilotni ovéfeni systému
popularizace technickych a pfirodovédnych obortu vytvarenim vazeb vysokych skol na
skoly nizsich stupnti, kterad je soucasti IPN Podpora technickjch a prirodovédnych obort
(PTPO), reg.¢. CZ.1.07/4.2.00/06.0005. Projekt je spolufinancovan Evropskym socidlnim
fondem a statnim rozpoc¢tem Ceské republiky.
www.generaceY.cz; wuw.reformy-msmt . cz
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