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Reseni 1. série

UvoDNI GULAS

autor: Mari a Roman

Uloha 1.1. Kouma a Nouma hréli v matematické soutézi mozaiku. Zatimco Kouma se
zbésile vrhnul do skladani vemoznych obrazcti, Nouma zac¢al postupné vybirat vsechny
lichobézniky majici rozméry jako na obrazku. Po chvili si toho Kouma vsiml a zeptal se
Noumy, zda by dokazal svymi lichobézniky pokryt tvar pripominajici kornout s dvéma
kopecky zmrzliny (viz obrazek). Mize to Nouma zvladnout?

Reseni. Nakresleny ,kornout se zmrzlinou“ miizeme rozdélit na éty¥i rovnostranné troji-
helniky o strané délky tti. Kazdy takovyto trojuhelnik miZzeme pokryt zadanymi lichobéz-
niky, tedy miizeme pokryt i cely ,kornout“. ReSeni je jesté zietelnéjsi, kdyz si kazdy
lichobéznik rozdélime na tii rovnostranné trojuhelniky.

Uloha 1.2. Matéj a Henry pisou spoleéné ¢islo ABCDEFGHIJKLMNO, v némz jed-
notlivd pismena predstavuji ¢islice od 0 do 9 (A neni nula). Domluvili se, Ze postupné
vznikajici ¢isla musi byt délitelnd ¢isly 3, 4, 5, 9 podle nasledujici tabulky

délitelé ¢islo délitelé ¢islo délitelé ¢islo
3 A 3,5 ABCDEF 3,4,5 ABCDEFGHIJK
4 AB 3,9 ABCDEFG 3,4,9 ABCDEFGHIJKL
5 ABC 4,5 ABCDEFGH 3,5,9 ABCDEFGHIJKLM
9 ABCD 4,9 ABCDEFGHI 4,5,9 ABCDEFGHIJKLMN
3, 4 ABCDE 5,9 ABCDEFGHIJ | 3,4,5,9 | ABCDEFGHIJKLMNO

Tedy 3 déli A, 3 a 4 déli ABCDE a tak dale. Zaroven si fekli, Ze Zadné z ¢isel nebude
délitelné 100. Po ptul hodiné marného vymysleni se za¢nou navzajem obvinovat, Ze to jeden
druhému sabotuje. Libénka, kterd pozoruje chlapce uz od zac¢atku se zacne naramné sméat
a povida: ,A vite viibec, jestli takové Cislo existuje? J& myslim, Ze na jednom misté se
urcité zaseknete.“ Zjistite, kterou ¢islici jiz nemohou piipsat do ¢isla, aby platila dana
pravidla?
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Reseni. Cislo ABCD (napt. 3609) musi byt délitelné deviti, tudiz i tiemi, nasledujici
Cislice £ musi tedy byt nasobkem tii, aby tuto délitelnost zachovala, zaroven vSak musi
byt i sudd, z ¢ehoz plyne, ze E = 0 nebo E = 6 (v nasem ptikladu F = 6). Po pfidani
¢isla F' musi ztstat délitelnost tfemi zachovana, procez musi byt F' spole¢nym nasobkem
Cisel 5 a 3, coz znamena F' = 0. Aby zustala splnéna podminka nedélitelnosti stem, musi
byt E = 6. Podivejme se na ¢islo ABCDEFG. Musi platit 99A+B+C+D+E+ F+G,
vime, ze 9|A + B + C + D tudiz musi platit 9|FE + F + G, ¢emuz vyhovuje pouze G = 3.
Cislo H musi byt nasobek péti a zaroveii sudé, nezbyva nez H = 0, ted jsme vsak vytvorili
¢islo ABC'D6030, které neni délitené Cisly 4 a 5 zaroven. Z predchoziho popisu je ziejmé,
ze ¢isla E, F, G jsme nemohli volit jinak, takze se Henry s Matéjem zaseknou na ¢islici
H.

Uloha 1.3. Starosta Hloupétina uspofadal pro své obyvatele taneéni vecirek. Ocekaval
obrovskou uc¢ast, ale nakonec se dostavily jen t¥i manzelské pary. Kazdy z Gi¢astnikt pfinesl
néjaky darek pro hostitele, ale kdyz je chtéli predat, pronesl starosta: ,Ja zadné darky
nechci, rozdejte si je radsi mezi sebou.“ Kouma, ktery na vecirku roznésel zazvorovou
limonadu, zacal pfemyslet nad tim, kolika zptsoby si mizou darky rozdat tak, aby nikdo
nemél sviij darek ani darek od své manzelky. Poradite Koumovi?

Reseni. Postavme hosty do kruhu, tak, aby vizdy manZel s manzelkou stali vedle sebe.
Nyni mtzeme rozlisit dva zptsoby, jakym si darky predaji:

a) Jedna dvojice d& oba své darky druhé dvojici, ta pak nem4 jinou moznost, nez dat
oba své darky tfeti dvojici. U kazdého predani mohou nastat dvé situace- zena da
darek Zené a muz muzi nebo naopak, celkem tedy 2 -2 -2 = 8 moznosti. Zaroven si
mohou vybrat, zda budou darky posilat po nebo proti sméru hodinovych rucicek.
Celkem 2 - 8 = 16 moZnosti

b) Kazdy z dvojice da svij darek do jiné dvojice, pfiemz bud posle Zena déarek po
sméru a muz proti sméru hodinovych ruci¢ek, nebo naopak. U vSech tifi parid to
zatim davé 2 - 2 - 2 = 8 moznosti. Podobné je to u pfijiméani darkd, bud pfijme Zena
darek zleva a muz zprava, nebo naopak, tj. Opét 2- 2 -2 moznosti. ProtoZze moznosti
poslani a pfijeti se navzajem nevylucuji, dostavame 8 - 8 = 64 moznosti.

Pokud chceme, aby Zadny par nedostal ani jeden sviij darek, musi nutné nastat praveé jeden
z ptipadi a), b). Dohromady nadm to dava 16 + 64 = 80 moznosti.

Uloha 1.4. Henry nadSené pfibéhnul za Matéjem a Libénkou s Sachovnici, kterd mé
10 x 10 poli. Matéj se na Sachovnici nelibé podival a fekl: ,,Na Sachy je to moc velké.“ | A
pokryvani tetrominy uz jsme tady méli,“ pronesla Libénka. ,Copak tetromina,* zasklebil
se Henry, ,zkuste to pokryt nasledujicimi utvary.“ (Za pokrytd se povazuji pouze ¢erna
policka, tzn. jeden ttvar pokryje ¢tyii pole.)
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Reseni. K diikazu, Ze achovnici 10 x 10 nelze uvedenymi tvary (v dal$im tvary X) pokryt
pouzijeme obarvovani. Obarvéme si napfed kazdy druhy sloupec c¢erné, ostatni sloupce
bile. Tvary X mohou byt situovany bud vodorovné nebo svisle, v prvnim ptipadé pokryje
jeden tvar X ¢tyfi ¢ernd (resp. bild) pole, ve druhém pfipadé vzdy dvé ¢erna a dvé bila
pole. Bilych a ¢ernych poli je stejné mnoho, tudiz musime pouzit sudy pocet vodorovné
orientovanych tvard X. Obarvime-li nyni stejnym zptisobem radky, zjistime, ze i svisljch
tvari X musi byt rovnéz sudy pocet. Pocet vSech pouzitych tvar X je roven souctu
vodorovnych a svislych pozitych tvari X, tudiz je to nutné sudé dcislo, jenze k tomu,
abychom pokryli 100 poli je potfeba pravé 25 tvari X. Spor.

Uloha 1.5. Kouma a Nouma si hrali s realnymi &isly. ,,Noumo, vymyslel jsem trojici ¢isel,
kterd ma takovouhle vlastnost: jestlize libovolné dvé z nich vynasobim a tfeti k nim pfictu,
dostanu pokazdé ¢&islo 6006, to koukas, vid?“ Ale Nouma se nenechal zahanbit a odvétil:
,»10 nic neni, Koumo, pravé jsem vymyslel jinou trojici ¢isel, jenz ma tu tvoji vlastnost.®
Dokéazete uréit, o které trojice &isel se jedna? Cisla ve trojici nemusi byt rtizna.

Reseni. Na ttto tlohu postaci vyuzif tradiént ,zbran“ v podobe odéitania (kedze pravé

strana kazdej rovnice je rovnaka) kazdych dvoch rovnic. Po tejto tiprave ziskame:
(b—a)(1—c) =0 (1)
(c—a)(1—=b)=0 (2)
(b—c)(1—a)=0. (3)

Celkom méame 23 moznosti ako zvolit a, b a ¢, aby vSetky rovnice popisané vyssie platili.

Samozrejme niektoré podmienky mozu odporovat zadaniu tlohy alebo mozu sa opakovat,
preto si rozoberieme vSetky moZnosti v nasledujucej tabulke:

(1) (2) (3) | riesenie
- =c | (a,a,a)

. “TCla=1](1,1,1)
= 1| b=c| @LLY
" la=1|(1,1,0

o [p=clny

o a=11(1,b,1)
b—1 b=c | (a,1,1)
a=11(1,1,1)

Zrejme trojica (1,1, 1) nespliuje zadanie. Kedze rovnice st cyklické uvazime napr. (a,1,1),
kde a je TubovoIné redlne ¢islo. Dosadenim do vSetkych rovnic zadania mame a+1 = 6006,
teda a = 6005 a riesenia su (6005, 1,1), (1,6005,1) a (1, 1,6005). Kone¢ne, uvazime rieSenie
(a,a,a), dosadime do zadania a zistime, 7e a je riesenim a? + a = 6006, ¢o je kvadraticka
rovnica, ktorej rieSenie lahko najdeme napr. pomocou znamych formuliek. Zrejme,

—1++/1+4.6006 —1+155
2 - 2 ’

Teda posledné dve rieSenia st (77,77,77) a (—78, —78,—78). Celkovo mame 5 rieSeni pri-
padne 3, ak sa na riesenie ,nepozerdme“ ako na usporiadanu trojicu.

a1 =

Uloha 1.6. Henry slysel hadanku Koumy a Noumy a ekl si, Ze musi taky néco vymyslet.
,Libénko,“ zeptal se po chvili, ,,vi§, ze pro libovolna dvé celd ¢isla plati, ze &islo ab® — a3b
je délitelné tremi?* Libénka si s tlohou poradila, zvladnete to taky?
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Reseni. Celé ¢isla mozu davat po deleni tromi zvysok 0, 1 a 2. Preto zapiSeme ¢isla a, b
nasledovne: a = 3k +p a b = 3l + ¢, kde k, [ st celé ¢isla a p, ¢ € {0,1,2}. Upravujme

ab® — a*b=ab(b—a)(b+a) = 3k +p)(3l + q)(3k + p— 3l — q)(3k + p + 3L + q)
=@Bk+p)Bl+¢)Bk -1+ (p—-9)Bk+1)+(»+4q).

Celkovo po roznasobeni mame 2* séitancov, pricom kazdy séitanec je delitelny tromi az
na pq(p — q)(p + q). Zrejme, ak aspoii jedno z ¢isiel a, b je delitelné tromi (p alebo ¢ je
rovné 0), potom aj zadané &islo je delitelné tromi. Teda ndm ostava 22 moznosti:

e ak p = ¢, potom pg(p — ¢q)(p + ¢) = 0,
e ak p # ¢, potom p + ¢ = 3, teda pq(p — q)(p + q) je delitelné tromi.

Uloha 1.7. ,Myslim, Ze hidanek s celymi ¢&isly uz bylo dneska dost, pronesl Matéj,
,vymyslel jsem jednu, v niz hraji hlavni roli ¢isla redlna. Zkuste ukazat, ze pro libovolné
realné ¢islo = plati cos(sinz) > sin(cosz).“ Venku uz se zacalo stmivat, ale nasi pratelé
si fekli, Zze dokud tlohu nevytesi, neptijdou spat. Myslite, Ze to zvladnou? A zvladnete to
vy? (klidné se ale napted vyspéte:))

Reseni. Funkcie cos x a sin z st periodické s peridédou 27, preto nam staci dokézat uvedent
nerovnost na lubovolmom intervale dizky 27. Dokaz prevedieme pre x € [—5 3—”) Ulohu

22
si rozdelime na 4 pripady:

e x € (%,%’r), potom —7 < —1 < cosz < 0, a preto sin(cosz) < 0. Tiez obmed-
zime sinz nasledovne —5 < —1 < sinz < 1 < 7, a teda cos(sinz) > 0. Celkovo

sin(cosz) < 0 < cos(sin ).

e 1 C (0, g], potom vyuzijeme zndmu nerovnost (Specidlny pripad Jordanovej nerov-
nosti) 0 < sinz < z a faktu, Ze cosx je na uvedenom intervale klesajuca funkcia,
preto cos(sinz) > cosz > sin(cos x).

e =0, potom cos(sin0) = cos0 = 1 a sin(cos0) = sinl < sin § = 1 = cos(sin0).

e xc [—g, O), potom pre nejaké realne y plati cos(sin(—y)) = cos(—siny) = cos(siny)
a sin(cos(—y)) = sin(cosy). KedZe nerovnost uz bola dokézana pre = € (0, %], preto
cos(sinx) = cos(sin(—z)) > sin(cos(—x)) = sin(cos z).
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