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����� ���� ����� �� �������� �� �� �������� ���������� ��� �� ��� ��� ���������� ��� � �������
����� �� ���� �������� ���������� �������������� ������� ������ �� ������� �� ���� A� B� C� D�
E � F � ��� �� ������ �� ��������� ��������� ��������� �� �� ����� ����� ������� ������������ ABC�
BCD� CDE� DEF � EFA � FAB �������� �� �� ���� A1� B1� C1� D1� E1 � F1�� ������� ��� ����
������ ������� ������� �� ������ ���������� � ��� ��� ������� �������� �� ��������� ���� �� �����
������ ������������� A1B1C1D1E1F1 ����� �������� ��������� ������ ������ ���� ������ ��������
� ���� ���� ����� ���� ������ �����������

������� �������� ������������ ABC �� ��� A1 = A+B+C
3 � �������� BCD �� ��� B1 =

B+C+D
3 � ������ A1B1 �� ����� B+C+D

3 − A+B+C
3 = D−A

3 � ���� D1 = D+E+F
3 � E1 =

E+F+A
3 � E1D1 =

D−A
3 � �������

−−−→
A1B1 � E1D1 ���� ������� ������

−−−→
A1B1 �

−−−→
E1D1 ���� �����

���������� � ���� ������� ������ ����������� ������ �������� �������� � ������������
������ B1C1 � F1E1 � ������ C1D1 � A1F1�

����� ���� ����� �� ����� �� ��������� ���� ��� ���� � �� �� �� ������ ������� �������� ���������
���� �������� � ��� �� ������� ���� ���� ������� ������ � ������ �� � ���� ����� � �� ���� �� �������
����� ��� ������ � ������ ����� � ���� P1� ����� ����� �� �������� ����� � P2� � ��� ���� ��
����� ����� �� �������� ����� � P6� �� ����� ������ ���� ������� �� �������� ����� ���� ��������
�� ����� ������ ���� �� ����� ��������� �� P1P2 �� ���������� � P4P5� P2P3 � P5P6 � �������
P3P4 � P6P1� ����� ����� �������� �� ���� ������ P1P4� P2P5 � P3P6 �������� ������

������� �� �������� ������������� ������ �� ������ P1P2 � P4P5 ���� ����� ����� �u =−−−→
P1P2 +

−−−→
P4P5 �� ������ ��������� �������� ��������� ���� �������� ������� �������

������� ���� ������ ������ �v =
−−−→
P2P3 +

−−−→
P5P6 � �w =

−−−→
P3P4 +

−−−→
P6P1� ������ ����� �������−−−→

P1P2�
−−−→
P2P3�� � �

−−−→
P6P1 ���� ��� ������� ����� �u + �v + �w = �0� ����� ������� ������� �u� �v

� �w ���� ��������� ��� �� ����� ��� �� ��������� ����� ������ �������� ����� �� � ����
���� � ������ � ���� ����� �� ��� �������� ����� �� ��� ������ ����� ����� � ��������
����� ��� �� ���� �� �� �������� ������� ����� � ������ �� ���� ������ ���� � ����� ��
��� ���� �������� ����� ���� ������ �u = �v = �w = �0� ����

−−−→
P1P2 = −−−−→

P4P5�
−−−→
P2P3 = −−−−→

P5P6�−−−→
P3P4 = −−−−→

P6P1� ����� ������ P1P4 �� ����� S1 =
P1+P4

2 � ����� P2P5 �� S2 =
P2+P5

2 � ������

������ ������ ������ ��
−−→
S1S2 = P2+P5

2 − P1+P4
2 = �u

2 = �0� ���� S1 � S2 ����� ���������

����������� S3 ����� P3P6� ���������� ��
−−→
S2S3 = P3+P6

2 − P2+P5
2 = �v

2 = �0� �������� �����
������� �� �������

����� ���� ������� �������� ������ ������ � ������ �� ������� ������� ���������� ��� ��� �����
������� ������� ������ ������ ������ �� ������� ��� P � �������� ����� ����� ������� �������
�������� ����� P � ����� �� ������� � ������� ������ � ������ A � C� ����� � ������ B � D�
������� �� ���� ���� �������� ���� �� ������� ���� Q ��������� �� APBQ �� ���������

� ����� ���� ����
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������� �������� ������������ ����� �������� k� ���� ����� S � ������� r� ������� �� ������
����� �� APBQ �� ������������ ����� �������

−→
AP �

−−→
QB ���� ������� ����� Q = A+B−P �

���� ������� ��� ���� ����
−→
SQ =

−→
SA +

−→
SB − −→

SP � ���� ���� ��������� ������� ��������
���������� ���� �� ������ ���������

−→
SQ · −→SQ =

−→
SA · −→SA+

−→
SB · −→SB +

−→
SP · −→SP − 2

−→
SA · −→SP − 2

−→
SB · −→SP + 2

−→
SA · −→SB �����

� � �������� ������ PA� PB ���� 0 =
−→
PA · −−→PB = (

−→
SA−−→

SP ) · (−→SB −−→
SP )� ����

0 =
−→
SP · −→SP −−→

SA · −→SP −−→
SB · −→SP +

−→
SA · −→SB. �����

��������� ����������� ����� �� ����� ����

−→
SQ · −→SQ =

−→
SA · −→SA+

−→
SB · −→SB −−→

SP · −→SP . �����

�������� ������ u · u = |u|2 ���� |−→SQ|2 = 2r2 − |−→SP |2� ��� Q ����� ���� �� �������� ��

������� S � ���������
�
2r2 − |−→SP |2�

���� ������ ������� �� ���� ���� �������� �� �������� ��������� ���� �� �� �� ������
������ ��� Q �������� � ���� ������� ������������ ���� A,B� ����� Q ���� ����
����� ��� R = P+Q

2 = A+B
2 � ����� R �������� ������� � SR� ���� ��������� � ��������

k �������� A,B� ���� ����������� �������� �� ����� �������� ��������� ����� � ����
���������� ������� ���� �� ABPQ ����� ��������� �� ��� � ����������� ����� ����� ����
���� ������������ ���� ��� ���� ������ AB� PQ �������� ������ ���� ����� �������� ��
���� ������ PA� PB ������ ���� �� ����� ������ ������� ��� A,B ∈ k� ����� 6.3 � �������
�� APBQ ������������ ����� ������ ������� ����� ��������� ��������� ����� �� ����� �
��������� ������ ����� � ���� ������� ����� � ���������� ABPQ �� ���������� ��� �����
��� Q �� �������� (S,

�
2r2 − |SP |2)�

����� ���� ����� ����� ���������� �� ���� ��������� ����� ����� ����������� ���������� ������
�� �������� �� ��������� ����� ����� ���������� ���� ����� ������� (a, a�)� (b, b�)� (c, c�)� �������� ��
�������� ����������� � �������� a+ a�� b+ b�� c+ c�� ����� �� ����������

������� ������� ��������� �������� ����� ��������

��� ���� �� ��������� ��������������� �� a + a� = max{a + a�, b + b�, c + c�}� ������
��������� ���������� ��� ����� ��� ������ b+ c > a� b� + c� > a� b� + c > a�� b+ c� > a�� ��

� ����� ���� ����
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������� � �������� ����� b� + b + c� + c > a� + a� ��� �� ������ �������������� ���������
��� ����������� � �������� a+ a�� b+ b�� c+ c�� �������� � ����������� ���������� a+ a�

�� ����� ������ �� ����������� � ������ �������� ��������� ����
��� ��� �������� �� �� ���������� ������� ���� ����� ��� 180◦ �� ����� ����� ������

���� �� ���� ������� ������� �� ��� ����������� ����� �������� ���� ��������� ����� ������
���� (a+ a�)2 ≤ (b+ b�)2 + (c+ c�)2�

������� �������
a2 + a�2 ≤ b2 + b�2 + c2 + c�2. �����

���� ��������� �������� ������ ������� � ������������ ���������

−→
AC2 +

−−→
BD2 ≤ −−→

AD2 +
−−→
BC2 +

−−→
AB2 +

−−→
CD2

2
−→
AC2 + 2

−−→
BD2 ≤ 2

−−→
AD2 + 2

−−→
BC2 + 2

−−→
AB2 + 2

−−→
CD2

(
−−→
AD +

−−→
DC)2 + (

−−→
AB +

−−→
BC)2 + (

−−→
BA+

−−→
AD)2 + (

−−→
BC +

−−→
CD)2 ≤ 2

−−→
AD2 + 2

−−→
BC2 + 2

−−→
AB2 + 2

−−→
CD2

−−→
DA · −−→CD +

−−→
AB · −−→BC +

−−→
AB · −−→DA+

−−→
BC · −−→CD ≤ 0

(
−−→
AB +

−−→
CD) · (−−→BC +

−−→
DA) ≤ 0

−(
−−→
AB +

−−→
CD)2 ≤ 0

�������� ��������� ������ ������ �������� � ��������������� ����� ��� ����� � ���������
������

���� �������� ��������� aa� ≤ bb�+cc�� � ������ ���� ���������� ���������� ��������
�� ������ ���������� �� �������� a � a�� ���� ��� ������ �� � ��������� ����� ����������
������� �� ������� ����� ����������� ���� �� �� ��������� ������������ ������ ����������
����� ��� ������ ������� ���������� ������ ������� ������ ������������ ���� ������� ��� ���
������������ ������ ���������� ��������� aa� ≤ bb� + cc� ������ ���� � ������ �����������
�������� ����� ��������� (a+ a�)2 ≤ (b+ b�)2 + (c+ c�)2� ��� ���� ������ ��������

����� ���� ������������ �� ��������� �� �� ������� �������� � �� ������ ��������� �� ����� ���
�������� �� ������� �� ���� ���������� ������ ������� � ���� ���� ���������� ������ �����������
������ ����� ������������ ����� ������� �������� ���� �� ������� ���������� �������� ������ �����
���� ������� � ������ � ����������� ���������� ��� ���������� �� � ������� ����� ����� ����������
����� ���������

������� ���� ������ �������� ����� ����� ���� ����� ����� ��������
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����� ���� ������� ���� � ���� ������� �� ������ ����� ���� ����� ����� �������
�������� ���� �� ���� ������ ���������� �������� ������ �� �� �� ����� ���������� �������
���� � ����� �������� �� ����� �� ����� ������ ��� ��� �� ���� ����� ������� ���� �� �����
� ������� ���� �� ��� �������� � ����� ������ � ������� ������ ���� ������ �������������
�� �� ������� �������

����� ���� ����� � ������ �� ��������� �� ���� ������� ���� ���������� ���� ��������� �������
�� ���� ������� �� �������� ������ 1367635� ������� �� ����� ������ ������ �� ������ �����
���������� ��� �������� ��������� b ������� �� ����� ���� �� ������� ����� ������� � �������� �
������� b� �������� ����� �� �������

������� ������ ����� ����� � �������� � ������� b �� ������� �� ������� b6 +3b5 +6b4 +
7b4 + 6b3 + 3b2 + 3b+ 5 = (b2 + b+ 1)3 + 4� ����� �� ���� ������� ����� ������� ����� a�
������� �� (b2 + b+ 1)3 = a2 − 4 = (a+ 2)(a− 2)� �������� ������� ����� a− 2 � a+ 2 ����
����� ������ ������� ���� ��� ����� ������� ����� ��� ���� �� ����� ��� ����� ������ ��
(b2 + b + 1)3 ��� ����� ���� �� ��� ������ ��� � b2 + b + 1 = b(b + 1) + 1� ��� ��� ������
����� ����� � ����� b, b+1 �� ���� ���� � ������ b(b+1) ���� ������ ��� ������ ���� ����
�� ����� a− 2 � a+ 2 ���� ����������� ������� �� ������ ������ ����� ��������� ���� ��� �
����� � ���� ����� ��������� ���� ����� ������� ��������� ��� ����� ���� ������ �� ����
����� ���� ������� ����� ������� � ����� ���������

����� ���� ����� �������� �������� ������ �� ����� ����� � ��� �� ��������� �� �� ��������
������ ������� ����� ��������� ������ �� �� � � � �� ����� �� ���� ����� ������� ������� ���� ������
��������� �������� ������ �������� �� �������� ����� ��� ������ ��������� ����� ��� �������
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����� �������� ����� ������� ��������� ����� n ������� �� ������� 64xn + 1 ��� ���� ���� ������
�������������� �������� � ������������� ����������� � ���������� ����� ���� ��������

������� ������� ��������� �� ����� 64xn = −1� ��� ������� ��������� x� ����� �������
�������� ���� ������ 64|x|n = 1� ���� |x| = ( 1

64)
1
n � ��������������� �� 64xn + 1 ��� ����

�� ����� P (x)Q(x)� ��� P � Q ���� ����������� ���������� � P �� ������ ������� �����
������ Q� ������� ���������� ���� ������� �� ������ ������������ ������ ���� ����������
����� ���� �������� ��� � ���� ��� �������������� ����� �������� ������ ��� ��� �������
������ �������� � ����� ���������� P � Q� ������ �������� P ������� k� ������ Q
�� ��� n− k� � ��������� ������ ����� �� ������ ������ P �� ����� 1

ak
� ��� ak �� �������

��������� �������� P � ������� ������� ���� ������ ���� ��������� ������� ( 1
64)

1
n � �����

( 1
64)

k
n = 1

ak
� ���� ak = 64

k
n = 2

6k
n � ������� ��������� Q ��� ���� ��� bk = 2

6n−6k
n � � ������

����� ����� �� ��� ���� 2
6k
n ����������� ���� ��� 6k

n ����� ������� P ���� ����� ������ ���
Q� �� k ≤ n/2� ����� 6k

n ∈ {1, 2, 3}� ���� n = 6k� n = 3k ���� n = 2k� � ������ � ������
������� �� n ��������� ������ ��� �� ���� ���� �������� ���������� �������� � ����� ���
��� ������� ��������� ����� 64x3t + 1 = (4xt + 1)(16x2t − 4xt + 1)�

���� ����� ����� ����� ������� �������� P � Q ���� ������ k � n �� ����� ��� ����
n ���� ������ ������� ����� ������ ������ ��� ����� ������ �� ������� ������� ���
���� ������ ��� �������� �� ������ ��������� ���������� ������ ����� ����� �� � ����� �
������ ������ ���� ��� ��� ������ �������� ������ P � ���� ���� ��� ������ Q� �����
��� ������ P �������� �� ������ � k ���� ��� ����� ���� n ���� ��� ��������� �������
�� �� ��� ���������� �������� � ��������������� �������� ��������� ����� 64x4t + 1 =
(8x2t − 4xt + 1)(8x2t + 4xt + 1)�

������� ��� �������� �� ������ ���� �������� � ������������� ���������� ����� ������
���� �� n ��������� ����� ���� �������

� ����� ���� ����


