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Resen{ 6. série
VEKTORY

autor: Mdria a Zbynék

Uloha 6.1. Matgj se rozhodl, Ze si posklada vlastovku, ale ne jen tak obyéejnou, ale z papiru,
ktery ma tvar obecného konvexniho Sestithelniku. Vrcholy papiru si oznadil po fadé A, B, C, D,
E a F. Nez se pustil do samotného skladani, narysoval si na papir jesté tézisté trojuhelniki ABC,
BCD, CDE, DEF, EF A a FAB (oznagil je po fadé Ay, By, C1, D1, Ey a Fy), kterymi pak vedl
sklady papiru. Libénka ho pfitom pozorovala a vic nez samotné sklddani ji zajimalo, pro¢ je kazda
strana Sestitthelnika Ay B;C; D1 E1Fy (pfed zacatkem skladani) stejné dlouhé jako strana protéjsi

a pro€ jsou navic tyto strany rovnobézné.

Reseni. T&zistém trojuhelnika ABC je bod Ay = AFBHC t&zistem BOD je bod By =
w. Vektor A1Bj je roven B+CHD A'H?'C = gA. Dale Dy = % a b =

E%FJ“A, FE1Dy = DT_A. Vektory A1B7 a F1D1 jsou shodné, usecky Ay By a E1Dq jsou proto
rovnobézné a maji stejnou délku. Analogickou tvahou dokazeme shodnost a rovnob&znost

usetek B1C1 a F1E7 a asetek C1 Dy a A1 F).

Uloha 6.2. Henry si rekl, ze vlastovky jsou pro déti a on Ze si vyrobi pofadny termovaé nukleari.
Vzal svarecku a Sel do sklepa. Vzal Sest rovnych trubek a svafil je k sobé konci a to tak, ze zacatek
druhé byl svafen s koncem prvni v bodé Py, konec druhé se zacatkem tieti v Py, a tak dal, az
konec Sesté se zacatkem prvni v Ps. Na prvni pohled bylo zfejmé, Ze vysledny ttvar neni rovinny.
Na druhy pohled jste si mohli v§imnout, Ze P; P> je rovnobézné s PyPs, PoP3 s P;Ps a konecné
P3Py s PgP,. Uméli byste dokazat, ze maji usecky P, Py, PoPs a P3Pg spole¢ny stied?

Ile_éfni. Ze zadanych rovnobéznosti plyne, Ze pfimky P, P> a P4Ps; maji steny smér, @ =
PPy + P,P;5 je jejich spoleénym sméro@r_n_) vektorer&_]_?éle %aéime smérové vektory
zbylych dvou dvojic pifmek v = PoP3 + P5Ps a W = P3Py + PsP1. Soucet vSech vektori
PP, PPs,... PgP; musi byt nulovy, proto @ + ¥ + @ = 0. Kdyby vSechny vektory u, v
a W byly nenulové, byl by jeden (az na znaménko) roven souctu zbylych, lezel by s nimi
tedy v roviné a cely utvar by byl rovinny. Pokud by byl nulovy pouze jeden z vektori,

zbylé dva by byly az na znaménko stejné, ¢tyfi z pfimek by mély stejny smér a ttvar by

by_l())pét rovinny. Proto musi platit © = ¢ = @ = 6, tedy P1Po = —PyP;, PoP3 = —P5F%,
P3Py = —PgP;. Stied tsecky P Py je roven Sp = @, stied PoP5 je So = %. Vektor
% — % = g = 0. Body 57 a Sy proto splyvaji.
Oznacime-li Ss stfed P3P, dostaneme, 7e S2S53 = w - % = g
v8echny ti stiedy.

—
uréeny témito stiedy je S159 =

= (. Splyvaji proto

Uloha 6.3. Libénka nechtéla zistat pozadu a zacala si skladat vlastni vlastovku. Ona pro zménu
pouzila kruhovy papir. Uvnitf papiru si zvolila bod P a piehnula papir dvéma kolmymi sklady,
vedenymi bodem P. Prvni se protnul s okrajem papiru v bodech A a C, druhy v bodech B a D.
Libénka je nyni tuze zvédava, jakd je mnozina bodu @ takovych, ze APBQ je obdélnik.
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ReSeni. Kruznici ohranicujici papir oznacime k, jeji stied S a polomér r. Nejprve si uvédo-
mime, Ze APBQ je rovnobéznik, takze vektory AP a Q? jsou shodné, proto Q = A+B—P.
Tuto rovnost zle psat jako SQ = SA+ SB — SP. Kdyz akto upravenou rovnost skaldrné
vynasobime samu se sebou, dostavame

SO SQ=5A-SA+SB-SB+SP-SP—25A.-5P —25B-SP +25A-5B  (6.1)
. Z kolmosti tsetek PA, PB mame 0 = PA - PB = (SA — SP) - (SB — SP), tedy
0=SP.SP—SA.SP—SB-SP+5A.SB. (6.2)
Odettenim dvojnasobku (6.2) od (6.1) mame

SG-5G=SA-SA+SB.SB-SP.SP. (6.3)

Pouzitim vztahu u - u = |u|?> mame \@P =272 — \ﬁﬁ, bod @ proto lezi na kruznici se

stfedem S a polomérem 4/2r2 — ]ﬁ@

Nyni chceme ukazat, ze cel4 tato kruznice je hledanou mnozinou, tedy Ze na ni mtazeme
zvolit bod @ jakkoliv a vzdy najdeme odpovidajici body A, B. Bodem ) mame vzdy
urcen bod R = % = #. Bodem R povedeme kolmici k SR, jeji prise¢iky s kruznici
k oznacime A, B. Nyni potfebujeme dokazat, Ze takto nalezené bodytvoii spolu s body
odpovidaji zadani: tedy ze ABPQ tvoii obdélnik. Ze jde o rovnobéznik vime, nebot jsme
body konstruovali tak, aby mély usecky AB, PQ spoleény stfed. Nyni zbyva dokézat, 7e
jsou usecky PA, PB kolmé, tedy Ze plati (6.2). Protoze ale A, B € k, plati 6.3 a protoze
je APBQ rovnobéznik, plati (6.1). Rovnost (6.2) dostaneme odectenim (6.3) od (6.1) a
vydélenim dvéma, proto i tato rovnost plati a ¢tiuhelnik ABPQ je obdélnikem pro kazdy
bod @ na kruznici (S, \/2r2 — |SP|?).

Uloha 6.4. Henry zatim pokracoval ve svém kutilském dile. Dalsi komponentou termovade, kterou
si vyrobil, je ¢tyfstén, jehoz délky prot&jsich hran tvori dvojice (a,a’), (b,V'), (¢, ¢'). Dokaite, ze

existuje trojuhelnik o stranach a +a’, b+ b, ¢ + ¢, ktery je ostrouhly.

ReSeni. Vrcholy ¢tyisténu oznacime podle obrazku.

Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze a + ¢/ = max{a + a’,b+ ¥, c+ '}. Trojia-
helnikové nerovnosti pro stény pak dévaji b+c>a, b +c¢ >a, V' +c>d’, b+ > d, po
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se¢ten{ a vydéleni dvéma b + b+ ¢ + ¢ > a’ + a, coz je presné trojthelnikova nerovnost
pro trojuhelnik o stranich a +a’, b+b', c+ ¢. Vzhledem k predpokladu maximality a + a’
to odtud plyne, Ze trojuhelnik s danymi stranami sestrojit lze.

Jak ale dokazat, Ze je ostroihly? Protoze tihel mensi nez 180° je ostry préavé tehdy,
kdyz je jeho kosinus kladny, je nas trojihelnik podle kosinové véty ostrodhly pravé tehdy,
kdy7 (a+a')? < (b+ V)% + (c+ )2

Nejprve ukazeme

a>+a? <P+ %4+ 2+ (6.4)

Tuto nerovnost zapiSeme pomoci vektora a ekvivalentné upravime:

AC? 4 BD? AD? + BC? + AB? + CD?

<

9AC? + 2BD? < 2AD? +2BC? + 248 +20D?

(AD + DC)? + (AB + BC)? + (BA + AD)? + (BC + CD)? < 2AD? +2BC? + 2412 + 20 D?
DA-CD+ 4B -BC +AB-DA+BC-CD < 0
(A_B>+C?)-(ﬁ+174) < 0
—(AB+CD)? < 0

Posledni nerovnost ziejmé plati, vzhledem k ekvivalentnosti tiprav tak plati i nerovnost
(6.4).

Nyni dokdZeme nerovnost aa’ < bb'+cc’. K diikazu této nerovnosti promitneme &tyistén
do roviny rovnobé&iné se stranami a a a’. Tyto dvé strany si v promitani délku zachovaji,
ostatni se zkrati. Podle Ptolemaiovy véty je ve vysledném ¢tyfihelniku sou¢in thlopiicek
mensi nez soucet soucint protéjsich stran. Protoze strany ¢tyrihelnika jsou kratsi, nez jim
odpovidajici strany ¢tyisténu, nerovnost aa’ < bb' + cc’ plati. Kdyz k jejimu dvojnasobku
piic¢teme (6.4) dostévame (a + a’)2 < (b+b')% + (c + )2, coz jsme chtéli dokézat.

Uloha 6.5. Hloupétinsti se rozhodli, Ze si postavi lanovku. A ne jednu, postavili si celou sif
lanovek. Na obrazku 7?7 jsou zakreslené jejich stanice a mezi nimi jednotlivé linky. Rozhodnéte,
jestli mohou hloupétinsti objet vSechny stanice, aniz by néjakou navstivili dvakrat. Jejich trasa
muze zatinat i kon¢it v libovolnych stanicich, ale samoziejmé se v priabéhu cesty mohou dopravovat
pouze lanovkou.

Reseni. Cast stanic obarvime bile, zbylo ¢ast ¢erné podle obrazku.
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Kazdy spoj lanovky vede z bilé stanice do ¢erné. Kdyby bylo mozné objet vSechny
stanice, aniz by byla néjakd navstivena dvakrat, musely by se na trase pravidelné st¥idat
bilé a Cerné stanice, na trase by proto muselo byt bud od obou barev stejné, nebo od jedné
o stanici vic. To ale vzhledem k poctu bilych a ¢ernych stanic neni mozné, hloupé&tinskym
se to podafit nemize.

Uloha 6.6. Nouma s Koumou se rozhodli, Ze musi lanovku hned vyzkouset. Celf nedockavi nasedli
do vozu lanovky se sériovym ¢islem 1367635. Zatimco si Kouma uzival vyhled do kraje, Nouma
premyslel, zda existuje pfirozené b takové, ze ¢islo vozu je zapisem druhé mocniny v soustavé o
zékladu b. Dokézali byste mu pomoci?

Regeni. Cislo, jeho zapis v soustavé o zakladu b je 1367635 ma hodnotu b5 4 3b° 4 6b* +
7b* + 663 + 3b% + 3b+ 5 = (b? + b+ 1)? + 4. Kdyby se toto rovnalo druhé mocniné ¢&isla a,
platilo by (b +b+1)3 = a? —4 = (a + 2)(a — 2). Spole¢ny délitel ¢isel a — 2 a a + 2 musi
délit jejich rozdil, mize mit proto hodnotu pouze 1,2 nebo 4. Kdyby byl sudy, muselo by
(b2 + b+ 1)3 byt sudé, sudé by pak muselo byt i b + b+ 1 = b(b + 1) + 1, coz ale nelze,
nebot jedno z ¢isel b, b+ 1 je vzdy sudé a soudin b(b+ 1) tedy nemize byt lichy. Vime tak,
ze c¢isla a — 2 a a + 2 jsou nesoudélné. Protoze je jejich soucin tfeti mocninou, musi byt i
kazdé z nich tfeti mocninou. Mezi dvéma t¥etimi mocninami ale nikdy nenf rozdil 4, dané
¢islo neni zapisem druhé mocniny v zadné soustavé.

Uloha 6.7. ,»Vase jizdenky prosim,“ ozvalo se vedle Noumy a ten si uvédomil, Ze si zapomnél
listek koupit. ,,Pane revizore, nedalo by se ... ,“ zacal ze sebe Nouma nesméle soukat. ,,Dle osmého
paragrafu jizdniho Fadu,”“ prerusil ho revizor, ,miZe byt jizdné odpusténo pravé tém osobam,
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které zvladnou najit vSechna prirozena €isla n takovd, Ze polynom 64z™ + 1 lze psét jako soutin
nekonstantnich polynomu s celo¢iselnymi koeficienty“. Zachranite Noumu pied pokutou?

ReSeni. Rovnici prepiSeme do tvaru 64z™ = —1. Pro viechna komplexni z, ktera rovnici
spliiuji, musi platit 64|xz|” = 1, tedy |z| = (é)% Pfedpokladejme, 7e 64z™ 4+ 1 lze psat
ve tvaru P(z)Q(z), kde P a @ maji celotiselné koeficienty a P mé stupeni nejvyse roven
stupni @. Protoze konstantni ¢len souc¢inu je soucin konstantnich ¢lent, jsou konstantni
¢leny obou polynomt bud 1 nebo -1. Pfedpokladejme prvni moznost, druhou pak 1ze docilit
zménou znamének u vSech koeficienti P a (. Stupeii polynomu P oznacme k, stupen )
je pak n — k. Z Viétovych vztahi vime, Ze soucin kotfend P je roven é, kde ay, je vedouci
koeficient polynomu P. Protoze viechny tyto kofeny maji absolutni hodnotu (6%1)%, plati
(6%1)% = i, tedy ay, = 64n = 2%, vedouci koeficient Q pak musi byt by, = 9%5% | 7 minulé
série vime, Ze aby bylo 2% racionaln{, musi byt % celé. Protoze P nemé vyssi stupen nez
Q, je k <n/2, proto % € {1,2,3}, tedy n = 6k, n = 3k nebo n = 2k. V prvnim a druhém
piipadé je n délitelné t¥emi, coz je (jak dale ukdzeme) dostatetnd podminka k tomu, aby
glo polynom rozlozit, nebot 6423 + 1 = (4at + 1)(162% — 42! + 1).

Déle fesme pouze tieti pripad. Polynomy P i ) maji stupen k a n je sudé. Pro sudé
n nema zadany polynom zadné realné kofeny (ve v8ech bodech mé hodnotu alespon 1),
jeho koteny lze rozdélit do dvojic komplexné sdruzenych ¢isel. Navic vime, ze v kazdé z
téchto dvojic jsou bud oba kofeny soucasné kofeny P, nebo jsou oba kofeny Q. Proto
Ize koteny P rozdélit do dvojic a k musi byt sudé, tedy n musi byt délitelné ctyimi.
To je ale dostate¢na podminka k rozlozitelnosti zadaného polynomu, nebot 64z + 1 =
(822 — 4zt + 1)(8z% + 42 + 1),

Polynom lze rozlozit na soucin dvou polynomi s celo¢iselnymi koeficienty pravé tehdy,
kdyz je n délitelné tfemi nebo ¢tyfmi.
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