XVIII. ro¢nik BRKOS 2011/2012

Regeni 4. série

PRAVDEPODOBNOST

autor: EFmu a Bzzzucik

Uloha 4.1. Pomalu uz koné zima, venku jsou posledni hromadky snéhu a Matéj s Libén-
kou sedi vevnit¥ u televize a ndhodné sestavuji ¢isla z ¢islic 1, 3, 5, 6, 8, 9 (kazda je pouzita
nejvyse jednou). Matéj sestavuje Sesticiferné, Libénka péticiferna a piitom se hadaji, kdo
mé vétsi pravdépodobnost, Ze jeho ¢islo bude délitelné jedenacti. Dokéazete jejich rozepfti
rozetnout a ur¢it obé pravdépodobnosti?

ReSeni. Jak Matgj, tak Libénka maj celkové 6! = 720 moznosti, jak &islice poskladat. A
kolik z nich je délitelnych 117

Zatnéme Matéjem. Ten musi pouzit v8echny &islice, jejich soucet je 32, a rozdélit je
do dvou skupin po 16 (z pravidla délitelnosti 11), aby byl rozdil 0 nebo do skupin 5 a
27 (rozdil 22). Ve druhém pfipadé neméame zadnou moznost, aby soucet tii ¢islic byl 5, v
prvnim piipadé je jedind moznost a to 1,6,9 a 3,5,8. Kdyz tyto &islice propermutujeme a
vynéasobime dvémi(kterd z trojic bude na lichych pozicich a kterd na sudych), ziskdvame
celkem 3! - 3!-2 = T72. Pravdépodobnost je tedy % = %0.

Pokra¢ujme Libénkou. Pokud bude rozdil 0, musime odebrat sudé &islo, tim ziskavame
dvé moznosti: 8,5 a 9,3,1; 9,3 a 6,5,1. Pokud bude rozdil 11, musime odebrat liché &islo.
Pti odebrani 1 nebo 5 nedostaneme zadné moznosti, pro zbyla dvé ¢isla ziskdvame 1,5 a
3,6,8; 1,8 a 5,6,9. V8echny tyto 4 moznosti zase propermutujeme, tentokréat je jasné dané,
7e dvé Cisla jsou na sudych pozicich, pro kazdou ze ¢ty¥ moznosti je to tedy 2!- 3! = 12,
celkové 12 - 4 = 48 a pravdépodobnost je % = %

Tentokrat ma Matéj pravdépodobnost vySsi, ale nebojte, Libénka mu to v néjaké z
dalgich sérii vrati!

Uloha 4.2. S vad pomoci se jim nadtésti uloha podafila vyfesit a oba sedi spokojené v
kuchyni a ¢ekaji, az Henry dokuchti néjaké jidlo a mezitim Libénka povida, Ze Cetla vcera
v novinach, 7e védci z Jamajky vyvinuli novou kontrolku v auté, kterd hlasi zledovatélou
silnici. Na zledovatélé silnici se rozsviti s pravdépodobnosti 0,999, s pravdépodobnosti 0,005
v8ak signalizuje ledovou silnici, i kdyz ledova viibec neni. Silnice na Jamajce jsou ledové s
pravdépodobnosti 0,003. Matéji, jaka je pravdépodobnost, Ze pokud blika kontrolka, jde o
plany poplach?

Reseni. Mizou nastat 4 pripady:

a) Silnice je zledovatéla a kontrolka sviti
b) Silnice neni zledovatéla a kontrolka sviti
¢) Silnice je zledovatéla a kontrolka nesviti

d) Silnice neni zledovatéla a kontrolka nesviti
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N4s zajim4, jaka je pravdépodobnost planého poplachu za predpokladu, ze kontrolka sviti.
Tedy pravdépodobnost situace b) za predpokladu, Ze nastala situace a) nebo b).

Pravdépodobnost b) je:

Pravdépodobnost, Ze je led je 0,003, tedy pravdépodobnost, ze led neni je 1 — 0,003 =
0,997. Pravdépodobnost, Ze je led a kontrolka sviti je ze zadani 0, 005. Tedy celkova prav-
dépodobnost situace b) je 0,997 - 0,005 = 0,004985.

Pravdépodobnost jevu a) je:
Je led s pravdépodobmnosti 0, 003. Je led a kontrolka spravneé svit{ s pravdépodobnost{ 0.999.
Tedy celkové dostavame pravdépodobnost 0,003 - 0,999 = 0,002997.

Pravdépodobnost planého poplachu za predpokladu, Ze kontrolka sviti tedy je: % =

0,004985 -
0,0049854-0,002997 0,624530.

Uloha 4.3. Maté&j chce také zabodovat a tak si také donese pytlik a fekne, ze v pytliku je
2012 mick, z toho 20 &ervenych, 2 modré a ostatni jsou zelené. Vy si ted’ka budete ndhodné
tahat micky z mého pytliku a vzdycky je zase vratite zpatky. Pokud bude vytazen modry
micek, vyhraje Henry a pokud bude dvakrat za sebou vytaZen Cerveny micek, pak vyhraje
Libénka. Micky budete vytahovat tak dlouho, dokud jeden z vas nevyhraje. Kdo ma vétsi
pravdépodobnost, Ze vyhraje - Libénka nebo Henry? A jaka je tato pravdépodobnost?

Reseni. Tahy si rozdélime do dvou skupin, a to na:
a) tahy, kde v pfedchozim tahu nebyla ¢ervena
b) tahy, kde v pifedchozim tahu byla ¢ervena

Pravdépodobnost, ze vyhraje Libénka v situaci a) si oznaéime jako [, a v situaci b) jako
lp. Nyni si tyto 2 situace probereme trochu podrobnéji:

a) V pfedchozim tahu nebyla ¢ervena a Libénka vyhraje s pravdépodobnosti /,. Mohlo
nastat:

Vytahli jsme modrou s pravdépodobnosti ﬁ. V takové situaci vyhral Henry a tedy

pravdépodobnost, ze vyhraje Libénka je 0.

Vytahli jsme zelenou s pravdépodobnosti %. V takové situaci nikdo nevyhral a

dostali jsme se znovu do tahu a), tedy pravdépodobnost, ze vyhraje Libénka je
lg -

Vytahli jsme Cervenou s pravdépodobnosti 23%. V takové situaci opét nikdo nevy-

hral a dostali jsme se do tahu b), tedy pravdépodobnost, ze vyhraje Libénka je
Iy .
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Dohromady dostavame:
1990
lo = 5553 - 0+ 5513 - la + 5015 - b = 11la = 100,

b) V piedchozim tahu byla ¢ervend a Libénka vyhraje s pravdépodobnosti l,:

Vytahli jsme modrou s pravdépodobnosti ﬁ. V takové situaci opét vyhrava Henry
a tedy pravdépodobnost, ze vyhraje Libénka je 0.

Vytahli jsme zelenou s pravdépodobnosti ég?g. V takové situaci nikdo nevyhral a

dostali jsme se do tahu a), tedy pravdépodobnost, Zze vyhraje Libénka je I,

Vytahli jsme Cervenou s pravdépodobnosti
(tedy vyhraje s pravdépodobnosti 1).

m V takové situaci vyhrava Libénka

Dohromady dostavame:
_ 1990
by = 2012 0+ 3012 Lo+ 2012 -1
Po spojeni téchto dvou rovnic dohromady dostavame: [, = %, Iy = 558 Na zacatku
jsme v tahu a), protoze v pfedchozim tahu nebylo tazeno nic, tedy ani ¢ervena. Pravdépo-
dobnost Vyhry Libénky je tedy [, = %. 7 toho plyne, Ze vétsi anci na vyhru mé Henry,
atol— 2% =23 =0,910.

Uloha 4.4. Henry uZ mezitim ptipravil to jidlo, na které se déti tak té&gily a sedl si k
nim ke stolu. Déti, dneska bude jidlo trochu jiné. P¥ipravil jsem dva pytliky s buchtami. V
kazdém pytliku je pfesné n buchet. Vy si nyni budete ndhodné vybirat z pytlik po jednom
buchty a jakmile jeden z vés §dhne do pytliku a uz v ném zadné buchta nebude, tak zbylé
buchty v pytliku druhém ztstanou mné. Jaka je pravdépodobnost, Zze mi v tom druhém
pytliku zbyde pravé k buchet? (Mat&j s Libénkou nejsou zadni nenazranci a sobci, takze z
pytliki opravdu vybiraji ndhodné a nejde jim o to, aby méli co nejvice buchet nebo naopak
aby Henrymu zbylo nejvice buchet.)

Reseni. Pfinejhorsim na prazdny pytlik narazi v (2n+ 1)-nim tahu. Pravdépodobnostnim
prostorem pro nés tedy budou posloupnosti délky 2n+1 s nulami a jednickami (tj. z kterého
pytliku déti tahaly ve kterém tahu), kterych je 2271, V p¥iznivém piipadé z prvnich 2n—k
buchet vytahl n z levého a n — k z pravého, pak chce tdhnout z levého, ktery uz je prézdny,
a zbylych k pokusd uZ je ndm to jedno; anebo naopak prazdny je pravy pytlik:

2n—k k
pm Lol L2y () o
22n+1 n
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Uloha 4.5. Kouma si uz zase néco koumé a Nouma se naopak v néfem houmé. A vite, ze
maji oba tu samou matematickou tlohu? Dostali totiz od rodi¢i dokézat, Ze ¢islo

53103 + 10353

je délitelné 3, 4 1 13. A vy se v tom budete fioumat nebo to vykoumaéate?

Regeni. Nejprve si zapisme piehlednsji zadani: 24" - n! | (4n)!. Dukaz nyni provedeme
indukci. Pro n = 1 tvrzeni plati. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n a dokazme, Ze
pak plati i pro n + 1. Dokazujeme tedy 247! . (n 4+ 1)! | (4(n + 1))!, co upravime jako
24™-24-n!-(n+1) | (4n)!-4-(n+1)-(4n+3)-(4n+2)-(4n+1). Dle pFedpokladu plati 24™-n! |
(4n)!a zaroven (n+1) | (n+1), stadi nam tedy dokazat, ze 24 | 4-(4n+3)-(4n+2)-(4n+1),
co upravime na 2-3 | (4n+3) - (4n+2) - (4n+ 1). Protoze to jsou t¥i po sobé jdouci ¢isla,
alesponi jedno z nich musi byt délitelné 3 a zéroveii prostiedni (4n + 2) je délitelné 2, tim
je dikaz hotov.

I

se, ze si mistni kagnu ozdobi. Prvni pfiSel a namaloval na kagnu rovnoramenny trojuhelnik
ABC. Druhy ho vyst¥idal a sestrojil kruznici se stfedem C' a polomérem r. TTet{ mél zase
moc rad tefny, a tak vytvoril teénu z vrcholu A k této kruznici. étvrty se rozhodl, Ze
se mu nesymetricky obrazek nelibi a domaloval je$té tecnu v bodé B. Pak pfisel jeden
navstévnik z Lenosina a zacal moc pékné poéméranou kasnu obdivovat. Byl totiz tak liny,
7e by ho nikdo nikdy nedonutil néco na kasnu kreslit. Ale protoZe nebyl viibec hloupy,
dokézal si najit mnozinu vSech prisecikii téchto tecen, které mohli druhy, tfeti a ¢tvrty
kreslii ziskat, jestlize polomé&r r mohli volit jak chtéli (za podminky r < |C'A|, jinak by
pfeci tefny neexistovaly) a pro kazdy z vrcholi A, B si mohli vybrat libovolnou z tecen.
A vy to jisté také zvladnete, nebo ne?

Regeni. Nejdfive si viimneme, Ze je tloha symetricka podle osy strany AB (oznag¢ime si
ji 0). Te¢ny ke kruznici z bodu A ay, ag tedy pfejdou na teény ke kruznici z bodu B by, bo.
7 toho jasné vyplyva, Ze pruseciky teCen ai,b; a ag,bs lezi na o. Naopak pro libovolny
bod X osy o, s vyjimkou bodu C (situace, kdy r = 0), stfedu AB (teny nam splyvaji) a
pruseciku kolmic na AC a BC' (r = |AC|), najdeme takové r, Ze v ném lezi prisedik tecen:
Vezmeme si kolmici na AX, ktera prochézi bodem C a protina AX v bodé Y. Polomér r
potom zvolime jako |C'Y|, tim mame zaruceno, ze AX i BX jsou te¢nami.

Druhy pfipad ziskdme priseciky tecen a1, bs a ao,b;. Tyto priseéiky si oznacime D, E.
Body dotyku te¢en s kruznici si odpovidajice oznaéime Ay, As, By, Bo. Trojuhelniky C' D A1,
CDAy, CEBy a CEB; jsou shodné podle véty Ssu a podle osové symetrie. 7 toho dosta-
vame <CDA, = <CDAy = «CEBy = <CEBs a z toho vidime, Ze ¢tyfuhelniky CDAFE
a CDBE jsou tétivové (nebot <CDA + <CFEA =180°,...) a tedy A, B,C, D a FE lezi na
jedné kruznici, a to kruznici opsané trojuhelniku ABC.

Jesté musime ukézat, ze pro libovolny bod X kruznice opsané trojihelniku ABC (kromé
bodi A, B, C) najdeme vhodny polomér r. Spustime z bodu C kolmice na AX a BX, paty
téchto kolmic si oznac¢ime K, L. Pro pfipad, kdy X je v opac¢né poloroviné k poloroviné
dané piimkou AB a bodem C, jsou uhly <AXC = <BXC (protoze jsou to obvodové
thly kruznice opsané nad stejné dlouhymi tétivami AC a BC). Z toho dostéavame, Ze
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trojuhelniky CX K a CXM jsou shodné podle véty usu, a tedy |CK| = |CL| kruZnice s
r = |CK| se dotyka obou pifimek XA i XB.

V opatné pripadé (tedy kdyz X je v poloroviné dané pfimkou AB a bodem C') plati,
pak ZCAX = ZCBX (obvodové tihly nad CX). Trojuhelniky CAK a CBL jsou shodné
podle véty usu a tedy |CK| = |CL].

Regenim tedy je osa tsecky AB a kruznice opsana trojthelniku ABC' s vyjimkou bodi
A, B, C, pruseciku kolmic na AC' a BC a stfedu AB.

Uloha 4.7. Vite, 7e Kouma s Noumou radi Yest soustavy rovnic? JenZe o tuhle se tak
pohédali, kdo ji bude Tesit, az ji roztrhli a tak mél Kouma na papife pouze rovnici

ur + vy = 2+ Ty
a Nouma mal zbylé dvé

vx+uy:y2+$y,

zy + uww = u? + 02
Jeden druhému je nechtéli ukazat a tak tento piiklad ani jeden z nich nevyfesil, a tak
vy milZzete byt prvni, protoze znate obé ¢asti! Dokazte, ze vSechny feSeni této soustavy v

oboru redlnych ¢isel jsou tvaru r =y = u = v.

ReSeni. Secteme dvojnasobek prvni, dvojnasobek druhé a ¢tyinasobek tieti rovnice, do-
staneme tak

Qux + 20y 4 2vx + 2uy + 4y + duv = 2% + 2% + 4u? + 42,
po Upravé
22— 2uz 4+ u? 4 % — 2uy + 0% + 2% — 2z 4+ 0% + 9% — 2uy + u? 4+ dzy + 2u® + 20° — duw = 0,
coz lze dale upravit na
(z—u)?+(y—v)2+(x—v)?+ (y—v)*+2u—v)?=0.

Soucet druhych mocnin je nulovy jen tehdy, jsou li v8echny nulové, musi proto platit x = wu,
Yy =v, T =0 au=0v, coz zarucuje rovnost viech étyr proménnych.
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