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�e²ení 4. série

Pravd¥podobnost

autor: Emu a Bzzzu£ík

Úloha 4.1. Pomalu uº kon£í zima, venku jsou poslední hromádky sn¥hu a Mat¥j s Lib¥n-
kou sedí vevnit° u televize a náhodn¥ sestavují £ísla z £íslic 1, 3, 5, 6, 8, 9 (kaºdá je pouºita
nejvý²e jednou). Mat¥j sestavuje ²esticiferná, Lib¥nka p¥ticiferná a p°itom se hádají, kdo
má v¥t²í pravd¥podobnost, ºe jeho £íslo bude d¥litelné jedenácti. Dokáºete jejich rozep°i
rozetnout a ur£it ob¥ pravd¥podobnosti?

�e²ení. Jak Mat¥j, tak Lib¥nka maj celkov¥ 6! = 720 moºností, jak £íslice poskládat. A
kolik z nich je d¥litelných 11?

Za£n¥me Mat¥jem. Ten musí pouºít v²echny £íslice, jejich sou£et je 32, a rozd¥lit je
do dvou skupin po 16 (z pravidla d¥litelnosti 11), aby byl rozdíl 0 nebo do skupin 5 a
27 (rozdíl 22). Ve druhém p°ípad¥ nemáme ºádnou moºnost, aby sou£et t°í £íslic byl 5, v
prvním p°ípad¥ je jediná moºnost a to 1,6,9 a 3,5,8. Kdyº tyto £íslice propermutujeme a
vynásobíme dv¥mi(která z trojic bude na lichých pozicích a která na sudých), získáváme
celkem 3! · 3! · 2 = 72. Pravd¥podobnost je tedy 72

720 = 1
10 .

Pokra£ujme Lib¥nkou. Pokud bude rozdíl 0, musíme odebrat sudé £íslo, tím získáváme
dv¥ moºnosti: 8,5 a 9,3,1; 9,3 a 6,5,1. Pokud bude rozdíl 11, musíme odebrat liché £íslo.
P°i odebrání 1 nebo 5 nedostaneme ºádné moºnosti, pro zbylá dv¥ £ísla získáváme 1,5 a
3,6,8; 1,8 a 5,6,9. V²echny tyto 4 moºnosti zase propermutujeme, tentokrát je jasn¥ dané,
ºe dv¥ £ísla jsou na sudých pozicích, pro kaºdou ze £ty° moºností je to tedy 2! · 3! = 12,
celkov¥ 12 · 4 = 48 a pravd¥podobnost je 48

720 = 1
15 .

Tentokrát má Mat¥j pravd¥podobnost vy²²í, ale nebojte, Lib¥nka mu to v n¥jaké z
dal²ích sérií vrátí!

Úloha 4.2. S va²í pomocí se jim na²t¥stí úloha poda°ila vy°e²it a oba sedí spokojen¥ v
kuchyni a £ekají, aº Henry dokuchtí n¥jaké jídlo a mezitím Lib¥nka povídá, ºe £etla v£era
v novinách, ºe v¥dci z Jamajky vyvinuli novou kontrolku v aut¥, která hlásí zledovat¥lou
silnici. Na zledovat¥lé silnici se rozsvítí s pravd¥podobností 0,999, s pravd¥podobností 0,005
v²ak signalizuje ledovou silnici, i kdyº ledová v·bec není. Silnice na Jamajce jsou ledové s
pravd¥podobností 0,003. Mat¥ji, jaká je pravd¥podobnost, ºe pokud bliká kontrolka, jde o
planý poplach?

�e²ení. M·ºou nastat 4 p°ípady:

a) Silnice je zledovat¥lá a kontrolka svítí

b) Silnice není zledovat¥lá a kontrolka svítí

c) Silnice je zledovat¥lá a kontrolka nesvítí

d) Silnice není zledovat¥lá a kontrolka nesvítí
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Nás zajímá, jaká je pravd¥podobnost planého poplachu za p°edpokladu, ºe kontrolka svítí.
Tedy pravd¥podobnost situace b) za p°edpokladu, ºe nastala situace a) nebo b).

Pravd¥podobnost b) je:
Pravd¥podobnost, ºe je led je 0, 003, tedy pravd¥podobnost, ºe led není je 1 − 0, 003 =
0, 997. Pravd¥podobnost, ºe je led a kontrolka svítí je ze zadání 0, 005. Tedy celková prav-
d¥podobnost situace b) je 0, 997 · 0, 005 .

= 0, 004985.

Pravd¥podobnost jevu a) je:
Je led s pravd¥podobností 0, 003. Je led a kontrolka správn¥ svítí s pravd¥podobností 0.999.
Tedy celkov¥ dostáváme pravd¥podobnost 0, 003 · 0, 999 .

= 0, 002997.

Pravd¥podobnost planého poplachu za p°edpokladu, ºe kontrolka svítí tedy je: p(b)
p(b)+p(a)

.
=

0,004985
0,004985+0,002997

.
= 0, 624530.

Úloha 4.3. Mat¥j chce také zabodovat a tak si také donese pytlík a °ekne, ºe v pytlíku je
2012 mí£k·, z toho 20 £ervených, 2 modré a ostatní jsou zelené. Vy si te¤ka budete náhodn¥
tahat mí£ky z mého pytlíku a vºdycky je zase vrátíte zpátky. Pokud bude vytaºen modrý
mí£ek, vyhraje Henry a pokud bude dvakrát za sebou vytaºen £ervený mí£ek, pak vyhraje
Lib¥nka. Mí£ky budete vytahovat tak dlouho, dokud jeden z vás nevyhraje. Kdo má v¥t²í
pravd¥podobnost, ºe vyhraje - Lib¥nka nebo Henry? A jaká je tato pravd¥podobnost?

�e²ení. Tahy si rozd¥líme do dvou skupin, a to na:

a) tahy, kde v p°edchozím tahu nebyla £ervená

b) tahy, kde v p°edchozím tahu byla £ervená

Pravd¥podobnost, ºe vyhraje Lib¥nka v situaci a) si ozna£íme jako la a v situaci b) jako
lb. Nyní si tyto 2 situace probereme trochu podrobn¥ji:

a) V p°edchozím tahu nebyla £ervená a Lib¥nka vyhraje s pravd¥podobností la. Mohlo
nastat:

Vytáhli jsme modrou s pravd¥podobností 2
2012 . V takové situaci vyhrál Henry a tedy

pravd¥podobnost, ºe vyhraje Lib¥nka je 0.

Vytáhli jsme zelenou s pravd¥podobností 1990
2012 . V takové situaci nikdo nevyhrál a

dostali jsme se znovu do tahu a), tedy pravd¥podobnost, ºe vyhraje Lib¥nka je
la .

Vytáhli jsme £ervenou s pravd¥podobností 20
2012 . V takové situaci op¥t nikdo nevy-

hrál a dostali jsme se do tahu b), tedy pravd¥podobnost, ºe vyhraje Lib¥nka je
lb .
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Dohromady dostáváme:
la = 2

2012 · 0 +
1990
2012 · la +

20
2012 · lb ⇒ 11la = 10lb.

b) V p°edchozím tahu byla £ervená a Lib¥nka vyhraje s pravd¥podobností la:

Vytáhli jsme modrou s pravd¥podobností 2
2012 . V takové situaci op¥t vyhrává Henry

a tedy pravd¥podobnost, ºe vyhraje Lib¥nka je 0.

Vytáhli jsme zelenou s pravd¥podobností 1990
2012 . V takové situaci nikdo nevyhrál a

dostali jsme se do tahu a), tedy pravd¥podobnost, ºe vyhraje Lib¥nka je la .

Vytáhli jsme £ervenou s pravd¥podobností 20
2012 . V takové situaci vyhravá Lib¥nka

(tedy vyhraje s pravd¥podobností 1).

Dohromady dostáváme:
lb =

2
2012 · 0 +

1990
2012 · la +

20
2012 · 1.

Po spojení t¥chto dvou rovnic dohromady dostáváme: la = 25
279 , lb = 55

558 . Na za£átku
jsme v tahu a), protoºe v p°edchozím tahu nebylo taºeno nic, tedy ani £ervená. Pravd¥po-
dobnost výhry Lib¥nky je tedy la = 25

279 . Z toho plyne, ºe v¥t²í ²anci na výhru má Henry,
a to 1− 25

279 = 254
279

.
= 0, 910.

Úloha 4.4. Henry uº mezitím p°ipravil to jídlo, na které se d¥ti tak t¥²ily a sedl si k
nim ke stolu. D¥ti, dneska bude jídlo trochu jiné. P°ipravil jsem dva pytlíky s buchtami. V
kaºdém pytlíku je p°esn¥ n buchet. Vy si nyní budete náhodn¥ vybírat z pytlík· po jednom
buchty a jakmile jeden z vás ²áhne do pytlíku a uº v n¥m ºádná buchta nebude, tak zbylé
buchty v pytlíku druhém z·stanou mn¥. Jaká je pravd¥podobnost, ºe mi v tom druhém
pytlíku zbyde práv¥ k buchet? (Mat¥j s Lib¥nkou nejsou ºádní nenaºranci a sobci, takºe z
pytlík· opravdu vybírají náhodn¥ a nejde jim o to, aby m¥li co nejvíce buchet nebo naopak
aby Henrymu zbylo nejvíce buchet.)

�e²ení. P°inejhor²ím na prázdný pytlík narazí v (2n+1)-ním tahu. Pravd¥podobnostním
prostorem pro nás tedy budou posloupnosti délky 2n+1 s nulami a jedni£kami (tj. z kterého
pytlíku d¥ti tahaly ve kterém tahu), kterých je 22n+1. V p°íznivém p°ípad¥ z prvních 2n−k
buchet vytáhl n z levého a n−k z pravého, pak chce táhnout z levého, který uº je prázdný,
a zbylých k pokus· uº je nám to jedno; anebo naopak prázdný je pravý pytlík:

p =

(
2n−k
n

)
· 1 · 2k

22n+1
· 2 =

(
2n− k

n

)
· 2k−2n
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Úloha 4.5. Kouma si uº zase n¥co koumá a �ouma se naopak v n¥£em ¬oumá. A víte, ºe
mají oba tu samou matematickou úlohu? Dostali totiº od rodi£· dokázat, ºe £íslo

53103 + 10353

je d¥litelné 3, 4 i 13. A vy se v tom budete ¬oumat nebo to vykoumáte?

�e²ení. Nejprve si zapi²me p°ehledn¥ji zadání: 24n · n! | (4n)!. D·kaz nyní provedeme
indukcí. Pro n = 1 tvrzení platí. P°edpokládejme, ºe tvrzení platí pro n a dokaºme, ºe
pak platí i pro n + 1. Dokazujeme tedy 24n+1 · (n + 1)! | (4(n + 1))!, co upravíme jako
24n ·24·n!·(n+1) | (4n)!·4·(n+1)·(4n+3)·(4n+2)·(4n+1). Dle p°edpokladu platí 24n ·n! |
(4n)! a zárove¬ (n+1) | (n+1), sta£í nám tedy dokázat, ºe 24 | 4·(4n+3)·(4n+2)·(4n+1),
co upravíme na 2 · 3 | (4n+3) · (4n+2) · (4n+1). Protoºe to jsou t°i po sob¥ jdoucí £ísla,
alespo¬ jedno z nich musí být d¥litelné 3 a zárove¬ prost°ední (4n+ 2) je d¥litelné 2, tím
je d·kaz hotov.

Úloha 4.6. Protoºe Hloup¥tín²tí jsou sice hrozn¥ hloupí, ale zato velice hraví, rozhodli
se, ºe si místní ka²nu ozdobí. První p°i²el a namaloval na ka²nu rovnoramenný trojúhelník
ABC. Druhý ho vyst°ídal a sestrojil kruºnici se st°edem C a polom¥rem r. T°etí m¥l zase
moc rád te£ny, a tak vytvo°il te£nu z vrcholu A k této kruºnici. �tvrtý se rozhodl, ºe
se mu nesymetrický obrázek nelíbí a domaloval je²t¥ te£nu v bod¥ B. Pak p°i²el jeden
náv²t¥vník z Leno²ína a za£al moc p¥kn¥ po£máranou ka²nu obdivovat. Byl totiº tak líný,
ºe by ho nikdo nikdy nedonutil n¥co na ka²nu kreslit. Ale protoºe nebyl v·bec hloupý,
dokázal si najít mnoºinu v²ech pr·se£ík· t¥chto te£en, které mohli druhý, t°etí a £tvrtý
kreslí° získat, jestliºe polom¥r r mohli volit jak cht¥li (za podmínky r < |CA|, jinak by
p°eci te£ny neexistovaly) a pro kaºdý z vrchol· A, B si mohli vybrat libovolnou z te£en.
A vy to jist¥ také zvládnete, nebo ne?

�e²ení. Nejd°íve si v²imneme, ºe je úloha symetrická podle osy strany AB (ozna£íme si
ji o). Te£ny ke kruºnici z bodu A a1, a2 tedy p°ejdou na te£ny ke kruºnici z bodu B b1, b2.
Z toho jasn¥ vyplývá, ºe pr·se£íky te£en a1, b1 a a2, b2 leºí na o. Naopak pro libovolný
bod X osy o, s výjimkou bod· C (situace, kdy r = 0), st°edu AB (te£ny nám splývají) a
pr·se£íku kolmic na AC a BC (r = |AC|), najdeme takové r, ºe v n¥m leºí pr·se£ík te£en:
Vezmeme si kolmici na AX, která prochází bodem C a protíná AX v bod¥ Y . Polom¥r r
potom zvolíme jako |CY |, tím máme zaru£eno, ºe AX i BX jsou te£nami.

Druhý p°ípad získáme pr·se£íky te£en a1, b2 a a2, b1. Tyto pr·se£íky si ozna£íme D,E.
Body dotyku te£en s kruºnicí si odpovídajíce ozna£íme A1, A2, B1, B2. Trojúhelníky CDA1,
CDA2, CEB1 a CEB2 jsou shodné podle v¥ty Ssu a podle osové symetrie. Z toho dostá-
váme ^CDA1 = ^CDA2 = ^CEB1 = ^CEB2 a z toho vidíme, ºe £ty°úhelníky CDAE
a CDBE jsou t¥tivové (nebo´ ^CDA+ ^CEA = 180◦,. . . ) a tedy A,B,C,D a E leºí na
jedné kruºnici, a to kruºnici opsané trojúhelníku ABC.

Je²t¥ musíme ukázat, ºe pro libovolný bodX kruºnice opsané trojúhelníkuABC (krom¥
bod· A,B,C) najdeme vhodný polom¥r r. Spustíme z bodu C kolmice na AX a BX, paty
t¥chto kolmic si ozna£íme K,L. Pro p°ípad, kdy X je v opa£né polorovin¥ k polorovin¥
dané p°ímkou AB a bodem C, jsou úhly ^AXC = ^BXC (protoºe jsou to obvodové
úhly kruºnice opsané nad stejn¥ dlouhými t¥tivami AC a BC). Z toho dostáváme, ºe
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trojúhelníky CXK a CXM jsou shodné podle v¥ty usu, a tedy |CK| = |CL| kruºnice s
r = |CK| se dotýká obou p°ímek XA i XB.

V opa£né p°ípad¥ (tedy kdyº X je v polorovin¥ dané p°ímkou AB a bodem C) platí,
pak ∠CAX = ∠CBX (obvodové úhly nad CX). Trojúhelníky CAK a CBL jsou shodné
podle v¥ty usu a tedy |CK| = |CL|.

�e²ením tedy je osa úse£ky AB a kruºnice opsaná trojúhelníku ABC s výjimkou bod·
A,B,C, pr·se£íku kolmic na AC a BC a st°edu AB.

Úloha 4.7. Víte, ºe Kouma s �oumou rádi °e²í soustavy rovnic? Jenºe o tuhle se tak
pohádali, kdo ji bude °e²it, aº ji roztrhli a tak m¥l Kouma na papí°e pouze rovnici

ux+ vy = x2 + xy

a �ouma m¥l zbylé dv¥

vx+ uy = y2 + xy,

xy + uv = u2 + v2.

Jeden druhému je necht¥li ukázat a tak tento p°íklad ani jeden z nich nevy°e²il, a tak
vy m·ºete být první, protoºe znáte ob¥ £ásti! Dokaºte, ºe v²echny °e²ení této soustavy v
oboru reálných £ísel jsou tvaru x = y = u = v.

�e²ení. Se£teme dvojnásobek první, dvojnásobek druhé a £ty°násobek t°etí rovnice, do-
staneme tak

2ux+ 2vy + 2vx+ 2uy + 4xy + 4uv = 2x2 + 2y2 + 4u2 + 4v2,

po úprav¥

x2− 2ux+u2+ y2− 2vy+ v2+x2− 2vx+ v2+ y2− 2uy+u2+4xy+2u2+2v2− 4uv = 0,

coº lze dále upravit na

(x− u)2 + (y − v)2 + (x− v)2 + (y − v)2 + 2(u− v)2 = 0.

Sou£et druhých mocnin je nulový jen tehdy, jsou li v²echny nulové, musí proto platit x = u,
y = v, x = v a u = v, coº zaru£uje rovnost v²ech £ty° prom¥nných.
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