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Reseni 3. série

ROVNICE

Uloha 3.1.

Naleznéte nezndmou x, pro kterou plati:

. . 3

sin® 2 cos 3z 4 cos® zsin 3z = 3

ResSeni. Pomoci vzorce o souctu argumentt a dvojnésobném thlu lze snadno odvodit
sin 3z = sin(2z+2) = 3sinz—4sin® z, cos 3z = 4 cos® x—3 cos x. Dosazenim a naslednou
dpravou obdrzime

4sin® x cos® z — 3sin® 2 cos z + 3sinz cos® & — 4sin® z cos® z = ,

| w

8sinz cos z(cos’ x —sin? z) = 1,

4sin2x cos2z =1,

sindxr = —.
2

Odtud dostavame 4x; = 30°+k-360°, tj. x1 = 7,5°+ k- 90°, nebo 4x9 = 150° + k- 360°,
tj. o = 37,5° + k- 90°, k € Z. ReSent:

K= J{7,5°+k-90°%37,5° + k- 90°}.
kEZ

Uloha 3.2.

Koteny rovnice jsou x>

—2+1=0 jsou a,b,c. Urcete hodnotu vyrazu a8 + b® + 5.

Reseni. Pomoci Viétovych vztaht vime, Ze

a+b+c=0
ab + be + ca = —1
abc = —1.

Nyni se algebraickymi tipravami budeme snazit dostat a® + b® 4 ¢® tak, abychom mohli
pouzit naSe znamé vysledky z Viétovych vztaht. Zacneme

a? + 0%+ % = (a+b+c)* —2(ab + be + ca) = 2,
a’b? +b*c? + c*a® = (ab + be + ca)® — 2abc(a + b +¢) = 1,
at+ v+t = (@2 + 02+ A2 — 200 + b2 + Pad?) = 2.
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Obdobnym postupem se dostaneme k vysledku

a*vt + bict 4 ctat = (0?0 + V2 + Pa?)? - 20702 (P + P+ ) =1 —4= -3,
a® + 08 + & = (a + b1+ h? — 2>t 4 bt + tat) =4+ 6 = 10.

Uloha 3.3.

Najdéte vSechna celd cisla, kterd jsou TeSenim rovnice
(m? —n?)? =1+ 16n.

ReSeni. Zfejmé ze zadani vime, Ze n nemize byt zaporné &islo. Také je vidét, ze pokud
(m,n) je feSenim rovnice, pak také (—m,n) je feSenim. Jestlize n = 0, pak m = =+1.
Pro m = 0 dostavame n* = 1 4 16n, coz nema Teeni, protoze by n muselo délit 1, ale
n ma byt celé ¢islo.

Upravou dostavame m? = n? + /1 + 16n nebo m? = n? — /1 + 16n. V prvnim pii-
padé je m > n. Ale (n+1)% = n?42n+1 je vétsi nez n?++/1 + 16n pro (2n+1)2 > 1+16n
nebo n > 3. Jestlize tedy n > 3, pak m? lezi mezi n? a (n + 1)2, coZ neni mozné. Je
snadné zjistit, Ze pro n = 1; 2 nema rovnice feSeni. Pro n = 3 nalezneme m = 4.

Obdobné v druhém piipadé musi byt n < 5. Rovnice ma feSeni jen pron = 5 a
m = 4. Celkové dostavame feSeni: (m,n) = (£1;0), (£4;3), (£4,5).

Uloha 3.4.
Naleznéte vSechny trojice kladnych redlngch cisel (x,y, z), kterd spliiuji:
T+y+z=0,
1 1 1 4
.
x Yy oz xyz

Reseni. Uzitim Cauchy-Schwarzovy nerovnosti

1 1 1 )
—t-+-)(@t+ty+z)>(1+1+1)
r Yy =z

a rovnice  + y + z = 6 dostavame po dosazeni

1 1
R
r -y

IS E N
[\CR GV

Druhou rovnici lze tedy piepsat na nerovnici 2 — - > % a vyjadrit z ni zyz > 8.

TYyz —
Naopak pomoci AG nerovnosti vime, Ze

rT+y+z

9 —
3

> Yz,

a tudiz xyz < 8. Z rovnosti zyz = 8 jiz plyne jediné feSeni nasi soustavy ¢ =y = z = 2.
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Uloha 3.5.

Je ddn tétivovy lichobéZnik ABCD se zikladnami AB, CD. Oznacme E prisecik jeho tih-
lopricek a F prisecik tecen sestrojenych k opsané kruznici v bodech B a C. Dokazte, Ze primky
EF a AB jsou rovnobézné.

Reseni.

Thaletova kruznice nad primérem SF' obsahuje vrcholy B, C' daného lichobé&zniku.
Oznac¢ime-li « velikost thlu BAC, bude zfejmé |{BSC| = 2a (odpovidajici stiedovy
thel) a také [{BEC| = 2a (jedna se o vnéjsi thel k rovnoramennému trojuhelniku
ABE). 7 toho vyplyva, ze body B, C, S, E, F lezi na kruznici, a pokud S # E, je
podle Tahletovy véty |£SEF| = 90°, neboli EF || AB.

Pokud je S = FE, je uvazovany lichobéznik obdélnik a snadno se presvéd¢ime, Ze
uvedené tvrzeni plati (SF = EF je osou soumérnosti obdélniku ABCD).

Uloha 3.6.
Necht n, k jsou pfirozend ¢isla, pro kterd plati (n > k), a S je mnoZina n bodi v roviné
magict tyto vlastnosti:

e Zddné tri body mmnoZiny S neleZi na primce,

o ke kazdému bodu P € S existuje v S alesponi k navzdjem rizngch bodid majicich stejnou
vzddlenost od bodu P.

Dokazte, Ze jsou-li tyto vlastnosti splnény, plati nerovnost

k< % + v 2n.
Reseni.
Tvrzeni dokédZeme sporem. Predpokladejme, Ze
1
B>+ Von.

Ke kazdému bodu P € S existuje nejméné (g) dvojic bodi A a B, pro které |AP| =
|BP|. Cili mame alespon n(g) dvojic bodi A a B, pro které plati, Ze na ose tsecky AB
lezi alesponl jeden bod z mnoziny S.

Miuzeme tedy provést nasledujici:

n (S) :nk:(k:21)2721<\/%+;> (@—i) =n~(n—;> >2<Z>.

JelikoZ mame pouze (g) riznych dvojic bodi A, B(A, B € S), musi existovat dvojice
bodu A, B, ktera je zapocitana alespon tiikrat, tj. na ose tsecky AB lezi alespon tii
ruzné body z S. To je ale spor s ivodnim predpokladem.
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Uloha 3.7.
Pro dand nesoudélnd ¢isla p > q > 0 najdéte vsechny dvojice redlngjch éisel c,d tak, aby pro
mnoziny

A:{[n%};neN} a B = {[ecn+d]; n € N}
platilo ANB =0, AUB =N.

Reseni.
Jelikoz [n%] < m — 1, pravé kdyz n < m%, obsahuje mnoZina A pravé {mlﬂ -1

¢isel mensich nez m a podobné mnozina B obsahuje pravé [mT_d—| — 1 ¢isel mensich nez
m. (Zde [x] znadi tzv. horni celou ¢ast ¢isla x, tj. nejmensi celé ¢islo alespoii rovné
¢islu z.)

Mnoziny A, B spliuji pozadavky tlohy, pravé kdyz pro kazdé prirozené m plati

[An{L,2,....m—1}+|Bn{L,2,....m—1}| =m —1,

tj. pravé kdyz pro kazdé m pfirozené plati

e[
p c

[t

mr+y
m

¢ili

Pro libovolna realna ¢isla x,y plati, Ze
7 nerovnosti

— x, kdyz m — oo, jak je vidét

1
A L] R T
m m m

Z rovnice ozna¢ené (*) limitnim pfechodem dostaneme rovnost

1
4. > _ 1,
p c
coz dava ¢ = p’%q. Dosazenim do rovnosti (*) vychéazi pro kazdé m prirozené
m _— J—
EO A E,
p p p

S
p p p
Pisme % =n-+r, kde n je celé a r € (0,1). Posledni rovnost tak muZeme piepsat

jako
n+[ﬂ+[nrdp_q-‘ =1,
p
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a protoze [r| =1, dostavame podminku
[—7’ — dp—q} =0, neboli —1<—r- dllﬂ <0,
p p

coz je ekvivalentni s nerovnostmi

L §d<—(r—1)L.
pP—q pP—q
Protoze ¢isla p, g jsou nesoudélné, nabyva r pro rizna m (sta¢i 1 < m < p) vSech
moznych hodnot %, %, ..., 1, tudiz vychazi, ze
1
i <_, 0> .
pP—q
Obrécens, je-li ¢ = ﬁ, de <—ﬁ, 0), dostaneme pro kazdé m piirozené, Ze plati

rovnice (*), coz zarucuje, zZe AUB =N, ANB = 0.
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