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Uloha 2.1. Uz je podzim a Maté&j se dneska rozhodl, Ze je spravny ¢as na to, aby zoral
svoje ¢tvercové policko. Ale nebyl by to Matéj, kdyby to oral p&kné& po fadcich. Jak po
prvnich 10 minutédch pole vypadalo po Mat&jové zorani? Byly na ném t¥i zorané linky,
kazda zacinala i konéila na jednom z okraji pole a zadné dvé se neprotinaly. Prodlouzenim
téchto linek §lo ziskat trojuhelnik, jehoz vrcholy byly mimo pole. A Matéje hnedka napadlo,
jak by se dal sestrojit stfed kruznice vepsané tomuto trojihelniku a uz kficel na Libénku,
at mu s tim pfikladem jde pomoct. (Konstrukei smite provadét pouze na poli.)

Reseni. Stied kruznice vepsané lezi v priseciku os thli trojahelniku. Je tedy t¥eba najit
(alesponi dvé) osy uhla. Jak najit osu thlu sevieného dvéma piimkami, kdyz neméme
k dispozici prise¢ik téchto pfimek? Prise¢ik si vyrobime! Stac¢i posunout obé p¥imky o
stejnou délku ,smérem do papiru“ (viz obrazek). Neni tézké nahlédnout, ze osa thlu mezi
nové vzniklymi posunutymi p¥imkami je shodna s tou ptuvodni (zFejmé pujde opét o osu
thlu a navic bude shodna s ptvodni, protoze vznikly ¢tyithelnik je kosoctverec).

Nyni sta¢i konstrukei zopakovat pro jesté jednu dvojici stran trojuhelnika, najdeme dvé
rizné osy thl a v jejich pruseciku lezi hledany stfed kruZnice vepsané.

okraj papiru

Uloha 2.2. Libénka Maté&jiv piiklad hravé vyfedila a samozfejmé chtéla Mat&je taky
popichnout néjakym piikladem a uz vympyslela. ,Matéji, vidi§ tamhle ty t¥i pampelisky,
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jak ti tu krésné tvori tojuhelnik? Jenom pomoci kruzitka nalezni patu kolmice z prvni
pampelisky na primku, kterou tvoifi druhé dvé pampeligky, zvladnes to?*

ReSeni. Oznacme tfi pampelisky jako A, B a C. Chceme najit patu kolmice z C' na usecku
AB. V zadéan{ série jsme ukazovali, jak se da jen pomoci kruzitka nalézt stfed mezi dvéma
body. UkaZeme dvé riizné feSen{ s odvolanim na tuto znalost.

1. Sestrojime kruznice nad priuméry AC' a BC (k tomu pot¥ebujeme nalézt st¥edy use-
¢ek, coz uz ale umime). Tyto kruznice se mimo C' protinaji jesté v jednom bodg, a
to je hledana pata kolmice (skute¢né, jde o Thaletovy kruZznice, a proto u pruseciku
nalezneme pravy thel).

2. Sestrojime bod C’, ktery je obrazem bodu C' v osové soumérnosti podle tsecky AB.
Nyni je jiz docela zfejmé, ze stfed usecky C'C’ je hledanou patou a snadno jej nalez-
neme.

Uloha 2.3. A kde tou dobou vézel jejich tatinek Henry? Zrovna se pokousel pfijit na to,
kde se tady vzaly ty kruhy v obili. Byly dva a protinaly se. Po chvilce ho to prestalo bavit,
beztak to byli zase n&jaci mimozemstani a radé&ji si sdm pro sebe vymyslel Glohu. Dokazu
pouze pomoci pravitka sestrojit stfed jednoho z kruhu? (Mam k dispozici pouze pravitko
bez rysky, které nem4 ani métitko, pouze umi vytvofit pfimku prochézejici dvéma danymi

body.)

Reseni. (volné podle Marka Karpilovského) Tdea konstrukce: Pokusime se jedné kruznici
vepsat lichobéznik. Tento lichob&znik bude zfejmé rovnoramenny, a proto snadno nalez-
neme osu zakladen, kterd evidentné prochdazi stfedem kruznice.

Ozna¢me si priseciky kruznic jako A a B. Dale zvolme nahodné bod N (pokud chcete,
aby se vam to kreslilo hezky, zvolte jej podobné jako my v piilozeném obrazku). Déle
vedme piimky z bodu N skrz body A a B. Tyto pfimky protnou prvni kruznici v bodech
Py, P, a druhou v P, Py. Navic jesté protnéme piimku P B s druhou kruZnici za vzniku
praseciku Ps a podobné obdrzme bod Py jako prusecik druhé kruznice a primky P A.

Ctyrahelnik P3PyPsPs je (rovnoramenny) lichobéznik. Dikaz: Abychom o &tyfuhel-
niku P3P, P; P dokézali, Ze je lichobé&znik, musime dokézat, ze strany P3P, a PsFPs jsou
rovnobézné. My dokézeme, ze P3Py || P1Py a taky Ps;Pg || P1P2. Poté uz z tranzitivity
rovnobéznosti okamzité vyplyne, ze se jedna o lichobéznik.

e P3Py || PPy Oznatme <P PoB = «a. Potom z vlastnosti tétivového ¢tyfuhelniku
P P,BAbude <P AB = 180° —q, a tedy <BAP; = o. Uplné stejnou fintu pouzijeme
jesté jednou a odhalime thel svirajici P3Py s P, Py. Z tohoto uz plyne rovnobéznost,
kterou jsme chtéli dokéizat.

e PP || PLP. Oznacme <Po P B = (. Z vlastnosti tétivového ¢tyfuhelniku P P,BA
plati <Py AB = (3. Zfejmé doplnék <BAFPz = 180° — 3. Potom z vlastnosti tétivového
¢tyfuhelnika ABPsPs znovu <{PgPsB = (. Vidime stiidavé thly a rovnobé&znost je
opét dokazana.
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Ted uz vime, ze P3PyP5Ps je lichob&znik. Navic je vepsany kruznici, takze ziejmé
rovnoramenny lichobéznik. Najdeme osu jeho zdkladen. Vzhledem k tomu, Ze jde o rov-
noramenny lichobé&znik, osa zdkladen se da nalézt snadno (viz jednoduché konstrukce na
obrazku). Vime, ze osa tétivy prochézi stfedem kruznice, proto naSe osa taky prochazi
stiedem kruznice. Mame tedy pfimku (na obrazku ¢arkovanég), ktera prochazi hledanym
stfedem.

Nyni uz jen staci celou konstrukei zopakovat jesté jednou s jinak zvolenym bodem N a
velmi pravdépodobné dostaneme novou, riznou osu. V jejich priisec¢iku bude leZet hledany
stfed kruZnice.

Uloha 2.4. Matéj s Libénkou sedéli po naro¢ném orani a k tomu jesté premysleni s ajem
na terase, kdyz vzal Matéj najednou ¢tvercovy papir ABCD s délkou hrany 1 a zacal ho
roztodivné prehybat. Nejprve ho preloZzil na tii stejné ¢asti dvéma rovnobéznymi piehyby
p,q. Nasledné papir zpiFehybal tak, aby se vrchol D pielozil na hranu AB a prusecik p
s hranou C'D se ptelozil na prehyb ¢. A pak na Libénku vychlil: , Dokaz, Ze EIZZIDB,"' = V2,
kde D’ je obraz bodu D na hrané AB po pieloZeni. Ze to nestihnes difv, ney si nachystam
svafinu?“ Pomuzete trochu Libénce, at se Matéj divi, jak je Sikovna?

Reseni. Ozna¢me body a délky podle obrazku: |[AD’| = z, |D'B| = y, AE = z. Chceme
dokazat, ze

Y= Y2 <==> y% = 23
T

JelikoZ |AE| + |ED’| je puvodni délka strany ¢tverce, mizeme |ED’'| vyjadrit jako
T +y — z. Z Pythagorovy véty v trojuhelniku AED’ pak plyne

(x+y—2)? = 2%+ 22
2xy+y2

z = ——

2(x +y)

Déle snadnym dopo¢itanim ahla v trojahelnicich dostavame |ZAED'| = n/2—|ZED’ A
|/FD'G| = 7/2 — |£D'GF|. Odtud plyne, ze trojihelniky AED’ a FD'G jsou podobné.
Délka |D'G| je tietina strany ¢tverce, tedy %ry Podobné |D'B| =y — %
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T+y—z JC%
R =
rT+y—z = (EXY
20 —x
Tty = Z~<x+y+1>
29 —x
(@+y)2y—2) _

3y

Porovnéanim ziskanych dvou vyjadfeni z dostavame

(+y)@2y—x) _ 2zy+y’
3y 2 +y)
2z +y)’Q2y—2) = 3¢y°(2z+y)
4a?y — 223 + 8xy® — day 4+ 4y° — 2y%z — 62> — 32 = 0
g = 28
Tim je dokdzéano, ze |D'B|/|AD’'| = /2.
A B A D B

D c

Uloha 2.5. Kouma s Noumou sed&li takhle vecer u televize a tam bézel néjaky zvlastni
porad. Okolo kulatého stolu tam sedéla v libovolném potfadi pFirozena ¢isla 1 az 10. A
Koumovi to nedalo a uz déval tkoly Noumovi: ,,Noumo, dokaz, ze zde existuje ¢islo, které
v souctu se svymi sousedy dava alespon 17. A plati to i pro 187 A co pro 197

Regeni. Dokazeme, Ze existuje islo, které se svymi sousedy davéa soucet 18. Platnost pro
17 je pak pfimy dtsledek.

Pro spor predpokladejme, Ze zadné takové neni. VSechna ¢&isla kromé 1 miizeme po
kruhu rozdélit do 3 sousedicich trojic. Pokud nenf soucet z&dného ¢islo s jeho sousedy 18,
tak soucet kazdé trojice musi byt nejvyse 17. Celkovy soucet je tedy nejvyse 3-17+1 = 52.
Kolem stolu v8ak sedi ¢isla 1 az 10, jejichz soucet je (11-10)/2 = 55, coZ je spor.

Pro 19 jiz tvrzeni neplati. Protipfikladem je napiiklad usazeni ¢isle po kruhu 1, 7, 3,
8,5,4,9, 2,6, 10, 1.
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Uloha 2.6. Hnedka po vyfeseni to kluci prepli radsi na jiny kanal a tam byl zrovna fotbal.
Hral se fotbalovy turnaj mezi 17 druzstvy metodou kazdy s kazdym a hral se t¥i dny. A to
uz Noumu zase napadly otézky pro Koumu: ,,Koumo, dokaz, Ze existuji tii druzstva, ktera
sehrala vSechny tfi vzijemné zapasy ve stejny den.”

Reseni. Formulujme problém v teorii grafii. Mame tplny graf na 17 vrcholech (druzstva),
jehoz hrany (zépasy) barvime t¥emi barvami (den, kdy byl zdpas odehran). Ukolem je
dokazat, ze pro libovolné obarveni hran v grafu existuje jednobarevny trojihelnik.

Pro spor pfedpokladejme, Ze existuje obarveni hran tak, Zze v grafu jednobarevny troj-
thelnik neni. Vyberme libovolny vrchol A. Z néj vede 16 hran, proto alespon 6 z nich ma
stejnou barvu, oznacme ji a. Reknéme, 7e jsou to hrany do vrcholi By, ..., Bg. Zadna hrana
B;— > Bj mezi témito vrcholy nemiiZze mit barvu a, jinak bychom méli jednobarevny
trojuhelnik AB;B;. Uplny graf s 6 vrcholy By, ..., Bg ma tedy hrany obarvené jen dvémi
barvami. DokaZeme, Ze zde existuje jednobarevny trojthelnik.

Z B vede 5 hran, proto alespon 3 z nich maji stejnou barvu, oznacme ji b. Reknéme,
%e jsou to hrany do vrcholt Cy, Cy, Cs. Zadna hrana C;— > C; mezi témito vrcholy ne-
miiZze mit barvu b, jinak bychom méli jednobarevny trojahelnik B;C;C;. VSechny 3 hrany
mezi vrcholy Cp, Csy, C5 tedy musi mit posledni ti¥eti barvu. Pak ale tvofi jednobarevny
trojihelnik, coz je spor.

Uloha 2.7. Ani fotbalovy piiklad kluky nezaskoéil a protoze uz v televizi nebylo viibec nic
zajimavého, tak se rozhodli, Ze se ptijdou podivat ke Klevrim, co je nového. Oteviel jim
Henry a hnedka hlasi: , Dovnitf smi jen ten, kdo dokaze, ze posloupnost 2" — 3 obsahuje
nekonefné mnoho &isel, z nichz kazda dvé jsou nesoudélna.”

Reseni. Zkonstruujeme podposloupnost b dané posloupnosti, ktera je nekoneéna a viechny
jeji prvky jsou nesoudélné. Za jeji prvni prvek lze zvolit napi. by = 22 — 3 = 1, za druhy
by = 25 — 3 = 29. Kazdy dalsi ¢len by, spo¢teme na zdkladé predchozich. Uvazime souéin
vSech predchozich ¢lenti, napiifklad pomoci vzorce by, = 201'02"0k—1' _ 3 coz je zjevné
prvek dané posloupnosti. Zbyva ukézat, Ze toto &islo je nesoudélné se vSemi b; pro ¢ < k.
Budeme uvazovat zbytky, které davaji postupn& mocniny 2,22,23,... po déleni b; (k-ty z
nich oznac¢ime zx). Moznych zbytki je pouze b;—1 (mocnina dvojky nedé zbytek 0 po déleni
lichym ¢islem), proto mezi prvnimi b; zbyky najdeme dva shodné z,, = zp1p, kde m, p jsou
kladn4 celd ¢isla mensi nez b;. Plati proto, Ze b;|2™ 1P — 2™ neboli b;|2"(2P — 1). ProtoZe
je b; liché, plyne odtud b;|2P — 1. Protoze je p mensi nez b;, déli b;! a proto i by!bg!-- - bx_1!.
Polozme pg = by!by! - - - b_1!. Mame pak b, —2 = 274 —1 — 2 = (2P — 1)(2pP(a—1) - op(a=2) ¢
S 2P 1), Cislo na pravé strané je délitelné b;, proto b; déli levou stranu a kdyby délilo
by, muselo by délit dvojku, coZ nelze.

5 BRKOS Team 2011



