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Úloha 2.1. Uº je podzim a Mat¥j se dneska rozhodl, ºe je správný £as na to, aby zoral
svoje £tvercové polí£ko. Ale nebyl by to Mat¥j, kdyby to oral p¥kn¥ po °ádcích. Jak po
prvních 10 minutách pole vypadalo po Mat¥jov¥ zorání? Byly na n¥m t°i zorané linky,
kaºdá za£ínala i kon£ila na jednom z okraj· pole a ºádné dv¥ se neprotínaly. Prodlouºením
t¥chto linek ²lo získat trojúhelník, jehoº vrcholy byly mimo pole. A Mat¥je hnedka napadlo,
jak by se dal sestrojit st°ed kruºnice vepsané tomuto trojúhelníku a uº k°i£el na Lib¥nku,
a´ mu s tím p°íkladem jde pomoct. (Konstrukci smíte provád¥t pouze na poli.)

�e²ení. St°ed kruºnice vepsané leºí v pr·se£íku os úhl· trojúhelníku. Je tedy t°eba najít
(alespo¬ dv¥) osy úhl·. Jak najít osu úhlu sev°eného dv¥ma p°ímkami, kdyº nemáme
k dispozici pr·se£ík t¥chto p°ímek? Pr·se£ík si vyrobíme! Sta£í posunout ob¥ p°ímky o
stejnou délku �sm¥rem do papíru� (viz obrázek). Není t¥ºké nahlédnout, ºe osa úhlu mezi
nov¥ vzniklými posunutými p°ímkami je shodná s tou p·vodní (z°ejm¥ p·jde op¥t o osu
úhlu a navíc bude shodná s p·vodní, protoºe vzniklý £ty°úhelník je koso£tverec).

Nyní sta£í konstrukci zopakovat pro je²t¥ jednu dvojici stran trojúhelníka, najdeme dv¥
r·zné osy úhl· a v jejich pr·se£íku leºí hledaný st°ed kruºnice vepsané.

Úloha 2.2. Lib¥nka Mat¥j·v p°íklad hrav¥ vy°e²ila a samoz°ejm¥ cht¥la Mat¥je taky
popíchnout n¥jakým p°íkladem a uº vymý²lela. �Mat¥ji, vidí² tamhle ty t°i pampeli²ky,
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jak ti tu krásn¥ tvo°í tojúhelník? Jenom pomocí kruºítka nalezni patu kolmice z první
pampeli²ky na p°ímku, kterou tvo°í druhé dv¥ pampeli²ky, zvládne² to?�

�e²ení. Ozna£me t°i pampeli²ky jako A,B a C. Chceme najít patu kolmice z C na úse£ku
AB. V zadání série jsme ukazovali, jak se dá jen pomocí kruºítka nalézt st°ed mezi dv¥ma
body. Ukáºeme dv¥ r·zná °e²ení s odvoláním na tuto znalost.

1. Sestrojíme kruºnice nad pr·m¥ry AC a BC (k tomu pot°ebujeme nalézt st°edy úse-
£ek, coº uº ale umíme). Tyto kruºnice se mimo C protínají je²t¥ v jednom bod¥, a
to je hledaná pata kolmice (skute£n¥, jde o Thaletovy kruºnice, a proto u pr·se£íku
nalezneme pravý úhel).

2. Sestrojíme bod C ′, který je obrazem bodu C v osové soum¥rnosti podle úse£ky AB.
Nyní je jiº docela z°ejmé, ºe st°ed úse£ky CC ′ je hledanou patou a snadno jej nalez-
neme.

Úloha 2.3. A kde tou dobou v¥zel jejich tatínek Henry? Zrovna se pokou²el p°ijít na to,
kde se tady vzaly ty kruhy v obilí. Byly dva a protínaly se. Po chvilce ho to p°estalo bavit,
beztak to byli zase n¥jací mimozem²´ani a rad¥ji si sám pro sebe vymyslel úlohu. Dokáºu
pouze pomocí pravítka sestrojit st°ed jednoho z kruh·? (Mám k dispozici pouze pravítko
bez rysky, které nemá ani m¥°ítko, pouze umí vytvo°it p°ímku procházející dv¥ma danými
body.)

�e²ení. (voln¥ podle Marka Karpilovského) Idea konstrukce: Pokusíme se jedné kruºnici
vepsat lichob¥ºník. Tento lichob¥ºník bude z°ejm¥ rovnoramenný, a proto snadno nalez-
neme osu základen, která evidentn¥ prochází st°edem kruºnice.

Ozna£me si pr·se£íky kruºnic jako A a B. Dále zvolme náhodn¥ bod N (pokud chcete,
aby se vám to kreslilo hezky, zvolte jej podobn¥ jako my v p°iloºeném obrázku). Dále
ve¤me p°ímky z bodu N skrz body A a B. Tyto p°ímky protnou první kruºnici v bodech
P1, P2 a druhou v P3, P4. Navíc je²t¥ protn¥me p°ímku P1B s druhou kruºnicí za vzniku
pr·se£íku P5 a podobn¥ obdrºme bod P6 jako pr·se£ík druhé kruºnice a p°ímky P2A.

�ty°úhelník P3P4P5P6 je (rovnoramenný) lichob¥ºník. D·kaz: Abychom o £ty°úhel-
níku P3P4P5P6 dokázali, ºe je lichob¥ºník, musíme dokázat, ºe strany P3P4 a P5P6 jsou
rovnob¥ºné. My dokáºeme, ºe P3P4 ‖ P1P2 a taky P5P6 ‖ P1P2. Poté uº z tranzitivity
rovnob¥ºnosti okamºit¥ vyplyne, ºe se jedná o lichob¥ºník.

• P3P4 ‖ P1P2. Ozna£me ^P1P2B = α. Potom z vlastností t¥tivového £ty°úhelníku
P1P2BA bude ^P1AB = 180◦−α, a tedy ^BAP3 = α. Úpln¥ stejnou �ntu pouºijeme
je²t¥ jednou a odhalíme úhel svírající P3P4 s P2P4. Z tohoto uº plyne rovnob¥ºnost,
kterou jsme cht¥li dokázat.

• P5P6 ‖ P1P2. Ozna£me ^P2P1B = β. Z vlastností t¥tivového £ty°úhelníku P1P2BA
platí ^P2AB = β. Z°ejm¥ dopln¥k ^BAP6 = 180◦−β. Potom z vlastností t¥tivového
£ty°úhelníka ABP5P6 znovu ^P6P5B = β. Vidíme st°ídavé úhly a rovnob¥ºnost je
op¥t dokázána.
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Te¤ uº víme, ºe P3P4P5P6 je lichob¥ºník. Navíc je vepsaný kruºnici, takºe z°ejm¥
rovnoramenný lichob¥ºník. Najdeme osu jeho základen. Vzhledem k tomu, ºe jde o rov-
noramenný lichob¥ºník, osa základen se dá nalézt snadno (viz jednoduchá konstrukce na
obrázku). Víme, ºe osa t¥tivy prochází st°edem kruºnice, proto na²e osa taky prochází
st°edem kruºnice. Máme tedy p°ímku (na obrázku £árkovan¥), která prochází hledaným
st°edem.

Nyní uº jen sta£í celou konstrukci zopakovat je²t¥ jednou s jinak zvoleným bodem N a
velmi pravd¥podobn¥ dostaneme novou, r·znou osu. V jejich pr·se£íku bude leºet hledaný
st°ed kruºnice.

Úloha 2.4. Mat¥j s Lib¥nkou sed¥li po náro£ném orání a k tomu je²t¥ p°emý²lení s £ajem
na terase, kdyº vzal Mat¥j najednou £tvercový papír ABCD s délkou hrany 1 a za£al ho
roztodivn¥ p°ehýbat. Nejprve ho p°eloºil na t°i stejné £ásti dv¥ma rovnob¥ºnými p°ehyby
p,q. Následn¥ papír zp°ehýbal tak, aby se vrchol D p°eloºil na hranu AB a pr·se£ík p

s hranou CD se p°eloºil na p°ehyb q. A pak na Lib¥nku vychlil: �Dokaº, ºe |D
′B|

|AD′| =
3
√
2,

kde D′ je obraz bodu D na hran¥ AB po p°eloºení. �e to nestihne² d°ív, neº si nachystám
sva£inu?� Pom·ºete trochu Lib¥nce, a´ se Mat¥j diví, jak je ²ikovná?

�e²ení. Ozna£me body a délky podle obrázku: |AD′| = x, |D′B| = y, AE = z. Chceme
dokázat, ºe

y

x
=

3
√
2 <==> y3 = 2x3

Jelikoº |AE| + |ED′| je p·vodní délka strany £tverce, m·ºeme |ED′| vyjád°it jako
x+ y − z. Z Pythagorovy v¥ty v trojúhelníku AED′ pak plyne

(x+ y − z)2 = x2 + z2

z =
2xy + y2

2(x+ y)

Dále snadným dopo£ítáním úhl· v trojúhelnících dostáváme |∠AED′| = π/2−|∠ED′A| =
|∠FD′G| = π/2 − |∠D′GF |. Odtud plyne, ºe trojúhelníky AED′ a FD′G jsou podobné.
Délka |D′G| je t°etina strany £tverce, tedy x+y

3 . Podobn¥ |D′B| = y − x+y
3 .
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x+ y − z
z

=
x+y
3

y − x+y
3

x+ y − z = z · x+ y

2y − x

x+ y = z ·
(
x+ y

2y − x
+ 1

)
(x+ y)(2y − x)

3y
= z

Porovnáním získaných dvou vyjád°ení z dostáváme

(x+ y)(2y − x)
3y

=
2xy + y2

2(x+ y)

2(x+ y)2(2y − x) = 3y2(2x+ y)

4x2y − 2x3 + 8xy2 − 4x2y + 4y3 − 2y2x− 6xy2 − 3y3 = 0

y3 = 2x3

Tím je dokázáno, ºe |D′B|/|AD′| = 3
√
2.

Úloha 2.5. Kouma s �oumou sed¥li takhle ve£er u televize a tam b¥ºel n¥jaký zvlá²tní
po°ad. Okolo kulatého stolu tam sed¥la v libovolném po°adí p°irozená £ísla 1 aº 10. A
Koumovi to nedalo a uº dával úkoly �oumovi: ��oumo, dokaº, ºe zde existuje £íslo, které
v sou£tu se svými sousedy dává alespo¬ 17. A platí to i pro 18? A co pro 19?�

�e²ení. Dokáºeme, ºe existuje £íslo, které se svými sousedy dává sou£et 18. Platnost pro
17 je pak p°ímý d·sledek.

Pro spor p°edpokládejme, ºe ºádné takové není. V²echna £ísla krom¥ 1 m·ºeme po
kruhu rozd¥lit do 3 sousedících trojic. Pokud není sou£et ºádného £íslo s jeho sousedy 18,
tak sou£et kaºdé trojice musí být nejvý²e 17. Celkový sou£et je tedy nejvý²e 3 ·17+1 = 52.
Kolem stolu v²ak sedí £ísla 1 aº 10, jejichº sou£et je (11 · 10)/2 = 55, coº je spor.

Pro 19 jiº tvrzení neplatí. Protip°íkladem je nap°íklad usazení £ísle po kruhu 1, 7, 3,
8, 5, 4, 9, 2, 6, 10, 1.
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Úloha 2.6. Hnedka po vy°e²ení to kluci p°epli rad²i na jiný kanál a tam byl zrovna fotbal.
Hrál se fotbalový turnaj mezi 17 druºstvy metodou kaºdý s kaºdým a hrál se t°i dny. A to
uº �oumu zase napadly otázky pro Koumu: �Koumo, dokaº, ºe existují t°i druºstva, která
sehrála v²echny t°i vzájemné zápasy ve stejný den.�

�e²ení. Formulujme problém v teorii graf·. Máme úplný graf na 17 vrcholech (druºstva),
jehoº hrany (zápasy) barvíme t°emi barvami (den, kdy byl zápas odehrán). Úkolem je
dokázat, ºe pro libovolné obarvení hran v grafu existuje jednobarevný trojúhelník.

Pro spor p°edpokládejme, ºe existuje obarvení hran tak, ºe v grafu jednobarevný troj-
úhelník není. Vyberme libovolný vrchol A. Z n¥j vede 16 hran, proto alespo¬ 6 z nich má
stejnou barvu, ozna£me ji a. �ekn¥me, ºe jsou to hrany do vrchol· B1, ..., B6. �ádná hrana
Bi− > Bj mezi t¥mito vrcholy nem·ºe mít barvu a, jinak bychom m¥li jednobarevný
trojúhelník ABiBj . Úplný graf s 6 vrcholy B1, ..., B6 má tedy hrany obarvené jen dv¥mi
barvami. Dokáºeme, ºe zde existuje jednobarevný trojúhelník.

Z B1 vede 5 hran, proto alespo¬ 3 z nich mají stejnou barvu, ozna£me ji b. �ekn¥me,
ºe jsou to hrany do vrchol· C1, C2, C3. �ádná hrana Ci− > Cj mezi t¥mito vrcholy ne-
m·ºe mít barvu b, jinak bychom m¥li jednobarevný trojúhelník BiCiCj . V²echny 3 hrany
mezi vrcholy C1, C2, C3 tedy musí mít poslední t°etí barvu. Pak ale tvo°í jednobarevný
trojúhelník, coº je spor.

Úloha 2.7. Ani fotbalový p°íklad kluky nezasko£il a protoºe uº v televizi nebylo v·bec nic
zajímavého, tak se rozhodli, ºe se p·jdou podívat ke Klevr·m, co je nového. Otev°el jim
Henry a hnedka hlásí: �Dovnit° smí jen ten, kdo dokáºe, ºe posloupnost 2n − 3 obsahuje
nekone£n¥ mnoho £ísel, z nichº kaºdá dv¥ jsou nesoud¥lná.�

�e²ení. Zkonstruujeme podposloupnost b dané posloupnosti, která je nekone£ná a v²echny
její prvky jsou nesoud¥lné. Za její první prvek lze zvolit nap°. b1 = 22 − 3 = 1, za druhý
b2 = 25 − 3 = 29. Kaºdý dal²í £len bk spo£teme na základ¥ p°edchozích. Uváºíme sou£in
v²ech p°edchozích £len·, nap°íklad pomocí vzorce bk = 2b1!b2!···bk−1! − 3, coº je zjevn¥
prvek dané posloupnosti. Zbývá ukázat, ºe toto £íslo je nesoud¥lné se v²emi bi pro i < k.
Budeme uvaºovat zbytky, které dávají postupn¥ mocniny 2, 22, 23, . . . po d¥lení bi (k-tý z
nich ozna£íme zk). Moºných zbytk· je pouze bi−1 (mocnina dvojky nedá zbytek 0 po d¥lení
lichým £íslem), proto mezi prvními bi zbyky najdeme dva shodné zm = zm+p, kde m, p jsou
kladná celá £ísla men²í neº bi. Platí proto, ºe bi|2m+p − 2m, neboli bi|2m(2p − 1). Protoºe
je bi liché, plyne odtud bi|2p− 1. Protoºe je p men²í neº bi, d¥lí bi! a proto i b1!b2! · · · bk−1!.
Poloºme pq = b1!b2! · · · bk−1!. Máme pak bk − 2 = 2pq − 1− 2 = (2p− 1)(2p(q−1)+2p(q−2)+
· · ·+2p +1). �íslo na pravé stran¥ je d¥litelné bi, proto bi d¥lí levou stranu a kdyby d¥lilo
bk, muselo by d¥lit dvojku, coº nelze.
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