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�e²ení 1. série

Pravda a leº

autor: Vlado a Zbyn¥k

Úloha 1.1. Klevrovi o£ekávali náv²t¥vu a na stole uº m¥li nachystané zákusky. T°i z nich v²ak
zmizely d°íve, neº náv²t¥va p°i²la. Takto se vymlouvali:

Lib¥nka: �Pokud m¥la zákusek Bubla, Mat¥j nem¥l.�
Bubla: �Lib¥nka sn¥dla nejmén¥ dva zákusky.�
Henry: �Pokud m¥l zákusek Mat¥j, donesl jeden i Buble.�
Mat¥j: �D¥v£ata ºádné zákusky nem¥la.�
Ti, kdo ºádné zákusky nesn¥dli, mluvili pravdu, ostatní mohli (ale nemuseli) lhát. Kdo sn¥dl

kolik zákusk·, pokud kaºdý zákusek sn¥dl jeden z t¥chto £ty° lidí?

�e²ení. Matej tvrdí, ºe diev£atá ºiadne zákusky nemali. Obe diev£atá by tak museli
hovori´ pravdu, pri£om Bubla tvrdí, ºe Lib¥nka aspo¬ dva zákusky zjedla. To je samozrejme
v rozpore s pôvodným Matejovým tvrdením, Mat¥j teda klame a aspo¬ jeden zákusok mal.
Ak Bubla nemala zákusok a teda hovorí pravdu, Lib¥nka by zjedla dva zákusky a teda by
uº ºiaden zákusok nezostal pre Henryho. Z Henryho tvrdenia by v²ak vyplývalo, ºe jeden
zákusok mala Bubla, £o je opä´ spor. Bubla teda tieº aspo¬ jeden zákusok mala. Lib¥nkino
svedectvo je tým pádom nepravdivé a dostávame sa tak k záveru - Mat¥j, Bubla a Lib¥nka
zjedli po jednom zákusku.

Úloha 1.2. Kouma s �oumou zatím hráli hru. Kouma si myslel dv¥ £ísla a, b od 1 do 10, pro
která platilo a > b. �ouma v kaºdém kole °ekl, zda hádá a+ b, nebo a− b a tipnul si £íslo. Kouma
mu pak odpov¥d¥l, zda je odpov¥¤ správná, men²í nebo v¥t²í. Na kolik pokus· mohl �ouma £ísla
uhodnout? Ukaºte, ºe mu daný po£et pokus· sta£í, a´ si Kouma vybere jakákoliv £ísla a, b.

�e²ení. �ouma si bude pamatovat mnoºinu dvojic, které odpovídají dosavadním odpo-
v¥dím. Kaºdou otázkou tuto mnoºinu rozd¥lí na t°i £ásti. Proto mu jedna otázka sta£í na
rozli²ení nejvý²e t°í dvojic, dv¥ otázky na rozli²ení nejvý²e devíti, t°i otázky na 27. Zkusme
nyní hledat strategii, jak dvojici uhodnout na £ty°i dotazy. Je t°eba rozebrat dva p°ípady:

První otázka je na sou£et. Vypsáním v²ech moºností zjistíme, ºe sou£ty jsou zastoupeny
po °ad¥ v 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 4, 4, 3, 3, 2, 2, 1, 1 dvojicích. Pokud Kouma vybral
sou£et 11, rozd¥lí moºné dvojice na skupiny o velikostech 20, 5 a 20. P°ípad, kdy Kouma
na první pokus uhodne sou£et není kritický � kaºdý sou£et je zastoupen nejvý²e p¥tkrát a
je snadné tak hledanou dvojici dv¥ma dal²ími otázkami ur£it. D·leºitá je velikost zbylých
skupin, konkrétn¥ v¥t²í z nich. Ta bude minimální, pokud �ouma vybere sou£et 11 (zbude
mu 20 moºností). Rozmyslíme, ºe rozdíly mají pro dvojice v dvacetiprvkové skupin¥ stejné
£etnosti, jako sou£ty. Druhou otázkou tak m·ºe Kouma rozd¥lit mnoºinu na podmnoºiny
o velikostech 8, 3, 9 (jakékoliv jiné d¥lení mu dá jednu mnoºinu v¥t²í neº 9, na coº mu
zbývající dv¥ otázky nesta£í). Bez újmy na obecnosti p°edpokládejme, ºe �ouma rozd¥lil
mnoºinu na 8, 3 a 9 dvojic podle sou£tu. Ani nyní v²ak nemá vyhráno, protoºe skupina
o osmi prvcích není rozd¥litelná na jednotlivé prvky pomocí dvou otázek (pokud ºádná z
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otázek není na sou£et, jsou t°eba t°i otázky na rozdíl, pokud se na sou£et zeptá, zbudou
mu £ty°i a £ty°i moºnosti, tedy pot°ebuje je²t¥ dv¥ otázky). Ov¥°ili jsme tak, ºe pokud je
první otázka na sou£et, nemohou £ty°i otázky sta£it.

První otázka je na rozdíl. Ta m·ºe dvojice rozd¥lit na 17, 7 a 21 (zeptá-li se na rozíl 3)
nebo na 24, 6 a 15 (zeptá-li se na rozdíl 4). Bohuºel ale není moºné na t°i otázky dohledat
konkrétní dvojici ani pokud víme, ºe je rozdíl 1 nebo 2 (pokud se na rozdíl zeptá, pot°ebuje
t°i otázky na sou£et; pokud se nezeptá, pot°ebuje £ty°i � dv¥ma otázkami stejného typu
je totiº moºno rozd¥lit pouze 7 dvojic, t°emi otázkami stejného typu 15, �ouma by ale
pot°eboval rozd¥lit 9 resp. 17). Ani v tomto p°ípad¥ tak nesta£í £ty°i otázky.

Nyní popi²me jeden ze zp·sob·, jak se na 5 otázek doptat. Vý²e jsme uvedli, ºe pomocí
dvou otázek lze nejprve odd¥lit p¥t dvojic a pak zbylé dvojice rozd¥lit do mnoºin po 8, 9
a 3 dvojicích. Výb¥r z oné osmiprvkové mnoºiny pomocí t°í otázek je rovn¥º popsán vý²e,
výb¥r z p¥tiprvkové a trojprvkové je snadný. Zbývá rozmyslet, jak lze pomocí t°í otázek
vybrat správnou dvojici z devíti, které jsou vymezeny nap°. tím, ºe mají sou£et men²í neº
8. Sou£et je mezi 3 a 8, zjistíme ho na dv¥ otázky. Kaºdému sou£tu odpovídají nejvý²e t°i
dvojice, na ur£ení konkrétní dvojice tak sta£í jedna dal²í otázka.

Tím jsme kone£n¥ dokázali, ºe je hledaný minimální po£et otázek roven p¥ti.

Úloha 1.3. �Paktéºkoliv ostatní zákusky nesníte, pustím se do nich, zbude na vás,� pronesl Henry.
D¥ti se tváºily trochu zmaten¥ a tak jim vysv¥tlil, ºe �paktéºkoliv� je logická spojka spojující t°i
v¥ty, která °íká, ºe pokud platí první, pak sou£asn¥ platí druhá a neplatí t°etí. Matematicky se
zna£í symbolem ⊗ a pomocí b¥ºných spojek ji dokáºeme zapsat takto ⊗(A,B,C) = A⇒ (B ∧¬C).
Pak dal d¥tem za úkol dokázat, ºe v²e, co lze vyjád°it pomocí ¬,∧,∨,⇒,⇔ lze vyjád°it pomocí této
jedné parádní spojky.

�e²ení. Z pomocného texte vieme, ºe spojkami ¬, ∧ a ∨ vieme vyjadri´ ©ubovo©ný výrok.
�alej pouºitím dvojitej negácie a De Morganovho pravidla vieme ©ubovo©nú konjunkciu
vyjadri´ za pomoci disjunkcie a negácie. Sta£í teda vyjadri´ tieto dve spojky pomocou
spojky "paktéºkoliv". To urobíme nasledovne:
¬A = ⊗(A,A,A)
A ∨B = ⊗(⊗(A,A,A), B,A)

Úloha 1.4. Do Hloup¥tína zavítala troj£lenná delegace z Logistánu � pan Poctivý, pan Fale²ný
a pan Po²etilý. Pan Poctivý vºdy °íkal pravdu, pan Fale²ný vºdy lhal a pan Po²etilý odpovídal
na otázky náhodn¥. Bohuºel nikdo nev¥d¥l, který je který. Dal²í problém byl v tom, ºe mluvili
Logistánsky. Na otázky odpovídali vºdy �Puf� nebo �Huf�, ale nikdo z Hloup¥tína nev¥d¥l, které ze
slov znamená ano a které ne. Kouma dostal v rámci diskuse moºnost zeptat se na t°i otázky (kaºdou
jen jednoho, ale libovolného kandidáta). Jak se má ptát, aby zjistil identitu v²ech kandidát·?

�e²ení. Nech Q je ©ubovo©ný výrok. Uváºme takúto otázku: "Keby som sa vás spýtal, £i
je výrok Q pravdivý, odpovedali by ste "Puf"?". Po krátkej uváhe ©ahko zistíme, ºe ak sa
túto otázku spýtame pána Poctivého alebo Falo²ného, bez oh©adu na význam slov "Puf"a
"Huf"bude odpove¤ "Puf"implikova´ pravdivos´ výroku Q a odpove¤ "Huf", naopak, jeho
nepravdivos´.
Troch delegátov si môºme ©ubovo©ne o£íslova´. Najprv sa spýtame prvého: "Keby som sa
vás spýtal, £i je druhý pán Po²etilý, odpovedali by ste "Puf"?". Ak bude odpove¤ na túto
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otázku "Puf", bu¤ je skuto£ne druhý pán Po²etilý, alebo bol Po²etilým prvý pán, ktorého
sme sa pýtali. Ak bude odpove¤ "Huf", bu¤ druhý pán naozaj Po²etilý nie je, alebo, ako
v predo²lom prípade, Po²etilý je samotný prvý pán. V oboch prípadoch o jednom kandi-
dátovi ur£ite vieme, ºe Po²etilý nebude (v prvom prípade o tre´om, v druhom prípade o
druhom).
Takto vylú£eného pána sa spýtame: "Keby som sa vás spýtal, £i je prvý pán Po²etilý, odpo-
vedali by ste "Puf"?". Pod©a odpovede teraz s istotou vieme usúdi´, ktorý pán je Po²etilý.
Poslednú otázku poloºíme tomu istému pánovi, ktorému sme poloºili aj druhú: "Keby som
sa vás spýtal, £i ste pán Poctivý, odpovedali by ste "Puf"?". Na základe odpovede ur£íme
jeho identitu a posledného pána ©ahko identi�kujeme vylu£ovacou metódou. Na²li sme tak
pre Koumu postup, ktorým vºdy správne odhalí totoºnos´ v²etkých troch kandidátov.

Úloha 1.5. Ptal se Kouma �oumy, jaká jsou jeho oblíbená £ísla, a �ouma pravil: �Mám rád
v²echna taková p°irozená £ísla, v nichº kaºdá cifra je v¥t²í neº v²echny napravo od ní.� Kolik je
�oumových oblíbených £ísel?

�e²ení. Kaºdou neprázdnou mnoºinu cifer r·znou od {0} lze uspo°ádat od nejv¥t²í k
nejmen²í a p°e£íst jako £íslo, takové £íslo má jist¥ poºadovanou vlastnost. Dv¥ r·zné mno-
ºiny dají r·zná £ísla. Navíc kaºdé vyhovující £íslo má v²echny cifry r·zné a alespo¬ jednu
nenulovou, jeho cifry proto tvo°í neprázdnou mnoºinu r·znou od {0}. Zbývá spo£ítat, kolik
je mnoºin cifer. Pro kaºdou cifru se m·ºeme rozhodnout, zda ji do mnoºiny dáme £i nikoliv,
tyto dv¥ volby máme pro kaºdou z desti cifer nezávisle, coº nám dává 210 = 1024 mnoºin.
Po ode£tení prázdné mnoºiny a {0} tak máme výsledný po£et 1022. Zadání lze chápat i
tak, ºe se jednociferná £ísla nepo£ítají � pak by byl výsledek 1013.

Úloha 1.6. Ptal se �ouma Koumy, jaká jsou jeho oblíbená £ísla, a Kouma pravil: �Mn¥ se
p°irozené £íslo n líbí, pokud 9n − 2 · 3n + 1 d¥lí £íslo 3n(3

n−1) − 1.� �oumovi hned do²lo, ºe se
Koumovi vlastn¥ líbí v²echna p°irozená £ísla, ale neum¥l to dokázat. Pom·ºete mu?

�e²ení. Ve druhém výraze se objevuje 3n − 1, první lze upravit na (3n − 1)2. Poloºme
tedy t = 3n−1. Máme pak dokázat, ºe pro takové t platí t2|(3n)t−1, neboli t2|(t+1)t−1.
Výraz V = (t + 1)t rozepí²eme z binomické v¥ty jako V = tt +

(
t
1

)
tt−1 + · · · +

(
t

t−1

)
t + 1.

V²imneme si, ºe ze v²ech £len· krom¥ posledního lze vytknout t2. Máme tak V = kt2 + 1
pro n¥jaké k, výraz V − 1 = kt2 je proto d¥litelný t2, coº jsme cht¥li dokázat.

Úloha 1.7. Zatímco �ouma koumal, cvi£il si Kouma rýsování opsaných kruºnic. Nejprve narý-
soval kruºnici opsanou trojúhelníku ABC, následn¥ opsal kruºnici trojúhelníku DEF , kde D,E, F
jsou st°edy stran trojúhelníka ABC. Byl tuze p°ekvapen, ºe m¥ly vzniklé kruºnice vnit°ní dotyk.
Dokaºte, ºe oba Koumovy trojúhelníky jsou pravoúhlé.

�e²ení. Stejnolehlost se st°edem v t¥ºi²ti a koe�cientem −1
2 zobrazí trojúhelník ABC

na DEF a tedy i kruºnici opsanou ABC na kruºnici opsanou DEF . Existuje i druhá
stejnolehlost, která zobrazí první kruºnici na druhou � ta má koe�cient 1

2 a st°ed v pr·se£íku
vý²ek H trojúhelníka ABC (to je ekvivalentní tomu, ºe obrazy H podle st°ed· stran leºí na
kruºnici opsané ABC, coº je tvrzení známé a my jej ponecháme £tená°i jako cvi£ení). Pokud
mají dv¥ kruºnice vnit°ní dotyk, musí být bod dotyku jedním ze st°ed· stejnolehlosti.
Z°ejm¥ t¥ºi²t¥ tímto bodem být nem·ºe, nebo´ vºdy leºí uvnit° ABC a kruºnice leºí vn¥
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(p°ípad, kdy by t¥ºi²t¥ bylo jezdím z bod· A,B,C není t°eba uvaºovat, nebo´ pak by ²lo
o trojúhelník degenerovaný). Bod H je proto dotykovým bodem a leºí na kruºnici opsané
4ABC. P°edpokládejme, H je bod r·zný od A a ºe leºí na oblouku AC, který neobsahuje
B. Podle v¥ty o obvodových úhlech pak |∠BCA| = |∠BHA|. P°itom paty vý²ek na strany
AC a BC tvo°í spolu s body H a C t¥tivový £ty°úhelník (dva prot¥j²í úhly jsou pravé),
proto |∠BCA|+|∠BHA| = 180◦. Máme tak |∠BCA| = 90◦, trojúhelník je proto pravoúhlý.
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