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f{eéeni 1. série
PRAVDA A LEZ

autor: Viado a Zbyneék

Uloha 1.1. Klevrovi ocekdvali ndvstévu a na stole uz méli nachystané zdkusky. Tri z nich vsak
zmizely drive, neZ ndvstéva prisla. Takto se vymlouvali:

Libénka: ,,Pokud méla zdkusek Bubla, Matéj nemél. “

Bubla: ,Libénka snédla nejméné dva zdkusky.“

Henry: ,,Pokud mél zikusek Matéj, donesl jeden i Buble.“

Matéj: ,,Dévéata Zadné zdkusky nemeéla. “

Ti, kdo Zddné zikusky nesnédli, mluvili pravdu, ostatni mohli (ale nemuseli) lhdt. Kdo snédl
kolik zdkuski, pokud kazdyj zdkusek snédl jeden z téchto ctyr lidi?

Regeni. Matej tvrdi, ze dieviata Ziadne zakusky nemali. Obe dievéata by tak museli
hovorit pravdu, pricom Bubla tvrdi, Ze Libénka aspon dva zakusky zjedla. To je samozrejme
v rozpore s povodnym Matejovym tvrdenim, Matéj teda klame a aspont jeden zakusok mal.
Ak Bubla nemala zékusok a teda hovori pravdu, Libénka by zjedla dva zédkusky a teda by
uz ziaden zakusok nezostal pre Henryho. Z Henryho tvrdenia by v8ak vyplyvalo, ze jeden
zékusok mala Bubla, ¢o je opét spor. Bubla teda tiez aspon jeden zakusok mala. Libénkino
svedectvo je tym padom nepravdivé a dostdvame sa tak k zaveru - Matéj, Bubla a Libénka
zjedli po jednom zakusku.

Uloha 1.2. Kouma s Noumou zatim hrdli hru. Kouma si myslel dvé ¢isla a,b od 1 do 10, pro
kterd platilo a > b. Nouma v kazdém kole rekl, zda hddd a + b, nebo a — b a tipnul si ¢islo. Kouma
mu pak odpovédél, zda je odpovéd sprdavnd, mensi nebo vétsi. Na kolik pokusi mohl Nouma ¢isla
whodnout? UkaZte, Ze mu dany pocet pokusi staci, ot si Kouma vybere jakdkoliv ¢isla a, b.

Reseni. Nouma si bude pamatovat mnozinu dvojic, které odpovidaji{ dosavadnim odpo-
védim. Kazdou otézkou tuto mnozinu rozdéli na tii ¢asti. Proto mu jedna otézka staci na
rozliseni nejvyse t¥i dvojic, dvé otazky na rozliSeni nejvyse deviti, tii otazky na 27. Zkusme
nyn{ hledat strategii, jak dvojici uhodnout na ¢tyfi dotazy. Je t¥eba rozebrat dva piipady:

Prvni otédzka je na soucet. Vypsanim vSech moznosti zjistime, Ze souty jsou zastoupeny
potadé v 1,1,2,2 3,3,4,4,5 4,4, 3, 3, 2,2 1, 1 dvojicich. Pokud Kouma vybral
soucet 11, rozdéli mozné dvojice na skupiny o velikostech 20, 5 a 20. Piipad, kdy Kouma
na prvni pokus uhodne soucet neni kriticky — kazdy soucet je zastoupen nejvyse pétkrat a
je snadné tak hledanou dvojici dvéma dalsimi otadzkami urcit. Dtlezita je velikost zbylych
skupin, konkrétné vétsi z nich. Ta bude minimalni, pokud Nouma vybere soucet 11 (zbude
mu 20 moznosti). Rozmyslime, Ze rozdily maji pro dvojice v dvacetiprvkové skupiné stejné
¢etnosti, jako soucty. Druhou otazkou tak muze Kouma rozdélit mnozinu na podmnoziny
o velikostech 8, 3, 9 (jakékoliv jiné déleni mu da jednu mnozinu vétsi nez 9, na coz mu
zbyvajici dvé otazky nestaci). Bez ijmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze Nouma rozdslil
mnozinu na 8, 3 a 9 dvojic podle sou¢tu. Ani nyni v8ak nema vyhrano, protoze skupina
o osmi prvcich neni rozdélitelna na jednotlivé prvky pomoci dvou otazek (pokud zadné z
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otazek nenf na soucet, jsou tieba tii otazky na rozdil, pokud se na soucet zepta, zbudou
mu Ctyii a ¢ty¥i moznosti, tedy potiebuje jesté dvé otazky). Oveéfili jsme tak, ze pokud je
prvn{ otdzka na soucet, nemohou ¢tyfi otazky stacit.

Prvni otazka je na rozdil. Ta mtze dvojice rozdélit na 17, 7 a 21 (zepta-li se na rozil 3)
nebo na 24, 6 a 15 (zepté-li se na rozdil 4). BohuZel ale neni mozné na t¥i otazky dohledat
konkrétni dvojici ani pokud vime, Ze je rozdil 1 nebo 2 (pokud se na rozdil zepta, potfebuje
tfi otazky na soucet; pokud se nezepté, potfebuje ¢tyfi — dvéma otézkami stejného typu
je totiz mozno rozdélit pouze 7 dvojic, tfemi otdzkami stejného typu 15, Nouma by ale
potieboval rozdélit 9 resp. 17). Ani v tomto pfipadé tak nestaci ¢tyfi otazky.

Nyni popiSme jeden ze zplisobt, jak se na 5 otazek doptat. Vyse jsme uvedli, ze pomoci
dvou otéazek lze nejprve oddélit pét dvojic a pak zbylé dvojice rozdélit do mnozin po 8, 9
a 3 dvojicich. Vybér z oné osmiprvkové mnoziny pomoci t¥i otdzek je rovnéz popsan vyse,
vybér z pétiprvkové a trojprvkové je snadny. Zbyva rozmyslet, jak 1ze pomoci t¥i otazek
vybrat spravnou dvojici z deviti, které jsou vymezeny napf. tim, Ze maji soucet mensi nez
8. Soucet je mezi 3 a 8, zjistime ho na dvé otdzky. Kazdému souc¢tu odpovidaji nejvyse t¥i
dvojice, na urdeni konkrétni dvojice tak staci jedna dalsi otazka.

Tim jsme konecné dokézali, Ze je hledany minimélni pocet otazek roven péti.

Uloha 1.3. »Paktézkoliv ostatni zdkusky nesnite, pustim se do nich, zbude na vds, “ pronesl Henry.
Déti se tvazily trochu zmatené a tak jim vysvetlil, Ze ,paktézkoliv® je logickd spojka spojujici t¥i
véty, kterd Tikd, Ze pokud plati pruni, pek soucasné plati druhd a neplati treti. Matematicky se
znaci symbolem ® a pomoct bézngch spojek ji dokdzeme zapsat takto @(A, B,C) = A= (BA-C).
Pak dal détem za kol dokdzat, Ze vse, co lze vyjddiit pomoci =, \,V, =, < lze vyjadrit pomoci této
jedné parddni spojky.

Reseni. Z pomocného texte vieme, ze spojkami -, A a V vieme vyjadrit Tubovolny vyrok.
Dalej pouzitim dvojitej negécie a De Morganovho pravidla vieme Tubovolni konjunkciu
vyjadrit za pomoci disjunkcie a negacie. Stai teda vyjadrit tieto dve spojky pomocou
spojky "paktézkoliv". To urobime nasledovne:

“A=®(A,A4A)

AV B=8(®(A,AA),B,A)

Uloha 1.4. Do Hloupétina zavitala trojélennd delegace z Logistanu — pan Poctivy, pan Falesni
a pan Posetily. Pan Poctivy vZdy tikal pravdu, pan Falesnyg vidy lhal a pan PoSetily odpovidal
na otdzky ndhodné. BohuZel nikdo nevédél, ktery je ktery. Dalsi problém byl v tom, Ze mluvili
Logistansky. Na otdzky odpovidali vidy ,,Puf nebo ,Huf“, ale nikdo z Hloupétina nevédél, které ze
slov znamend ano a které ne. Kouma dostal v ramci diskuse moznost zeptat se na tii otdzky (kazdou
jen jednoho, ale libovolného kandiddta). Jak se md ptdt, aby zjistil identitu vSech kandiddti?

Regeni. Nech Q je T'ubovolny vyrok. Uvazme taktto otazku: "Keby som sa vés spytal, ¢
je vyrok Q pravdivy, odpovedali by ste "Puf"?". Po kratkej uvahe l'ahko zistime, Ze ak sa
tiuto otazku spytame pana Poctivého alebo Falogného, bez ohl'adu na vyznam slov "Puf"a
"Huf"bude odpoved "Puf"implikovat pravdivost vyroku Q a odpoved "Huf", naopak, jeho
nepravdivost.

Troch delegétov si mézme T'ubovolne oéislovat. Najprv sa spytame prvého: "Keby som sa
vas spytal, ¢i je druhy pan Pogetily, odpovedali by ste "Puf"?". Ak bude odpoved na tuto
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otazku "Puf", bud je skuto¢ne druhy pan Pogetily, alebo bol Pogetilym prvy péan, ktorého
sme sa pytali. Ak bude odpoved "Huf", bud druhy pan naozaj PoSetily nie je, alebo, ako
v predo§lom pripade, PoSetily je samotny prvy pan. V oboch pripadoch o jednom kandi-
datovi urcite vieme, ze PoSetily nebude (v prvom pripade o trefom, v druhom pripade o
druhom).

Takto vyliéeného pana sa spytame: "Keby som sa vas spytal, ¢ je prvy pan Posetily, odpo-
vedali by ste "Puf"?". Podl'a odpovede teraz s istotou vieme usudit, ktory pan je Posetily.
Posledni otazku polozime tomu istému panovi, ktorému sme polozili aj druha: "Keby som
sa vas spytal, & ste pan Poctivy, odpovedali by ste "Puf"?". Na zdklade odpovede urc¢ime
jeho identitu a posledného péana I'ahko identifikujeme vylu¢ovacou metdédou. Nagli sme tak
pre Koumu postup, ktorym vzdy spravne odhali totoznost v8etkych troch kandidéatov.

Uloha 1.5. Ptal se Kouma Noumy, jakd jsou jeho oblibend cisla, a Nouma pravil: ,Mdm rdd
vdechna takovd pfirozend cisla, v michZ kaZdd cifra je vétsi neZ vSechny napravo od ni.“ Kolik je
Noumouwgjch oblibengjch éisel?

Reseni. Kazdou neprazdnou mnozinu cifer riznou od {0} lze uspoiadat od nejvétsi k
nejmensi a precist jako ¢islo, takové ¢islo mé jisté pozadovanou vlastnost. Dvé rlizné mno-
ziny daji rizné ¢&isla. Navic kazdé vyhovujici ¢islo méa vS8echny cifry riizné a alesponl jednu
nenulovou, jeho cifry proto tvofi neprazdnou mnozinu rtiznou od {0}. Zbyva spocitat, kolik
je mnozin cifer. Pro kazdou cifru se miizeme rozhodnout, zda ji do mnoziny dame ¢i nikoliv,
tyto dvé volby méme pro kazdou z desti cifer nezavisle, coz nam dava 2'9 = 1024 mnozin.
Po odec¢teni prazdné mnoziny a {0} tak mame vysledny pocet 1022. Zadani lze chéapat i
tak, Ze se jednociferné ¢isla nepocéitaji — pak by byl vysledek 1013.

Uloha 1.6. Ptal se Nouma Koumy, jakd jsou jeho oblibend cisla, a Kouma pravil: ,Mné se
prirozené cislo n libi, pokud 9" — 2 - 3" + 1 deéli ¢islo 373" ~1) — 1.“ Noumovi hned doslo, Ze se
Koumouvi vlastné libi vSechna pFirozend ¢isla, ale neumél to dokdzat. PomiZete mu?

Reseni. Ve druhém vyraze se objevuje 3" — 1, prvni lze upravit na (3® — 1)2. Polozme
tedy ¢ = 3" — 1. Mame pak dokdzat, 7e pro takové ¢ plati t2|(3")! — 1, neboli #?|(t +1)* — 1.
Vyraz V = (t + 1)! rozepiseme z binomické véty jako V = tt + G)tt*l +o 4 (tfl)t + 1.
Viimneme si, Ze ze vech ¢lentt kromé posledniho lze vytknout t2. Mame tak V = kt? + 1
pro né&jaké k, vyraz V — 1 = kt? je proto délitelny t2, coz jsme chtéli dokazat.

Uloha 1.7. Zatimco Nouma koumal, cvicil si Kouma rysovant opsangch kruznic. Nejprve nary-
soval kruznici opsanou trojihelniku ABC, ndsledné opsal kruznici trojihelniku DEF, kde D, E, F
jsou stiedy stran trojihelnika ABC. Byl tuze piekvapen, Ze mély vzniklé kruznice vnitini dotyk.
Dokazte, Ze oba Koumouvy trojuhelniky jsou pravouhlé.

wvr

Reseni. Stejnolehlost se stfedem v t&Zisti a koeficientem —% zobrazi trojihelnik ABC
na DEF a tedy i kruZnici opsanou ABC na kruZnici opsanou DEF. Existuje i druha
stejnolehlost, kterd zobrazi prvni kruZznici na druhou — ta mé koeficient % a stfed v praseciku
vysek H trojuhelnika ABC (to je ekvivalentni tomu, ze obrazy H podle stiedi stran lezi na
kruznici opsané ABC coz je tvrzeni znamé a my jej ponechame ¢tenafi jako cviceni). Pokud
maji dvé kruZznice vnitfni dotyk, musi byt bod dotyku jednim ze stfedd stejnolehlosti.

Mvrw

Z¥ejmé t&zisté timto bodem byt nemtze, nebot vidy lezi uvniti ABC a kruznice lezi vné
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vy

o trojuhelnik degenerovany). Bod H je proto dotykovym bodem a lezi na kruznici opsané
ANABC'. Predpokladejme, H je bod rizny od A a Ze lezi na oblouku AC, ktery neobsahuje
B. Podle véty o obvodovych ahlech pak |[Z/BCA| = |£ZBH A|. Pfitom paty vysek na strany

N

proto |/BCA|+|£BHA| = 180°. Méame tak |ZBCA| = 90°, trojihelnik je proto pravouihly.
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