
XVII. ro£ník BRKOS 2010/2011

�e²ení 6. série

Funkcionální
rovnice

Úloha 6.1.
Zas je tu, jaro je tu, lidi ²ílí, líbaj se jak o ºivot navzájem. . . hraje z rádia a Lib¥nka uº hledá

Mat¥je. Kde jen m·ºe být? �e by venku pod rozkvetlou t°e²ní? Rychle mrkne na zahradu. Ano,
je tam a b¥ºí za ním. �Mat¥ji, já jsem ráno £etla v Hloup¥tínském zpravodaji, ºe na prvního
máje musí holce n¥jaký kluk vy°e²it funkcionální rovnici, aby neuschla. Tak já tu pro tebe jednu
mám: najdi v²echny funkce f : R→ R spl¬ující

f(x) + f(2y) = f(2x+ y)

pro v²echna reálná x, y.�

�e²ení. Pokud za y dosadíme −x, dostaneme

f(x) + f(−2x) = f(x),

tedy f(−2x) = 0. Pro kaºdé £íslo t, které lze psát ve tvaru −2x máme f(t) = 0. V
takovém tvaru lze ale psát v²echna reálná £ísla t (sta£í vzít x = − t

2), jediná funkce,
která m·ºe vyhov¥t je proto f(x) = 0. Dosazením do zadané rovnice dostáváme 0+0 = 0,
funkce proto vyhoví.

Úloha 6.2. Láska je láska, kdyº chod¥j kluci s holkama. . .Mat¥j se venku prochází pod roz-
kvetlou t°e²ní a p°emý²lí nad Lib¥n£inou úlohou. Najednou ho to napadne, vºdy´ je to tak
snadné, ale stejn¥ jí to nedaruje. �Lib¥nko, já jsem zase £etl, ºe kdyº ten kluk té holce rov-
nici vy°e²í, tak jí musí taky jednu dát!� �Tak dávej Mat¥ji,� vyhrkla rozesmátá Lib¥nka. �Najdi
v²echny funkce f : R→ R spl¬ující f(1) = 1 takové, ºe pro v²echna reálná x, y platí

f(x+ f(y)) = f(x) + f(f(y)) + 3xy6 + 3x2f(y).�

�e²ení. Nejprve za x dosadíme f(t), máme

f(f(t) + f(y)) = f(f(t)) + f(f(y)) + 3f(t)y6 + 3f(t)2f(y),

po úprav¥

f(f(t) + f(y))− f(f(t))− f(f(y)) = 3f(t)y6 + 3f(t)2f(y).

Levá strana se nezm¥ní zám¥nou t a y, nezm¥ní se proto ani pravá a platí

3f(t)y6 + 3f(t)2f(y) = 3f(y)t6 + 3f(y)2f(t),

po dosazení y = 1 pak
3f(t) + 3f(t)2 = 3t6 + 3f(t),
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odtud f(t)2 = t6, tedy pro kaºdé t je bu¤ f(t) = t3 nebo f(t) = −t3.
Nyní do zadané rovnice dosadíme y = 1:

f(x+ 1) = f(x) + 1 + 3x+ 3x2.

Kdyby pro n¥jaké r platilo f(r) = −r3, muselo by být z této rovnice f(r + 1) =
−r3 + 1 + 3r + 3r2. Rovnost f(r + 1) = −(r + 1)3 p°itom nastat nem·ºe (rovnice
−(r+ 1)3 = −r3 + 1+ 3r+ 3r2 je po úprav¥ kvadratická a nemá reálné ko°eny), druhá
moºnost, f(r+ 1) = (r+ 1)3, vede na rovnici (r+ 1)3 = −r3 + 1+ 3r+ 3r2, po úprav¥
r3 = 0.

Jediné r, pro které m·ºe být f(r) = −r3 je proto 0, pro nulu je to ale ekvivalentní
se zápisem f(0) = 03. Tímto jsme dokázali, ºe je pro v²echna x nutné, aby platilo
f(x) = x3. Zkou²kou ov¥°íme, ºe je to i dostate£né, tedy ºe funkce f(x) = x3 je °e²ením
zadané rovnice.

Úloha 6.3.
Ani Henry nezahálí a otevírá v²echna okna doko°án, poslouchá zp¥v ptá£k· a p°emý²lí nad

úlohou, co mu v£era p°inesl jeho kamarád. Kdyby ji nevy°e²il, tak by se asi hodn¥ styd¥l, po-
m·ºete mu? Dostal za úkol najít v²echna p°irozená n taková, ºe existuje monotónní funkce f
spl¬ující f(1) = 42 a

f(f(...f(︸ ︷︷ ︸
n

x)...) = x.

�e²ení. Pro n = 2 je takovou funkcí z°ejm¥ f(x) = 43−x. Protoºe dvojím aplikováním
funkce dostaneme p·vodní argument, je tato funkce °e²ením pro v²echna sudá n.

Pro lichá n chceme ukázat, ºe taková funkce neexistuje. Nejprve si uv¥domíme, ºe
je-li f(x) = f(y), je x = f(f(...f(︸ ︷︷ ︸

n

x)...) = f(f(...f(︸ ︷︷ ︸
n

y)...) = y, funkce je proto prostá a

tudíº bu¤ rostoucí, nebo klesající. V prvním p°ípad¥ z nerovnosti 42 = f(1) > 1 plyne
f(f(1)) > f(1), f(f(f(1))) > f(f(1)), atd. pro v²echna n tedy

f(f(...f(︸ ︷︷ ︸
n

1)...) > f(f(...f(︸ ︷︷ ︸
n−1

1)...) > · · · f(1) > 1,

coº je spor. Funkce f proto musí být klesající. Proto f(1) > 1, f(f(1)) < f(1),
f(f(f(1))) > f(f(1)), f(f(...f(︸ ︷︷ ︸

n+1

1)...) < f(f(...f(︸ ︷︷ ︸
n

1)...). V poslední nerovnosti je <,

nebo´ znaménka se pravideln¥ st°ídají a n liché. Pravá strana poslední rovnosti je ale 1
a levá f(1) = 42, máme tak 42 < 1, coº je spor. Tím jsme dokázali, ºe funkce s danými
vlastnostmi existuje, práv¥ kdyº je n sudé.

Záv¥rem dopl¬me, ºe podmínka f(f(x)) = x je v kombinaci se zadanými podmín-
kami pro sudá n nejen dostate£ná, ale � jak n¥kte°í z vás dokázali � i nutná. Krom
�p¥kné� funkce f(x) = 43− x jí vyhoví nap°íklad v²echny funkce

f(x) =

{
r(ar − x) + ar x > ar
1
r (ar − x) + ar

,

kde r > 0 a ar =
42r+1
r+1 .
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Úloha 6.4.
Mat¥j samoz°ejm¥ v¥d¥l, ºe je to s tou prvomájovou tradicí úpln¥ jinak, a tak nechal Lib¥nku

Lib¥nkou a pospíchal za Bublou. Uº se ji chystal políbit, kdyº jej p°ekvapila otázkou: �Ví², co
jsem £etla ráno v Hloup¥tínském zpravodaji?� Mat¥j si povzdychl, vytáhl z kapsy papír a tuºku
a za£al si psát:

Nech´ c(x) = cos
(
πx
2011

)
, s(x) = sin

(
πx
2011

)
a M = R \ {cotg( kπ

2011 )|k ∈ Z}. Najdi v²echny
funkce f : M → R spl¬ující pro v²echna x z de�ni£ního oboru rovnost

f

(
c(1)x− s(1)

s(1)x+ c(1)

)
+ f

(
c(2)x− s(2)

s(2)x+ c(2)

)
=

c(5)x− s(5)

s(5)x+ c(5)
− c(3)x− s(3)

s(3)x+ c(3)
.

�e²ení. Kaºdé £íslo lze jist¥ psát ve tvaru x = cotg(t). Takováto substituce je výhodná,
nebo´ pro d = π

2011 platí

c(k) cotg(t)− s(k)

s(k) cotg(t) + c(k)
=

c(k) cos t−s(k) sin t
cos t

s(k) cos t+c(k) sin t
cos t

=
c(k) cos t− s(k) sin t

s(k) cos t+ c(k) sin t
=

=
cos(t+ kd)

sin(t+ kd)
= cotg(t+ kd).

Po provedení substituce p°ejde zadaná rovnice do tvaru

f(cotg(t+ d)) + f(cotg(t+ 2d)) = cotg(t+ 3d)− cotg(t+ 5d).

Kdyº do této rovnice dosazujeme za t postupn¥ x − d, x, x + d, x + 2d, . . . , x + 2009d,
dostáváme s vyuºitím periodicity funkce cotg (t.j. cotg(x+2011d) = cotg(d)) soustavu
rovnic

f(cotg(x)) + f(cotg(x+ d)) = cotg(x+ 4d)− cotg(x+ 2d)

f(cotg(x+ d)) + f(cotg(x+ 2d)) = cotg(x+ 5d)− cotg(x+ 3d)

f(cotg(x+ 2d)) + f(cotg(x+ 3d)) = cotg(x+ 6d)− cotg(x+ 4d)

...

f(cotg(x+ 2010d)) + f(cotg(x)) = cotg(x+ 3d)− cotg(x+ d)

Vzhledem k de�ni£nímu oboru f m·ºeme do vý²e uvedených rovnic dosazovat pouze
£ísla r·zná od násobk· π

2011 . Díky tomu jsou v²echny hodnoty cotg de�nované.
Kdyº tyto rovnice vynásobíme st°ídav¥ £ísly 1 a -1 a výsledky se£teme, dostaneme

na levé stran¥ 2f(cotg(x)). Na pravé stran¥ se zru²í v²echny £leny krom 2 cotg(x+ 2d)
a 2 cotg(x+ 3d). Dostáváme tak f(cotg(x)) = cotg(x+ 3d)− cotg(x+ 2d), neboli

f(x) = cotg(arccotg x+ 3d)− cotg(arccotg x+ 2d).

To lze p°epsat jako f(x) = c(3)x−s(3)
s(3)x+c(3) −

c(2)x−s(2)
s(2)x+c(2) .
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Úloha 6.5.
V posledních n¥kolika letech se Leno²ín p¥kn¥ rozrostl, a to jak do po£tu obyvatel, tak i o

mnoho nových nám¥stí. To, o kterém vám povíme dnes, má uprost°ed trojúhelníkovou ka²nu
(ozna£me její vrcholy A,B,C). V její blízkosti, konkrétn¥ v bodech P a L, se nachází sochy
leno²ínských patron· � svatého Prokrastiniána a Letargiána. Víme, ºe £ty°úhelníky ABLC a
ABCP jsou konvexní a ºe platí následující rovnosti úhl·:

|∠BCL| = |∠ACP | = 40◦,

|∠LBC| = |∠CAP | = 70◦.

Dokaºte, ºe |AL| = |BP |.

�e²ení. V trojúhelnících BLC a PAC jsou sou£ty úhl· 180◦. Odtud dopo£ítáme úhly
|∠CLB| = |∠CPA| = 70◦. Trojúhelníky PAC a BLC jsou proto rovnoramenné s úhlem
p°i hlavním vrcholu C rovným 40◦. Bod A vznikne oto£ením P okolo C o 40◦, bod L
oto£ením B okolo C o stejný úhel. Proto je úse£ka PB oto£ením AL a má stejnou délku,
coº jsme cht¥li dokázat.

Místo oto£ení ²lo argumentovat i shodností podle v¥ty sus � trojúhelníky ALC a
PBC mají dv¥ dvojice stejn¥ dlouhých stran (díky rovnostrannosti PAC a BLC) a
spole£ný úhel |∠ACB| + 40◦ u vrcholu C, jsou proto shodné a mají stejn¥ dlouhou i
zbývající stranu AL resp. BP .

Úloha 6.6.
Kouma s �oumou leno²ili tou dobou na zahrádce a po£ítali pokoutníky (p), kv¥topasy (q),

rybenky (r), sklípkany (s), tesa°íky (t), uºovky (u) a vodomily (v). Zjistili, ºe v²echna spo£tená
£ísla jsou prvo£ísla (ne nutn¥ r·zná) a spl¬ují rovnost

p3 − p = q2 + r2 + s2 + t2 + u2 + v2.

Ur£ete, kolik kterých ºivo£ich· napo£ítali.

�e²ení. Nejprve si uv¥domíme, ºe kaºdá z druhých mocnin na pravé stran¥ je alespo¬
rovna 4, pravá strana musí být alespo¬ 24 a proto nemá cenu uvaºovat p°ípad p = 2.
Proto je p liché prvo£íslo. Na levé stran¥ máme sou£in (p− 1)(p+1)p, kde p− 1 a p+1
jsou dv¥ po sob¥ jdoucí sudá £ísla � jedno je d¥litelné dv¥ma, druhé dokonce £ty°mi,
levá strana je d¥litelná osmi.

Kaºdé liché £íslo lze psát ve tvaru 4k± 1, jeho druhá mocnina je pak 16k2± 8k+1,
tedy £íslo dávající zbytek 1 po d¥lení 8. Pokud je k z £ísel q, r, s, t, u, v lichých, je
zbylých 6− k £ísel rovných dv¥ma. Pravá strana tak po d¥lení osmi dává stejný zbytek
jako k + 4(6 − k) = 24 − 3k. Odtud vidíme, ºe k musí být d¥litelné osmi, protoºe ale
k ≤ 6, vyhoví jedin¥ k = 0. Máme tak q = r = s = t = u = v = 2. Pravá strana se
musí rovnat 24, coº nastane pro p = 3 (protoºe je funkce p3 − p pro p > 1 rostoucí, jde
o jediné °e²ení).

Pokoutníci byli t°i, ostatní ºivo£ichové byli vºdy zastoupeni v párech.
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Úloha 6.7.
Lib¥nka upekla £tvercovou buchtu a umístila na ni 99 hrozinek. Dávala si p°itom záleºet, aby

kaºdé dv¥ m¥ly od sebe vzdálenost alespo¬ centimetr. Po chvilce v·n¥ buchty p°ilákala Mat¥je,
který dostal náramnou chu´ na hrozinky. Lib¥nka mu dovolila jich n¥kolik vyloupnout, ale pod
podmínkou, ºe kaºdé dv¥ vyloupnuté hrozinky budou mít od sebe vzdálenost alespo¬

√
3 centime-

tr·. Protoºe ²lo o jídlo, p°i²el Mat¥j velmi rychle na to, jak uko°istit maximální po£et hrozinek.
Dokaºte, ºe se mu jich povedlo získat alespo¬ jedenáct.

�e²ení. Budeme chtít (indukcí) dokázat, ºe z 9n hrozinek jich za daných podmínek
lze vºdy uko°istit n. Pro n = 1 to lze triviáln¥. P°edpokládejme, ºe to lze pro n = k a
dokaºme to pro n = k + 1.

Rozmístíme na buchtu 9(k + 1) hrozinek a uváºíme hrozinku A, která je nejblíºe k
levému okraji (v p°ípad¥ shody libovolnou z nich). Hrozinku vyloupneme, nejbliº²ích 8
hrozinek ozna£íme za nevyloupnutelné a ze zbylých 9k hrozinek vyloupneme nejvhod-
n¥j²ích k. Správné vzdálenosti mezi posledními k vyloupnutými hrozinkami máme z
induk£ního p°edpokladu, zbývá dokázat, ºe i první hrozinka má od v²ech ostatních vy-
loupnutých správnou vzdálenost. Protoºe víme, ºe jsme nevyloupli ºádnou z osmi k ní
nejbliº²ích, sta£í nám dokázat, ºe jedna z t¥chto osmi je od ní ve vzdálenosti alespo¬√
3.
Pro spor p°edpokládejme, ºe v²ech osm nejbliº²ích hrozinek má od A vzdálenost

nejvý²e
√
3. Pokud první hrozinku spojíme s osmi nejbliº²ími, dostaneme sedm úhl·,

jejichº sou£et je nejvý²e 180◦, jeden z úhl· je tak jist¥ men²í neº 30◦. Hrozinky ur£ující
tento úhel ozna£me B,C. Protoºe |∠ACB| < 30◦, z kosinové v¥ty pro trojúhelník ABC

je a2 < b2 + c2 −
√
3bc = (b−

√
3
2 c)2 + c2

4 .
Nyní budeme hledat nejvy²²í moºnou hodnotu tohoto výrazu. P°i substituci x = c

2 ,

y = b−
√
3
2 c = b−

√
3x chceme maximalizovat x2+y2. Pokud bychom uvaºovali bod (x, y)

v kartézském sou°adném systému, je výraz x2 + y2 druhou mocninou jeho vzdálenosti
od po£átku. Ze zadání víme, ºe b ≥ 1 a c ≥ 1, p°edpokládáme b ≤

√
3, c ≤

√
3, coº

znamená 1
2 ≤ x ≤

√
3
2 , 1 −

√
3x ≤ y ≤

√
3 −
√
3x. Tyto £ty°i nerovnosti omezují

mnoºinu moºných poloh bodu (x, y) na rovnob¥ºník. Vrcholy rovnob¥ºníku vy£íslíme
jako pr·se£íky p°ímek, na nichº leºí jeho strany, dostaneme body (12 ,

√
3
2 ), (

√
3
2 ,−1

2),

(12 , 1−
√
3
2 ), (

√
3
2 ,
√
3− 3

2). Druhé mocniny vzdáleností od po£átku jsou pro tyto body po
°ad¥ 1, 1, 2−

√
3, 6− 3

√
3. Snadno ov¥°íme, ºe v²echna tato £ísla jsou nejvý²e 1, tedy

v²echny vrcholy rovnob¥ºníku leºí v kruhu se st°edem v po£átku a polom¥rem 1 a proto
v tomto kruhu leºí i celý rovnob¥ºník. Maximální hodnota výrazu x2+y2 = b2+c2−

√
3bc

je proto 1.
Protoºe je tento výraz ostrým horním odhadem pro a2, máme a < 1, coº je kýºený

spor.
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