XVII. ro¢nik BRKOS 2010/2011

Reseni 6. série

FUNKCIONALNI
ROVNICE

Uloha 6.1.

Zas je tu, jaro je tu, lidi $ili, libaj se jak o Zivot navzdjem. .. hraje z rdadia a Libénka uz hledd
Matéje. Kde jen mize byjt? Ze by venku pod rozkvetlou tiesni? Rychle mrkne na zahradu. Ano,
je tam a béZi za nim. ,Matéji, jd jsem rdano cetla v Hloupétinském zpravodaji, Ze na prvniho
mdaje must holce néjaky kluk vyresit funkciondlni rovnici, aby neuschla. Tak jd tu pro tebe jednu
mam: najdi vSechny funkce f : R — R splriujici

f(@) + f(2y) = f(2x +y)
pro vSechna redlnd x,y.“

Reseni. Pokud za y dosadime —z, dostaneme

flx) + f(=22) = (=),

tedy f(—2z) = 0. Pro kazdé ¢islo ¢, které lze psat ve tvaru —2x mame f(t) = 0. V
takovém tvaru lze ale psat vSechna realnd ¢isla t (staci vzit x = —%), jedina funkce,
ktera muize vyhovét je proto f(z) = 0. Dosazenim do zadané rovnice dostavame 040 = 0,
funkce proto vyhovi.

Uloha 6.2. Ldska je laska, kdyZ chodéj kluci s holkama. .. Matéj se venku prochdzi pod roz-
kvetlou tresni a premysli nad Libéncinou ulohou. Najednou ho to mapadne, vidyt je to tak
snadné, ale stejné ji to nedaruje. ,Libénko, jd jsem zase Cetl, Ze kdyzZ ten kluk té holce rov-
nici vyresi, tak ji musi taky jednu ddat!“ , Tak ddvej Matéji,“ vyhrkla rozesmdtd Libénka. ,Najdi
viechny funkce f: R — R spliiugici f(1) = 1 takové, Ze pro viechna redlnd x,y plati

Fl@+ f(y) = f(@) + f(f(y)) + 32y + 322 f ().«

Reseni. Nejprve za 2 dosadime f(t), mame

FU®) + FW) = FUF@) + F(F) +3F )y +3F(1)f(y),

po upravé

FUF@) + f(y) = FF@0) = F(F () = BF()y° + 3F ()2 f (y)-

Lev4 strana se nezmén{ zdménou ¢t a y, nezméni se proto ani prava a plati

3F(0)y° +3F(1)*F(y) = 3f()t° + 3f(y)* f (1),

po dosazeni y = 1 pak
3f(1) +3f(t)* =3t° + 3f(t),
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odtud f(t)? = t°, tedy pro kazdé t je bud f(t) = t> nebo f(t) = —t3.
Nyni do zadané rovnice dosadime y = 1:

flx+1) = f(x) + 1+ 3z + 322

Kdyby pro né&jaké r platilo f(r) = —r3, muselo by byt z této rovnice f(r + 1) =

—r3 4+ 1 + 3r + 3r2. Rovnost f(r + 1) = —(r + 1)? pfitom nastat nemutze (rovnice
—(r+1)2 = —r® 4+ 1+ 3r + 3r? je po Gpravé kvadratickd a nem4 realné koteny), druhd
moznost, f(r+1) = (r + 1)3, vede na rovnici (r +1)3 = —73 + 1+ 3r + 3r2, po apravé
r3 = 0.

Jediné r, pro které miize byt f(r) = —r3 je proto 0, pro nulu je to ale ekvivalentni
se zapisem f(0) = 03. Timto jsme dokizali, Ze je pro viechna z nutné, aby platilo
f(x) = z3. Zkougkou ovéfime, Ze je to i dostatetné, tedy ze funkce f(z) = 23 je Fefenim
zadané rovnice.

Uloha 6.3.

Ani Henry nezahdli a otevird vSechna okna dokotdn, poslouchd zpév ptacki a pFemysli nad
ilohou, co mu véera prinesl jeho kamardd. Kdyby ji nevyiesil, tak by se asi hodné stydél, po-
miZete mu? Dostal za kol najit vSechna pFirozend n takovd, Ze existuje monotonni funkce f
spliwugict f(1) =42 a

Resgeni. Pro n = 2 je takovou funkci ziejmé f(x) = 43 —x. Protoze dvojim aplikovanim
funkce dostaneme pivodni argument, je tato funkce ¥eSenim pro viechna sudé n.
Pro licha n chceme ukézat, ze takova funkce neexistuje. Nejprve si uvédomime, ze

je-li f(z) = f(y), je x = f(f(...f(x)...) = f(f(...f(y)...) =y, funkce je proto prosta a
N—— S——

n n
tudiz bud rostouci, nebo klesajici. V prvnim piipadé z nerovnosti 42 = f(1) > 1 plyne

FU@) > FQ), f(F(F(1)) > f(f(1)), atd. pro vSechna n tedy
SUCF(1)) > fOCF(L)) > f(1) > 1
—— ~——

n n—1

coz je spor. Funkce f proto musi byt klesajici. Proto f(1) > 1, f(f(1)) < f(1),
FUFOFQY)) > fUFQY), fOFGf(D)) < f(f(..f(1)...). V posledni nerovnosti je <,
—— —

n+1 n
nebot znaménka se pravidelné stiidaji a n liché. Prava strana posledni rovnosti je ale 1

aleva f(1) = 42, mame tak 42 < 1, coZ je spor. Tim jsme dokazali, Zze funkce s danymi
vlastnostmi existuje, pravé kdyz je n sudé.

Zavérem dopliime, Ze podminka f(f(x)) = x je v kombinaci se zadanymi podmin-
kami pro suda n nejen dostate¢nd, ale — jak nékteri z vas dokdzali — i nutna. Krom
»pekné“ funkce f(z) = 43 — x ji vyhovi napiiklad v8echny funkce

fa) = {r(aT—x)+ar T > ay ,

Llap — ) +a,

kder >0aa, = 472[:;1.
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Uloha 6.4.

Matéj samoziejme véedel, Ze je to s tou prvomdjovou tradici uplné jinak, a tak nechal Libénku
Libénkou a pospichal za Bublou. UZ se ji chystal polibit, kdyz jej prekvapila otdzkou: ., Vis, co
jsem cetla rdno v Hloupétinském zpravodaji?“ Matéj si povzdychl, vytdhl z kapsy papir a tuzku
a zacal si psdt:

Necht c(z) = cos (5%), s(z) = sin (5%) o M = R\ {cotg( )|k € Z}. Najdi vsechny
funkce f: M — R spliiugici pro vsechna x z definicniho oboru rovnost

c(D)x —s(1) c(2)r —s(2)\ _ c(5)x—5(5) c(3)r —s(3)
() 1 (o)

sB)z+c(5)  s(3)z+c(3)

Reseni. Kazdeé &islo 1ze jisté psat ve tvaru o = cotg(t). Takovato substituce je vyhodna,
nebot pro d = 5577 plati

c(k) cotg(t) — s(k) eSSBSl gy oot — s(k)sint
s(k)cotg(t) + c(k) S(MLW ~ s(k)cost + c(k)sint
_cos(t+kd)
= St kd) cotg(t + kd).

Po provedeni substituce pfejde zadana rovnice do tvaru
f(cotg(t+ d)) + f(cotg(t + 2d)) = cotg(t + 3d) — cotg(t + 5d).

Kdyz do této rovnice dosazujeme za t postupné x — d,z,z + d,x + 2d, ..., x + 2009d,
dostéavame s vyuzitim periodicity funkce cotg (t.j. cotg(x + 2011d) = cotg(d)) soustavu
rovnic

f(cotg(x)) + f(cotg(x + d)) = cotg(x + 4d) — cotg(z + 2d)
f(cotg(x + d)) + f(cotg(z + 2d)) = cotg(x + bd) — cotg(x + 3d)
f(cotg(x + 2d)) + f(cotg(x + 3d)) = cotg(z + 6d) — cotg(x + 4d)

f(cotg(x 4 2010d)) + f(cotg(z)) = cotg(x + 3d) — cotg(z + d)

Vzhledem k defini¢nimu oboru f miZeme do vySe uvedenych rovnic dosazovat pouze
¢isla riiznd od nésobkl 5577. Diky tomu jsou vSechny hodnoty cotg definované.

Kdyz tyto rovnice vynésobime stiidavé ¢isly 1 a -1 a vysledky se¢teme, dostaneme
na levé strané 2f(cotg(z)). Na pravé strané se zrusi viechny ¢leny krom 2 cotg(z + 2d)
a 2 cotg(xz + 3d). Dostavame tak f(cotg(x)) = cotg(x + 3d) — cotg(x 4 2d), neboli

f(z) = cotg(arccotg = + 3d) — cotg(arccotg x + 2d).

_ c(3)z—s(3) c(2)z—s(2)
s(3)x+c(3) s(2)x+c(2) "

To 1ze prepsat jako f(x)
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Uloha 6.5.

V poslednich nékolika letech se Lenosin pékné rozrostl, a to jak do poctu obyvatel, tak i o
mnoho novijch namésti. To, o kterém vdm povime dnes, md uprostied trojuhelnikovou kasnu
(oznaéme jeji vrcholy A, B,C). V jeji blizkosti, konkréiné v bodech P a L, se nachdzi sochy
lenosinskych patroni — svatého Prokrastinidna a Letargiana. Vime, Ze cétyiihelniky ABLC a
ABCP jsou konvexni a Ze plati ndsledujici rovnosti whli:

|/BCL| = |ZACP| = 40°,
|/LBC| = |/CAP| = 70°.

Dokazte, Ze |AL| = |BP].

Regeni. V trojuhelnicich BLC a PAC jsou soucty thli 180°. Odtud dopoéitame ahly
|ZCLB| = |ZCPA| =70°. Trojuhelniky PAC a BLC jsou proto rovnoramenné s tthlem
pfi hlavnim vrcholu C' rovnym 40°. Bod A vznikne oto¢enim P okolo C' o 40°, bod L
oto¢enim B okolo C' o stejny thel. Proto je usecka PB otocenim AL a ma stejnou délku,
coz jsme chtéli dokézat.

Misto otoceni §lo argumentovat i shodnosti podle véty sus — trojuhelniky ALC a
PBC maji dvé dvojice stejné dlouhych stran (diky rovnostrannosti PAC a BLC) a
spole¢ny thel |ZACB| 4 40° u vrcholu C, jsou proto shodné a maji stejné dlouhou i
zbyvajici stranu AL resp. BP.

Uloha 6.6.

Kouma s Noumou lenosili tou dobou na zahrddce a pocitali pokoutniky (p), kvétopasy (q),
rybenky (v), sklipkany (s), tesaiiky (t), uZovky (u) a vodomily (v). Zjistili, Ze vSechna spocétend
¢isla jsou prvocisla (ne nutné riznd) a spliuji rovnost

PP op= 5%+ 1%+ 4o
Urcete, kolik kterych Zivocichi napocitali.

Reseni. Nejprve si uvédomime, ze kazda z druhych mocnin na pravé strané je alespoii
rovna 4, prava strana mus{ byt alespon 24 a proto nemé cenu uvazovat piipad p = 2.
Proto je p liché prvoéislo. Na levé strané mame souéin (p—1)(p+1)p, kdep—1lap+1
jsou dvé po sobé jdouci sudé ¢isla — jedno je délitelné dvéma, druhé dokonce &tyfmi,
leva strana je délitelnd osmi.

Kazdé liché ¢islo lze psét ve tvaru 4k & 1, jeho druh& mocnina je pak 16k? =8k +1,
tedy ¢&islo davajici zbytek 1 po dé&leni 8. Pokud je k z &isel q,7,s,t,u,v lichych, je
zbylych 6 — k ¢isel rovnych dvéma. Prava strana tak po déleni osmi dava stejny zbytek
jako k +4(6 — k) = 24 — 3k. Odtud vidime, ze k musi byt délitelné osmi, protoze ale
k < 6, vyhovi jediné k = 0. Mame tak ¢ = r = s =t = v = v = 2. Prava strana se
musi rovnat 24, coz nastane pro p = 3 (protoze je funkce p> — p pro p > 1 rostouct, jde
o jediné FeSeni).

Pokoutnici byli tfi, ostatni Zivocichové byli vzdy zastoupeni v pérech.
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Uloha 6.7.

Libénka upekla ctvercovou buchtu a umistila na ni 99 hrozinek. Ddvala si pFitom zdleZet, aby
kazdé dvé mély od sebe vzddlenost alespon centimetr. Po chvilce viné buchty ptildkala Matéje,
ktery dostal ndramnou chut na hrozinky. Libénka mu dovolila jich nékolik vyloupnout, ale pod
podminkou, Ze kazdé dvé vyloupnuté hrozinky budou mit od sebe vzddlenost alespori \/3 centime-
tri. ProtoZe $lo o jidlo, prisel Matéj velmi rychle na to, jak ukofistit maximadlni pocet hrozinek.
Dokazte, zZe se mu jich povedlo ziskat alespoti jedendct.

Reseni. Budeme chtit (indukci) dokézat, Ze z 9n hrozinek jich za danych podminek
lze vzdy ukofistit n. Pro n = 1 to lze trividlné. Pfedpokladejme, Ze to lze pron = k a
dokazme to pron =k + 1.

Rozmistime na buchtu 9(k + 1) hrozinek a uvazime hrozinku A, ktera je nejblize k
levému okraji (v pFipadé shody libovolnou z nich). Hrozinku vyloupneme, nejblizgich 8
hrozinek oznaéime za nevyloupnutelné a ze zbylych 9%k hrozinek vyloupneme nejvhod-
néj¥ich k. Spravné vzdalenosti mezi poslednimi k£ vyloupnutymi hrozinkami méame z
indukénfho predpokladu, zbyva dokazat, Ze i prvn{ hrozinka mé od vSech ostatnich vy-
loupnutych spravnou vzdalenost. ProtoZze vime, Ze jsme nevyloupli Zadnou z osmi k ni
nejblizsich, sta¢i ndm dokézat, Ze jedna z téchto osmi je od ni ve vzdélenosti alesponi
V3.

Pro spor predpoklddejme, Zze vSech osm nejbliz§ich hrozinek ma od A vzdalenost
nejvyse v/3. Pokud prvni hrozinku spojime s osmi nejbliziimi, dostaneme sedm uhla,
jejichz soucet je nejvyse 180°, jeden z thli je tak jisté mengi nez 30°. Hrozinky urcujici
tento uhel ozna¢me B, C. Protoze | ZACB| < 30°, 7 kosinové véty pro trojuhelnik ABC
je a®? < b? +c? — V/3bec= (b — §C)2+§.

Nyni budeme hledat nejvyssi moznou hodnotu tohoto vyrazu. P¥i substituci © = §

2
Y= b—@c = b—+/3x chceme maximalizovat 22 +42. Pokud bychom uvazovali bod (z, y)
v kartézském soufadném systému, je vyraz x? + y? druhou mocninou jeho vzdalenosti
od potatku. Ze zadani vime, ze b > 1 a ¢ > 1, pfedpokladame b < /3, ¢ < /3, coz

sl << 1-Vlr<y<V3-V3 Sy i i
znamend ; < x < 55, 3z <y < 3z. Tyto ¢tyfi nerovnosti omezuji
mnozinu moznych poloh bodu (x,y) na rovnobé&znik. Vrcholy rovnobézniku vycislime

1 43 V3 1

jako pritseciky pifmek, na nichz lezi jeho strany, dostaneme body (3,%), (%5, —3),

(%, 1-— @), (@, V3 - %) Druhé mocniny vzdélenosti od po¢atku jsou pro tyto body po
fadé 1, 1, 2 — v/3, 6 — 3v/3. Snadno ovéiime, Ze viechna tato &isla jsou nejvyse 1, tedy
vSechny vrcholy rovnobézniku lezi v kruhu se stfedem v pocatku a polomérem 1 a proto
v tomto kruhu lezi i cely rovnob&znik. Maximalni hodnota vyrazu z2+y? = b>+c%—/3bc
je proto 1.

ProtoZe je tento vyraz ostrym hornim odhadem pro a
spor.

2 ) o . v
, mame a < 1, coz je kyzeny
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