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�e²ení 5. série

Invarianty

Úloha 5.1. A za£alo nám jaro. Sluní£ko svítí, tráva se za£íná zelenat, Lib¥nka vyb¥hla ven
s mí£em: �Mat¥ji, poj¤ si házet.� �Nem·ºu, po£ítám jamky!� Mat¥j sed¥l na trávníku, p°es
sebou m¥l 2011 jamek a mezi nimi £áry vyryté tak, aby byly v²echny jamky spojené do jednoho
mnohoúhelníku. �Lib¥nko, co myslí², existuje p°ímka, která bude protínat v²echny hrany v tomto
mnohoúhelníku?�

�e²ení. Správná odpov¥¤ byla p°ekvapiv¥ záporná. Ozna£me jamky J1, J2, . . . , J2011,
postupn¥ v tom po°adí, v jakém jsou pospojované do mnohoúhelníku. Pro spor p°ed-
pokládejme, ºe existuje p°ímka, která opravdu protíná v²ech jeho 2011 hran. Ta d¥lí
rovinu na dv¥ poloroviny, kterým budeme pro jednoduchost °íkat levá a pravá. Bez
újmy na obecnosti m·ºeme p°edpokládat, ºe J1 leºí v levé polorovin¥. Jelikoº p°ímka
protíná i úse£ku J1J2, musí nutn¥ leºel J2 na pravé stran¥. Ze stejného d·vodu musí
být J3 op¥t nalevo, J4 napravo a tak dále. Obecn¥ dostáváme, ºe liché jamky jsou na
levé, zatímco sudé na pravé stran¥. P°ímka proto nem·ºe protínat úse£ku J1J2011, coº
je spor s p°edpokladem, ºe protíná v²echny hrany.

Úloha 5.2. �To je snadné Mat¥ji,� °ekla po vy°e²ení Mat¥jova problému Lib¥nka. �Mám
pro tebe lep²í p°íklad!� P°ed jejich domem jim Henry vydláºdil obdélník 8 × 9, jak vidíte na
obrázku. Aby to nebylo jen tak oby£ejné, ozdobil jej 6 dvojkostkami. �Mat¥ji, jaký je nejv¥t²í
po£et dvojkostek, které lze je²t¥ umístit do na²eho vydláºd¥ného obdélníku?� (Dvojkostky mohou
být poloºeny pouze svisle nebo vodorovn¥, musí zakrývat práv¥ dva sousední £tverce a samoz°ejm¥
uº nesmí být poloºeny tam, kde uº n¥jaké jsou.) Poradíte Mat¥jovi, kolik jich m·ºe pouºít?

�e²ení. Vyskládaná úhlop°í£ka d¥lí obdélník na dva �trojúhelníky� . Jednu z nich obar-
víme ²achovnicovým zp·sobem a druhou obarvíme symetricky, tedy tak, ºe se ²achov-
nicový vzor v rozích poru²í, viz obrázek. Jelikoº spolu nikde nesousedí dv¥ £erná pole,
kaºdá p°idaná dvojkostka pokryje alespo¬ jedno bílé pole.

Bílých polí je celkem 28, nelze tedy umístit více neº 28 dvojkostek. Nyní je d·leºité
ukázat, ºe 28 je moºných. M·ºete se tak p°esv¥d£it na druhém obrázku.

Jiný moºný postup vedoucí k cíli je obarvení celé plochy ²achovnicovým zp·sobem
a rozebrání situací v rozích. P°ístup vý²e je ale p°ím¥j²í a pr·hledn¥j²í.
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Úloha 5.3. Poté, co d¥ti poloºily kostky, se jim uº necht¥lo moc hýbat a cht¥ly jen trochu
p°emý²let, tak zab¥hly za Henrym a za£aly ²kemrat o n¥jaký p°íklad. A Henry se nenechal
dlouho pobízet. Tak si p°edstavte, d¥ti, mnoºinu p°irozených £ísel od 1 do 2011. Budete se
st°ídat. V kaºdém kroku vybere jeden z vás n¥jaká dv¥ £ísla u, v a nahradí je £íslem 2uv+u+v.
Po 2010 krocích vám zbude jediné £íslo. A na vás te¤ bude ur£it mnoºinu v²ech £ísel, která vám
mohou zbýt.

�e²ení. Po n¥kolika pokusech (s men²í po£áte£ní mnoºinou) jste mohli zjistit, ºe v·bec
nezáleºí na tom, jaká £ísla vybíráte a nakonec vyjde ta samá hodnota. Pro dokázání této
vlastnosti najdeme trochu trikový invariant.

Ozna£me St sou£in dvojnásobk· £ísel v mnoºin¥ zvý²ených o 1 v okamºiku, kdy v
mnoºin¥ zbývá t £ísel. Formáln¥ tedy

St = (2m1 + 1) · (2m2 + 1) · · · · · (2mt + 1),

kde {m1,m2, . . . ,mt} je aktuální mnoºina £ísel. Dokáºeme, ºe St nezávisí na t, tedy ºe
nahrazení libovolných dvou £ísel u, v £íslem 2uv+ u+ v tuto hodnotu nezm¥ní. Jelikoº
platí

(2u+ 1)(2v + 1) = 4uv + 2u+ 2v + 1 = 2(2uv + u+ v) + 1,

ve výsledném sou£inu se provedení operace neprojeví. Odtud jiº plyne, ºe na konci zbyde
vºdy stejné £íslo, zbývá ho vyjád°it.

Na za£átku máme £ísla od 1 do 2011, tedy S2011 = 3 · 5 · 7 · · · · · 4023 = 4023!
2011!·22011 .

Na konci bude v mnoºin¥ jediné £íslo x, tedy 2x+ 1 = S1 = S2011 a odtud

x =
S2011 − 1

2
=

4023!− 2011! · 22011

2011! · 22012
.

Úloha 5.4. Na (oboustrann¥) nekone£ný pás rozd¥lený na £tverce je naskládáno kone£n¥
mnoho kamen·. V kaºdém kroku provedeme jeden z následujících tah·:

• Odebereme jeden kámen z pozice n− 1 a n a p°idáme jeden kámen na pozici n+ 1.

• Odebereme dva kameny z pozice n a p°idáme po jednom kameni na pozice n− 2 a n+ 1.

Dokaºte, ºe posloupností t¥chto tah· se musíme dostat do stavu, kdy ani jeden z t¥chto tah·
nelze provést a rozloºení kamen· v tomto stavu nezávisí na operacích, které jsme provád¥li (ale
pouze na po£áte£ním rozd¥lení kamen·).

�e²ení. Pouºijme podobnou metodu jako v pomocném povídání v p°íkladu 5, totiº
exponenciální ohodnocení pozic. Pozici k p°i°adíme hodnotu ak, kde a je zatím neznámé
£íslo. Budeme se snaºit zajistit, aby celkové ohodnocení S =

∑
ak · pk, kde pk je po£et

kamen· na pozici k, bylo invariantní.

• P°í aplikaci prvního povoleného tahu odebereme kámen z pozic n−1 a n, p°idáme
na n+ 1. Poºadujeme tedy, aby an−1 · (a2 − a− 1) = 0.

• P°i pouºití druhého odebereme dva kameny z n a p°idáme na n−2, n+1. Chceme
proto zajistit an−2 · (a3 − 2a2 + 1) = 0.
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Z rozkladu polynomu a3 − 2a2 + 1 = (a− 1)(a2 − a− 1) dostáváme, ºe sta£í splnit
a2 − a− 1 = 0, takºe oba ko°eny této rovnice (1±

√
5)/2 jsou vyhovující. Ohodnocení

chceme mít v²ude kladné, poloºme tedy a = (1 +
√
5)/2.

Nejprv musíme ukázat, ºe posloupností tah· se po kone£ném po£tu krok· dostaneme
do stavu, kdy ani jeden tah nelze provést, jinýmy slovy, dané operace nelze provád¥t do
nekone£na. P°i první operaci vºdy jeden kámen ubyde, takºe pokud existuje nekone£ná
posloupnost tah·, pak od ur£ité doby nepouºívá tahy prvního typu. Sta£í proto ukázat,
ºe neexistuje nekone£ná posloupnost tah· druhého typu. Pro spor p°edpokládejme, ºe
existuje. Pak také existuje nekone£ná posloupnost tah·, ve které se kaºdý kámen po-
hne nekone£n¥ mnohokrát, nebo´ kameny, které se po ur£itém £ase p°estanou hýbat,
m·ºeme zanedbat a pokra£ovat od tohoto £asu dál. Vºdy proto platí, ºe jednou bude
operace provedena na nejprav¥j²í obsazenou pozici, £ímº se posune pravý �kraj�(tj.
index nejprav¥j²í obsazená pozice zvý²í).

P°edpokládejme, ºe celkové ohodnocení (které je invariantní) je H. Potom m·ºeme
najít takové l, ºe al > H. Jelikoº se pravý �kraj� stále posouvá, jednou bude kámen i
na pozici l. Celkové ohodnocení by pak bylo v¥t²í neº H, coº je spor.

Druhou £ástí úlohy bylo ukázat, ºe a´ d¥láme, co d¥láme, kone£ný stav vºdycky
vypadá stejn¥. Pokud ani jeden z tah· nelze provést, nejsou nikde dva kameny na
stejné pozici, ani nikde nejsou dva kameny vedle sebe. Ukáºeme, ºe pro dané celkové
ohodnocení H lze kameny naskládat na pozice jediným moºným zp·sobem p°i
spln¥ní t¥chto podmínek.

Na pozicích men²ích neº n dostaneme maximální ohodnocení, pokud bude kámen
na kaºdém druhém poli. Ohodnocení potom bude

an−1 + an−3 + an−5 + · · · = an−1

1− a−2
= a.

Odtud plyne klí£ové pozorování, ºe s kone£ným po£tem kamen· na pozicích men²ích
neº n bude celkové ohodnocení men²í, neº pro jediný kámen na pozici n.

Z toho jiº dostáváme, ºe pokud k je nejvy²²í exponent, pro který ak ≤ H, pak na po-
zici k musí nutn¥ být kámen. Zbylé kameny umístíme rekurzivn¥ (pokra£ujeme obdobn¥
s celkovým ohodnocením H − ak). Tímto postupem dostaneme vyhovující rozpoloºení
kamen·, které je díky vynucenému umíst¥ní kamenu v kaºdém kroku jednozna£né.

Na záv¥r podotkn¥me, ºe pouºité ohodnocení úzce souvisí s Fibonacciho £ísly. Pokud
bychom ohodnotili pozice Fibonacciho £ísly, celkové ohodnocení by se také nem¥nilo.
Jediná p°ekáºka je, ºe to není moºné, nebo´ pás je oboustrann¥ nekone£ný. Bylo by
tedy pot°eba n¥jakým zp·sobem zobecnit Fibonacciho £ísla, £ímº op¥t dostáváme jakési
exponenciální ohodnocení pozic. Jednozna£nost umíst¥ní kamen· pak úzce souvisí s
jednozna£ností zápisu ve Fibonacciho £íselné soustav¥, pokud zakáºeme dv¥ jedni£ky
vedle sebe.
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Úloha 5.5. Za to v Leno²ín¥ byl p¥kný jarní zmatek. V²ichni pobíhali a hledali kousek papíru
a tuºku. Vyhlásili zde totiº tzv. jarní p°íklad a kdo ho vy°e²í jako první, ten nemusí d¥lat jarní
úklid. A toho, ºe budou muset uklízet se v²ichni Leno²ín²tí bojí ze v²eho nejvíc. M¥li dokázat, ºe
a2− c2 = ab, pokud a, b, c jsou reálná nenulová £ísla taková, ºe platí a2− b2 = bc a b2− c2 = ca.
Také se vám nechce uklízet? Tak to rychle vy°e²te jako první!

�e²ení. Se£tením známých rovností a2 − b2 = bc a b2 − c2 = ca dostáváme a2 − c2 =
bc+ ca, takºe nám sta£í dokázát, ºe bc+ ca = ab.

Z první známé rovnosti a2−b2 = bcm·ºeme vyjád°it c = a2/b−b a tedy b+c = a2/b.
Pravá strana této rovnosti je z°ejm¥ nenulová a proto jí m·ºeme druhou zadanou rovnost
vyd¥lit. Dostáváme b − c = bc/a a po úprav¥ bc + ca = ab, £ímº je cht¥ná rovnost
dokázána.

Úloha 5.6. Kouma se ti²e schovával na zahrad¥ a doufal, ºe i kdyº jarní p°íklad nevy°e²il jako
první (prý ho p°edb¥hl n¥jaký BRKOSák, hr·za), nebude muset uklízet. A aby se nenudil, kreslil
si do písku kruºnice. Nejprve nakreslil dv¥ kruºnice k, l, které m¥ly stejný polom¥r a protínaly
se v bodech B a C. Jako X si ozna£il st°ed úse£ky BC. Dále si ozna£il bod A, který leºí na
kruºnici k a zárove¬ vn¥ kruºnice l. Polop°ímky AB, AC protínají l v A1, A2 a polop°ímky
A1X, A2X protínají k v P1, P2. A pak ho to napadlo. �Uº to mám! Dokáºu, ºe |AP1| = |AP2|.�
Dokáºete to dokázat d°ív neº leno²ný Kouma?

�e²ení. Ozna£me K1, L1 pr·se£íky polop°ímky A1P1 s k, l (r·zné od P1, A1). Jelikoº
X je st°edem úse£ky BC a kruºnice mají stejný polom¥r, jsou trojúhelníky BXK1 a
CXL1 shodné a obzvlá²t¥ pak |BK1| = |CL1|.

Úhly BA1K1, L1P1C jsou obvodové úhly nad shodnými t¥tivami BK1, CL1 kruºnic
k, l se stejným polom¥rem a proto musí být stejn¥ velké. Odtud dostáváme rovnob¥ºnost
p°ímek AA1 a CP1, ze které plyne |AP1| = |BC|.

Obdobn¥ lze odvodit |AP2| = |BC|, coº dohromady dává dokazovanou rovnost
|AP1| = |BC| = |AP2|.

Úloha 5.7. To �ouma byl daleko poctiv¥j²í. Pe£liv¥ uklízel kaºdé p°ebyte£né smítko, co mu po
zim¥ z·stalo na stole. A nebyl by to �ouma, kdyby si ta smítka nespo£ítal. Bylo jich dohromady
x. A pak se vrhl na Koum·v st·l, protoºe Kouma kdovíkde v¥zel a úklid se p°eci nesmí zanedbat.
Koum·v st·l obsahoval y smítek. Ale to je náhoda, ºe dvojnásobek druhé mocniny po£tu �ou-
mových smítek bez jednoho se rovnal patnácté mocnin¥ po£tu Koumových smítek, ºe? Dokaºte,
ºe m¥l �ouma na stole bu¤ 1 smítko, nebo n¥jaký po£et d¥litelný p¥ti.

�e²ení. Chceme dokázat, ºe pokud pro p°irozená x > 1 a y platí 2x2 − 1 = y15, pak
nutn¥ 5 d¥lí x. Zkusme to sporem.

P°eve¤me 1 na druhou stranu a rozloºme:(
y5 + 1

2

)
(y10 − y5 + 1) = x2.

Ozna£me a = (y5 + 1)/2, b = y10 − y5 + 1 £initele na levé stran¥. Jelikoº y je z
p·vodní rovnice z°ejm¥ liché, jsou ob¥ £ísla p°irozená.

Protoºe (2a)2−b = 3y5 a a je s y5 z°ejm¥ nesoud¥lné, musí být bu¤ a a b nesoud¥lná,
nebo je jejich nejv¥t²í spole£ný d¥litel 3. Rozeberme ob¥ moºnosti.
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1. Pokud jsou nesoud¥lná, pak z rovnice ab = x2 plyne, ºe a i b jsou druhé mocniny.
To v²ak není moºné, nebo´ pro y > 1 platí(

y5 − 1
)2

< y10 − y5 + 1 <
(
y5
)2

.

2. Pokud (a, b) = 3, pak z rovnice ab = x2 existují A,B takové, ºe a = 3A2, b = 3B2

a tedy y5 + 1 = 6A2 a x = 3AB.

Jelikoº y5 − y = (y2 + 1)(y − 1)y(y + 1) je vºdy d¥litelné 6 (je d¥litelné sou£inem
t°í po sob¥ jdoucích £ísel), musí být i 6A2 − (y5 − y) = y + 1 d¥litelné 6. Potom(

y + 1

6

)
(y4 − y3 + y2 − y + 1) = A2.

Jelikoº y4−y3+y2−y+1 = (y+1)(y3−2y2+3y−4)+5, jediný moºný spole£ný
d¥litel £initel· na levé stran¥ p°edchozí rovnice proto d¥lí p¥tku. Z p°edpokladu
v²ak 5 ned¥lí x a tedy ani A, £initele na levé stran¥ jsou tedy nesoud¥lné. Výraz
y4−y3+y2−y+1 proto musí být £tverec. To v²ak není pro y > 1 moºné, protoºe(

2y2 − y
)2

< 4(y4 − y3 + y2 − y + 1) <
(
2y2 − y + 1

)2
.

Ani v jednom p°ípad¥ nemá rovnice pro x > 1 ned¥litelná p¥ti °e²ení, coº jsme cht¥li
dokázat.
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