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ResSeni 5. série

INVARIANTY

Uloha 5.1. A zacalo ndm jaro. Slunicko sviti, trdva se zacind zelenat, Libénka vybéhla ven
s micem: ,,Matéji, pojd si hdzet.“ ,Nemiizu, pocitdm jamky!“ Matéj sedél na travniku, pFes
sebou meél 2011 jamek a mezi nimi éary vyryté tak, aby byly vsechny jamky spojené do jednoho
mnohotihelniku. ,Libénko, co myslis, existuje pFimka, kterd bude protinat vSechny hrany v tomto

mmnohothelniku?“

ReSeni. Spravna odpoved byla prekvapivé zaporna. Oznaéme jamky Ji, Jo, - .., Jooi1,
postupné v tom poradi, v jakém jsou pospojované do mnohouhelniku. Pro spor pfed-
pokladdejme, Ze existuje piimka, kterd opravdu protin& vSech jeho 2011 hran. Ta déli
rovinu na dvé poloroviny, kterym budeme pro jednoduchost fikat leva a prava. Bez
Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze Ji lezi v levé poloroving. Jelikoz piimka
protind i dsecku JiJo, musi nutné lezel Jo na pravé strané. Ze stejného divodu musi
byt J3 opét nalevo, Jy napravo a tak déale. Obecné dostavame, Ze liché jamky jsou na
levé, zatimco sudé na pravé strané. Piimka proto nemuze protinat tsecku JyJog11, cO%
je spor s predpokladem, Ze protind vSechny hrany.

Uloha 5.2. 1o je snadné Matéji,“ tekla po vyieSeni Matéjova problému Libénka. ,,Mdm
pro tebe lepsi priklad!“ Pred jejich domem jim Henry vydldZdil obdélnik 8 x 9, jak vidite na
obrazku. Aby to nebylo jen tak obylejné, ozdobil jej 6 dvojkostkami. ,Matéji, jaky je nejuétsi
pocet dvojkostek, které lze jeste umistit do naseho vydldzdéného obdélniku?“ (Duvojkostky mohou
byt poloZeny pouze svisle nebo vodorovné, musi zakrijvat pravé dva sousedni étverce a samoziejmé
uZ nesmi byt poloZeny tam, kde uZ néjaké jsou.) Poradite Matéjovi, kolik jich miZe pouZit?

Regeni. Vyskladana ahlopiicka déli obdélnik na dva ,trojihelniky*. Jednu z nich obar-
vime Sachovnicovym zpisobem a druhou obarvime symetricky, tedy tak, Ze se Sachov-
nicovy vzor v rozich porusi, viz obrazek. Jelikoz spolu nikde nesousedi dvé ¢erné pole,
kazda pridana dvojkostka pokryje alespon jedno bilé pole.

Bilych poli je celkem 28, nelze tedy umistit vice nez 28 dvojkostek. Nyni je dilezité
ukézat, ze 28 je moznych. MuzZete se tak ptresvédcit na druhém obréazku.

Jiny mozny postup vedouci k cili je obarveni celé plochy Sachovnicovym zptsobem
a rozebrani situaci v rozich. Pfistup vySe je ale piimé&jsi a prithledné&jsi.
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Uloha 5.3. Poté, co déti poloZily kostky, se jim uZ nechtélo moc hgbat a chtély jen trochu
piremyjslet, tak zabéhly za Henrym a zacaly Skemrat o néjaky pFiklad. A Henry se menechal
dlouho pobizet. Tak si predstavte, déti, mnoZinu pTirozenych cisel od 1 do 2011. Budete se
stiidat. V kazZdém kroku vybere jeden z vas néjakd dvé ¢isla u, v a nahradi je ¢islem 2uv+u-+wv.
Po 2010 krocich vam zbude jediné ¢islo. A na vds ted bude urcit mnoZinu vsech cisel, kterd vim
mohou zbyjt.

Reseni. Po nékolika pokusech (s mensi pocatedni mnozinou) jste mohli zjistit, ze viibec
nezalezi na tom, jaka ¢isla vybirate a nakonec vyjde ta sama hodnota. Pro dokézani této
vlastnosti najdeme trochu trikovy invariant.

Oznacme S; soucin dvojnasobki ¢isel v mnoziné zvySenych o 1 v okamziku, kdy v
mnoziné zbyva t ¢isel. Forméalné tedy

St:(2m1+1)-(2m2+1)-----(th—f—l),

kde {m1, ma,...,m;} je aktudlni mnozina ¢isel. Dokazeme, ze S; nezéavisi na t, tedy ze
nahrazeni libovolnych dvou &isel u, v ¢slem 2uv + u + v tuto hodnotu nezméni. Jelikoz
plati

Qu+1)2v+1)=4uv +2u+2v+1=2Q2uv+u+v)+1,

ve vysledném soudinu se provedeni operace neprojevi. Odtud jiz plyne, Ze na konci zbyde
vzdy stejné Cislo, zbyva ho vyjadrit.

Na zac¢atku mame &isla od 1 do 2011, tedy So011 =3-5-7-----4023 = 201410!%.
Na konci bude v mnoziné jediné &islo x, tedy 2x + 1 = S7 = Sap11 a odtud

Sogr1 — 1 4023! — 2011! - 220U
x - =
2 2011! - 22012

Uloha 5.4. Na (oboustranné) nekoneény pds rozdéleny na ctverce je naskliddno konecné
mnoho kamenit. V kazZdém kroku provedeme jeden z ndsledugjicich tahi:

o Odebereme jeden kamen z pozice n — 1 a n a priddme jeden kdmen na pozici n + 1.
o QOdebereme dva kameny z pozice n a piiddme po jednom kameni na pozicen —2 an+ 1.

Dokazte, Ze posloupnosti téchto tahi se musime dostat do stavu, kdy ani jeden z téchto tahi
nelze provést a rozloZeni kameni v tomto stavu nezdvisi na operacich, které jsme provddéli (ale
pouze na pocdtecnim rozdéleni kamend).

ReSeni. Pouzijme podobnou metodu jako v pomocném povidani v piikladu 5, totiz
exponencialni ohodnoceni pozic. Pozici k p¥ifadime hodnotu a¥, kde a je zatim neznamé
&islo. Budeme se snazit zajistit, aby celkové ohodnoceni S = 3 a* - py, kde py je pocet
kamentl na pozici k, bylo invariantni.

e Pii aplikaci prvniho povoleného tahu odebereme kdmen z pozic n—1 a n, pfidame
na n + 1. Pozadujeme tedy, aby a”~ ' - (a? —a —1) = 0.

e Pfi pouziti druhého odebereme dva kameny z n a pfidame na n—2, n+ 1. Chceme
proto zajistit a" 2 - (a® — 2a® + 1) = 0.
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7 rozkladu polynomu a® — 2a? + 1 = (a — 1)(a®? — a — 1) dostévame, 7e stadi splnit
a’? —a — 1 =0, takze oba kofeny této rovnice (1 ++/5)/2 jsou vyhovujici. Ohodnoceni
chceme mit viude kladné, polozme tedy a = (1 +/5)/2.

Nejprv musime ukdzat, Zze posloupnosti tahd se po koneéném poctu krokid dostaneme
do stavu, kdy ani jeden tah nelze provést, jinymy slovy, dané operace nelze provadét do
nekonecéna. Pfi prvni operaci vzdy jeden kdmen ubyde, takze pokud existuje nekone¢na
posloupnost tahi, pak od urcité doby nepouziva tahy prvniho typu. Staci proto ukizat,
7e neexistuje nekoneéné posloupnost tahi druhého typu. Pro spor predpokladejme, ze
existuje. Pak také existuje nekone¢na posloupnost tahti, ve které se kazdy kdmen po-
hne nekoneéné mnohokrat, nebot kameny, které se po urcitém case pfestanou hybat,
mizeme zanedbat a pokracovat od tohoto ¢asu dal. Vzdy proto plati, Ze jednou bude
operace provedena na nejpravéjsi obsazenou pozici, ¢imz se posune pravy ,kraj“(tj.
index nejpravéjsi obsazena pozice zvysi).

Piedpokladejme, ze celkové ohodnoceni (které je invariantni) je H. Potom mtizeme
najit takové I, ze a! > H. JelikoZ se pravy ,kraj“ stale posouvé, jednou bude kimen i
na pozici [. Celkové ohodnoceni by pak bylo vétsi nez H, coz je spor.

Druhou ¢asti tlohy bylo ukazat, ze at délame, co délame, koneény stav vidycky
vypada stejné. Pokud ani jeden z tahdl nelze provést, nejsou nikde dva kameny na
stejné pozici, ani nikde nejsou dva kameny vedle sebe. UkdZeme, Ze pro dané celkové
ohodnocen{ H lze kameny nasklddat na pozice jedinym moZnym zptsobem pii
splnéni téchto podminek.

Na pozicich mensich nez n dostaneme maximalni ohodnoceni, pokud bude kimen
na kazdém druhém poli. Ohodnoceni potom bude

an—l

anil%—an73%—ani5—%-~-=: = q.
1—a2

Odtud plyne kli¢ové pozorovani, Ze s koneénym poétem kamenti na pozicich mensich
nez n bude celkové ohodnoceni mensi{, nez pro jediny kdmen na pozici n.

Z toho jiz dostavame, ze pokud k je nejvyssi exponent, pro ktery a* < H, pak na po-
zici k musi nutné byt kimen. Zbylé kameny umistime rekurzivné (pokra¢ujeme obdobné
s celkovym ohodnocenim H — a*). Timto postupem dostaneme vyhovujici rozpolozeni
kament, které je diky vynucenému umisténi kamenu v kazdém kroku jednoznacné.

Na zavér podotknéme, ze pouzité ohodnoceni tzce souvisi s Fibonacciho éisly. Pokud
bychom ohodnotili pozice Fibonacciho &isly, celkové ohodnoceni by se také neménilo.
Jedina piekazka je, ze to neni mozné, nebot pas je oboustranné nekonecny. Bylo by
tedy potieba néjakym zpusobem zobecnit Fibonacciho ¢isla, ¢imz opét dostavame jakési
exponencidlni ohodnoceni pozic. Jednoznacnost umisténi kamend pak tzce souvisi s
jednoznacnosti zapisu ve Fibonacciho ciselné soustave, pokud zakdzeme dvé jednicky
vedle sebe.
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Uloha 5.5. Za to v Lenosiné byl pekny jarni zmatek. Vsichni pobihali a hledali kousek papiru
a tuzkw. Vyhldsili zde totiZ tzv. jarni priklad a kdo ho vyresi jako pruni, ten nemusi délat jarni
iklid. A toho, Ze budou muset uklizet se vSichni Lenosingti boji ze vseho nejvic. Méli dokdzat, Ze
a? —c® = ab, pokud a,b, ¢ jsou redlnd nenulovd ¢isla takovd, Ze plati a®> — b = be a b? — c® = ca.

Také se vam nechce uklizet? Tak to rychle vyreste jako proni!

2 2 2

ReSeni. Sectenim znamych rovnosti a? — b2 = be a b2 — ¢ = ca dostavame a? — 2 =
bc + ca, takze nam staci dokazat, ze bc 4+ ca = ab.

Z prvni zndmé rovnosti a? —b? = be miizeme vyjad¥it ¢ = a?/b—b a tedy b+c = a?/b.
Prava strana této rovnosti je zfejmé nenulova a proto ji mizeme druhou zadanou rovnost
vydélit. Dostavame b — ¢ = bc/a a po upravé bec + ca = ab, ¢im7 je chténd rovnost

dokazana.

Uloha 5.6. Kouma se tise schovdval na zahradé a doufal, Ze i kdyz jarni priklad nevyresil jako
prung (pry ho piedbéhl néjaky BRKOSdk, hriza), nebude muset uklizet. A aby se nenudil, kreslil
st do pisku kruznice. Nejprve nakreslil dvé kruznice k,l, které mély stejnij polomér a protinaly
se v bodech B a C. Jako X si oznacil stred usecky BC. Ddle si oznacil bod A, ktery leZi na
kruznici k a zdroven vné kruznice 1. PolopFimky AB, AC protinaji | v Ay, As a polopiimky
A1 X, A X protinaji k v Py, Ps. A pak ho to napadlo. ,, Uz to mdm! Dokdzu, Ze |AP| = |AP;|.“
Dokdzete to dokdzat ditv neZ lenosnyj Kouma?

Reseni. Ozna¢me K1, L; prisediky polopiimky A, P; s k, 1 (rizné od Pp, Ay). Jelikoz
X je stfedem usecky BC a kruZnice maji stejny polomér, jsou trojihelniky BXK; a
CX Ly shodné a obzvlasté pak |[BK;| = |CL4|.

Uhly BA1 K1, L1 P,C jsou obvodové thly nad shodnymi tétivami BK;,C Ly kruznic
k, [ se stejnym polomérem a proto musi byt stejné velké. Odtud dostdvame rovnobéznost
piimek AA; a CPy, ze které plyne |AP;| = |BC|.

Obdobné lze odvodit |AP| = |BC|, coz dohromady dava dokazovanou rovnost
|[AP| = [BC| = |AP,|.

Uloha 5.7. To Nouma byl daleko poctivéjsi. Peclive uklizel kazdé prebytecné smitko, co mu po
zimé zistalo na stole. A nebyl by to Nouma, kdyby si ta smitka nespocital. Bylo jich dohromady
x. A pak se vrhl na Koumiiv stil, protoZe Kouma kdovikde vézel a uklid se pieci nesmi zanedbat.
Koumiv stil obsahoval y smitek. Ale to je ndhoda, Ze dvojndsobek druhé mocniny poctu Nou-
movijch smitek bez jednoho se rovnal patndcté mocniné poctu Koumouvijch smitek, Ze? Dokazte,
#e mel Nouma na stole bud 1 smitko, nebo néjaky pocet delitelny péti.

Reseni. Chceme dokazat, ze pokud pro pfirozena z > 1 a y plati 222 — 1 = y'%, pak
nutné 5 déli x. Zkusme to sporem.
Pfevedme 1 na druhou stranu a rozlozme:

5
Yy’ +1
< 5 )(ylo—y5+1):x2.

Oznatme a = (y° + 1)/2, b = y'% — 45 + 1 Cinitele na levé strané. Jelikoz y je z
puvodni rovnice ziejmé liché, jsou obé ¢isla pfirozena.

Protoze (2a)?—b = 3y5 a a je s y° ziejm& nesoudélné, musi byt bud a a b nesoudélna,
nebo je jejich nejvétsi spoleény délitel 3. Rozeberme obé moZnosti.
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1. Pokud jsou nesoudélna, pak z rovnice ab = 22 plyne, Ze a i b jsou druhé mocniny.
To v8ak neni mozné, nebot pro y > 1 plati

2 2
(y5 _ 1) < yIO _ y5 + 1 < (y5) )
2. Pokud (a,b) = 3, pak z rovnice ab = 2? existuji A,B takové, ze a = 342, b = 3B

atedy y° +1=064% a z = 3AB.

Jelikoz y° —y = (y* + 1)(y — D)y(y + 1) je vidy délitelné 6 (je délitelné soucinem
t¥1 po sob& jdoucich &isel), musi byt i 642 — (y° —y) = y + 1 délitelné 6. Potom

y+1
<6> (W' -y’ +9* —y+1) = 4%
Jelikoz y* —y3 +9y2 —y+1 = (y+1)(y> —2y? + 3y —4) + 5, jediny mozny spoletny
délitel ¢initelt na levé strané piedchozi rovnice proto déli pétku. Z pfedpokladu
viak b nedéli x a tedy ani A, &nitele na levé strané jsou tedy nesoudélné. Vyraz
y* —y3 +y? —y+1 proto musi byt ¢tverec. To vSak nenf pro y > 1 mozné, protoze
2 2
(202 —y) <4y -+ —y+1) < (2P —y+1)".
Ani v jednom piipadé nemd rovnice pro x > 1 nedélitelnd péti feSeni, coz jsme chtéli
dokazat.
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