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Reseni 3. série

GONIOMETRIE

Uloha 3.1.

To se jednou Libénka probudila a venku krdsné padal snih. Viocky ji pFipomnély jeji nej-
krdasnéjsi den v Zivoté. Stejné jako nyni i tehdy se divala z okna na padagici snih, kdyz v tom
zazvonil zvonek. Oteviela a strnula. Ve dverich stdl ten, na kterého velmi casto myslivd. V levé
ruce drZel kvétinu a v pravé listek, na kterém byl v TEpXu vysdzen matematicky priklad. ,Kvétina,
TEX a matematika, idedIni kombinace,” pomyslela si a necekanou ndvstévu pozvala dal. Kvétinu
dala do vdzy, listek poloZila na stul. Zvédavost ji vsak nedala, a tak si priklad rychle precetla.

Pro trojihelnik ABC plati vztah § =2+ V/3 a thel pii vreholu C je roven 60°. Najdi hodnoty
zbyvajicich dvou dhla.

Ale to uZ Libénka spéchala za sviym ctitelem. Odpoledne prijemné plynulo. AZ najednou jako by
nebylo o cem povidat. Oba tiSe sedi a navzdjem se divaji do oci. Po chvili jim vSak sklouzne
pohled na rty. Libénka privird oci, on také a pak...Pak pomaloucku, jako by se bdli, Ze néco
pokazi, se priblizugi. Uz jen kousek. UZ jen pdar milimetri. Kdyz v tom se Libénka trochu odklont
a zaSeptd: , Ty uhly jsou. .. “

A méla pravdu. Zkuste je najit také.

ReSeni.
Nejprve si ukdZeme, ¢emu se rovna ZT:II;:
a—b sin(a) — sin(3) sin(%57) cos(a—;rﬁ) o &7 g to )
a+b  sin(a)+ sin(f) cos(anﬂ) sin(%) 2 2

7 toho plyne, Ze
-1 a—0 v

=t tg —.
a1 BTy 8y

SIS}

Do této rovnosti dosadime zadané hodnoty 7 = 2 + V3 ay = 60°:

V3ts t 2 3

Po vynésobeni obou stran rovnice zjistime, Ze

a=p_
2

a tedy a — 3 =90°. Jelikoz o + 8 = 180° — ~, je ziejmé, ze o = 105° a § = 15°.

1+\/§_t a—p 1

tg 1

Uloha 3.2.
Matéj se mezitim nudil ve vedlejsim pokoji, usrkdval ¢aj a se zdjmem sledoval vlocky, které
padaly jedna za druhou a kazZdd méla jing tvar a jinou velikost. Jedna byla obzvldst velkd a Matéj
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st v§iml, Ze nent cisté bild, ale Ze je ma ni cosi napsaného. A jelikoZ je nesmirné zvédavyj, hbité
otevrel okno a uZ ji drZel v ruce. Na vlocce stdlo: ,Je ddna funkéni hodnota tgx = %, kde
a # £b. Urcete funkéni hodnotu |sinz|.“ Ani ho nenapadlo zkoumat, odkud se bere a proé¢ mu
na ruce netaje, a rychle se jal 7esit dlohu. Stihnete to vyresit diiv neZ Matéj?

Reseni.
Reseni se ubira nasledujicimi kroky:

B a? +v?
COtgl’ = m
1
1+ cotg’x = 5
sin“ x
2 _ 1232
14 (a” — b%) _ 1
(a2 +b%)?2  sin’z
(@®>+ )+ (a®> = b*)* 1
(a? +1?)?  sin’z
sin? z = (a2 + b2)2
(a® + b2)2 + (a2 — b2)2
sin’z = (aQ + b2)2

at + 2a2b? + b4 + a* — 2a2b? + bt

2, 12\2

sinx = M
2(a* + %)
a? + b?

Ising| = —2 T2
2(a* + b%)

Uloha 3.3.

Nahote nad Matéjem sedéel v okné Henry a piremyslel, zda md poslat jesté jednu vliocku s
dalsim prikladem, aby se Matéj nenudil. Kdyz ale vidél, jak ho tloha zaujala, dalsi uz neposilal,
nebot by si ji ted Matej stejneé nevsiml. A tak se tedy rozhodl, Ze ji vyresi sam. Vzal si papir a
tuzku a uZ si sepisoval rovnici

(I+tg1°)(1+tg2°)--- (1 +tg4h°) =2".
A co s ni? No pieci urcit, pro jaké n plati. Zvlddnete to?
Reseni.
Oznacme
sink®  cosk® +sink®  v/2sin(45° 4+ k°)  v2cos(45° — k°)

]. t ko == ]. =
tig + cos k° cos k° cos k° cos k°

Dale plati

V2 cos(45° — k°) V2 cos k°
1+ tgk®)(1 + tg(45° — k°)) = . =2
(14 tg k7)(1 + ta ) cos k° cos(45° — k°)
Odtud plyne (14+tg1°)(1+tg2°)--- (1 +tg45°) = (1+tg1°)(1+tg44°)(1+tg2°)(1+
tg43°) -+ (1 +tg22°)(1 + tg 23°)(1 + tg 45°) = 223,
Zadani je tedy splnéno pro n = 23.
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Uloha 3.4.

Kdyz prestala Libénka vzpominat na to nddherné odpoledne, sla si udélat teply caj na za-
hiati. Cestou si vsimla Matéje, ktery byl vedle v pokoji zrovna zahloubdn do néjakého prikladu
a pred sebou mél poloZenou jakousi vlocku. Ta Libénku velmi zaujala, a tak si ji chtéla pro-
hlédnout. Vzala ji do ruky a otocila ji. No podivejme, i na druhé stran€ je piiklad: Reste v R
goniometrickou rovnici

sinx + sin 2z + sin 3z = 1 + cos x + cos 2z.
Hned se ji zatetelilo srdicko. Rychle, at to mdm vyreSené diiv nez Matéj.

Regeni.
Pro vypocet pouzijeme vztah

x —
sinz +siny = 2sin cos 2y.
Postupné provadime néasledujici apravy:
. T+ 3z T — 3z .
2sin 5 cos 5 +sin2z = 1 4 cosz + cos2x
2sin 2z cos(—x) + sin 2z = 1 + cosz + cos® r — sin’ x

2. 2sinx cos® x + 2sinz cosz — 2cos’ x — cosx = 0
cosx(4sinzcosx + 2sinx — 2cosx — 1) =0
cosz[2sinz(2cosx + 1) — (2cosz +1)] =0

cosz[(2cosz +1)(2sinz —1)] =0

Proto musi nastat jedna z nasledujicich moZznosti:
T
cosx:0:>x1:§+k7r

1 2 4
cosT = 5 = T3 = {37r + 2k, §7r + 2/<;7r}

1 1 5
sinx = 5= Ty = {67r+ 2k, 57 + 2k7r}

Mnozinou Teseni tak je

1 2 5 4
K= 192{67r+2k7r, g + km, §7T+2k'77, 6%—1—214:77, 37r—|—2/<:7r}.
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Uloha 3.5.

Protoze bylo krdasné bilo, rozhodli se Kouma s Noumou, Ze pijdou na velkou koulovacku.
Nejdiiv ze vseho si museli vyrobit spoustu kouli, aby mohla bitva zacit. Na Koumové hromddce
lezelo x kouli, na Noumovép kouli. Kdyz vtom Kouma navrhl: ,,Noumo, pojdme si zahrdt ima-
gindrni koulovacku. Ddam ti priklad, kdyZ ho zvlddnes, vyhrajes. KdyZ se ti to vsak nepodaii,
vyhraju ja.“ ,Dobre, souhlas,* libi se ndpad Noumovi. wlak dokaZz, Ze rovnice, kde na levé strané
je ciferny soucet ¢isla, které vznikne sectenim poctu tvijch a mijch kouli, a na pravé strané je ci-
fernyj soucet poctu mych kouli, md alesponi jedno tesent, prdvé kdyz pocet tvgch kouli je délitelny
deviti.“ Pomozte Noumovi dokdzat priklad.

Reseni.

Nejprve predpokladejme, Ze pro piirozené ¢islo p existuje pfirozené ¢islo = tak, Ze
S(z +p) = S(x), kde S(x) znadi ciferny soucet ¢isla x. Jelikoz ¢isla n a S(n) davaji
stejny zbytek pii déleni deviti (plati pro kazdé pfirozené ¢islo n), davaji stejny zbytek
pti déleni deviti i &isla x+p a z, jejich rozdil p je tedy délitelny deviti. Necht je obracené
¢islo p délitelné deviti, tj. p = 9k (k je pfirozené &islo). Pak je ¢islo k feSenim rovnice
S(x + p) = S(z), nebot ¢isla k a k + p = 10k maji stejny ciferny soucet.

Uloha 3.6.

Po tak nddherné a vysilugici koulovacce se Kouma s Noumou spokojené vraceli zpét domii.
Ale Nouma byl stdle neswij, chtél se néjak Koumovi odvdécit za tak pékny ndpad v koulovacce,
a tak stdle premyslel, co by na néj vymyslel. Pak ho to napadlo. ,Koumo, taky pro tebe mdm
ulohu! Sice nebude tak pékné s koulema, ale wvidis, Ze se ti bude libit.“ ,Tak sem s ni,“ zaradoval
se Kouma, Ze si také trosku procvici mozek. Tady mds soustavu rovnic:

9 +y+ 2 =283
r+9Y+2=99
z+y+9z =069,

kterd md pri zméné jednoho ¢isla na pravé strané na jiné dvojciferné cislo celociselné resend.
Najdi toto c¢islo a prislusné fesent soustavy.” Tentokrdte zase potiebuje Kouma vasi pomoc. . .

Regeni.

Jsou-li ¢isla z, y, z FeSenim dané soustavy, je 8(y—z) = 16, 8(y—=z) =30a8(x—2) =
14. Posledni dvé rovnice, které jsme dostali odeCtenim tfeti rovnice od prvnich dvou
rovnic soustavy, ukazuji, ze x,y, 2 nemohou byt cela ¢isla. JelikoZ mame zménit pravou
stranu jen jedné z danych rovnic, musi to byt rovnice tieti. Cislo 69 nahradime zatim
neznidmym ¢&islem a. Z prvnich dvou rovnic plyne y = x + 2, dosazenim do prvni a tiet{
rovnice dostaneme 10x+2z = 81, 22+ 92z = a—2, odkud 88x = 731 —a = 88-7+115—a.
Ma-li byt x celé ¢islo, musi byt ¢islo 115 — a délitelné ¢islem 88. Jelikoz ma byt ¢islo a
dvojciferné, musi byt a = 27. Resenfm piislusné soustavy je tedy x = 8, y = 10 a z je
rovnéz celodiselné, z = 1.

Uloha 3.7.

Vedeli jste, Ze lenoSinské ndmésti je konvexni ctyiihelnik (PUSO), kde v kaZdém rohu je
jedna dileZitd budova? A dokonce zde plati spousta riznich vlastnosti. Vzddlenost posty(P) od
dfadu(U) je stejnd jako soucet vzddlenosti od posty k obchodu(0) a od uradu ke skole(S). Nekde
na ndmésti maji Lenosinsti kasnu a pro tu zase plati, Ze vzddlenost kasny od posty je stejnd
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jako soucet vzddlenosti od poSty k obchodu a od kasny k prFimce, kterou tvori Skola spolecné
s obchodem (vzddlenost od kasny k dané pFimce si oznacme h). Ddle jesté plati, Ze vzddlenost od
kasny k udradu je stejnd jako soucet vzddlenosti od uradu ke Skole a vzddlenosti h. Dokazte, Ze

1 1 1

NI VR

Reseni.

Uvazujme ¢tyiihelnik PUSO s pozadovanymi vlastnostmi pro rizné hodnoty h.
Ozna¢me |PO| = R, US| = r. Nyni zkonstruujme trojiuhelnik PUK se stranami R+,
R+ h, r+ h, kde K oznacuje kasnu lenosinského namésti. Dale zkonstruujme kruznice
ki = (P,R), ko = (U,r) a kg = (K,h). Body O a S lezi po fadé na kruznicich k;,k2 a
SO je tecnou kruznice k3. Z toho plyne, Ze h nabyva maximéalni hodnoty tehdy, kdyz
SO je spolecnou tecnou kruznic ki, ko. Ukazme tedy, Ze v tomto pripadé plati

1 1 1
[ — + ,
vh /|PO|  /IUS]

z ¢ehoZ okamzité plyne dokazovana nerovnost, nebot pii zmenSovani vzdalenosti A se
hodnota ﬁ zvétsuje a velikosti stran |PO|, |US| zustavaji neménné (tedy i hodnota
celé pravé strany nerovnice). Tento fakt plati nezavisle na tom, jak dlouhé strany étyi-
thelniku PUSO zvolime.

Ozna¢me M patu kolmice spusténé z bodu K na pfimku SO a N patu kolmice

spusténé z bodu U na piimku PO. Z pravouhlého trojuhelnika PUN dostaneme:

1SO| = /(R+7)2— (R—1)2=2VRr.

Velikost SO dale miZzeme vyjadrit jako velikost tsecky prochazejici bodem K, jez je
s SO rovnobézna. Plati tedy

50| = |SM|+[MO| = V/(r + )2 — (r — hP2++/(R+ )% = (R — )2 = 2v/7h+2v/Rh.

Odtud dostavame v Rr = VRh + \/rh a po vydéleni odmocninou v Rrh ziskdme poza-
dovany vztah

+

Sk
<~
S~

BRKOS Team 2011



