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�e²ení 2. série

Náhodné
procházky

Úloha 2.1.
Henry p°i své no£ní poch·zce Hloup¥tínem narazil na opilce. Ten kaºdou vte°inu ud¥lá

s pravd¥podobností 4
9 krok dop°edu, s pravd¥podobností 4

9 z·stane stát na míst¥ a s pravd¥po-
dobností 1

9 ud¥lá krok dozadu. Jaká je pravd¥podobnost, ºe po t vte°inách ujde k krok· dop°edu
od místa, kde ho Henry za£al pozorovat?

�e²ení.

V²imn¥me si, ºe pokud by opilec d¥lal kaºdou p·lvte°inu p·lkrok dop°edu s pravd¥-
podobností 2

3 a p·lkrok dozadu s pravd¥podobností 1
3 , bude pravd¥podobnost, ºe se za

vte°inu pohne o krok dop°edu rovna (23)
2 = 4

9 , pravd¥podobnost, ºe se pohne o krok do-
zadu (13)

2 = 1
9 a pravd¥podobnost, ºe z·stane stát na míst¥ zbylé 4

9 . Pohyb opilce nyní
budeme popisovat pomocí t¥chto polovi£ních krok·. Vzhledem k nim se ptáme, jaká je
pravd¥podobnost, ºe po 2t krocích urazí opilec vzdálenost 2k. To spo£ítáme dosazením
do vzorce: (

t− k

2t

)(
2

3

)t+k (1

3

)t−k

.

Úloha 2.2.

Kouma se ocitl v bludi²ti zobrazeném na obrázku. Bludi²t¥ se skládá
z devíti místností, kaºdé dv¥, které sousedí st¥nou jsou propojeny dve°mi.
Kouma za£íná v místnosti A, snaºí se dostat do místnosti C. V²echny dve°e
se dají otev°ít z obou stran, akorát dve°e do místnosti B jsou pouze jedno-
sm¥rné. Protoºe je zmatený, vybírá si náhodn¥ dve°e, které otev°e. Jaká je
pravd¥podobnost, ºe z místnosti A dojde do místnosti C, aniº by uváznul
v místnosti B?

�e²ení.

Zbylé místnosti ozna£íme D,E, F,G,H, I, viz upravený obrázek u zadání. Pravd¥-
podobnost, ºe se z místnosti X dostane úsp¥²n¥ do C, ozna£me pX . Máme pC = 1,
pB = 0. Ze symetrie vidíme, ºe pD = pG, pE = pH a pF = pI . Z místnosti A se m·ºe
s t°etinovou pravd¥podobností p°esunout do libovolné z místností D,B,G. Z t¥chto
místností jsou pravd¥podobnosti dosaºení C po °ad¥ pD, pB, pG. Proto

pA =
1

3
pD +

1

3
pB +

1

3
pG =

2

3
pD.

Analogicky odvodíme vztah pD = 1
2pE+

1
2pA = 1

2pE+
1
3pD, pE = 1

3pD+ 1
3pB+ 1

3pF =
1
3pD + 1

3pF a kone£n¥ pF = 1
2pE + 1

2pC = 1
2pE + 1

2 . Z prvního z nich máme pD = 3
4pE ,

z druhého pak pF = 9
4pE , ze t°etího

7
4pE = 1

2 . Máme pak pE = 2
7 , pD = 3

14 , pA = 1
7 .

Hledaná pravd¥podobnost je pak pA = 1
7 .
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Úloha 2.3.
Kouma se dostal z bludi²t¥ a vy²plhal na mlºnou plá¬. Mlha na ní byla tak hustá, ºe p°es

ni nebylo vid¥t ani sly²et a snadno se v ní zabloudilo. Navíc byla nekone£ná na v²echny strany.
�ouma na Koumu £ekal v mlze p°esn¥ z sáh· západn¥ a s sáh· severn¥. Oba si vy²li na-
proti, a to tak, ºe Kouma ²el s pravd¥podobností 0,3 na západ, s pravd¥podobností 0,3 na sever,
s pravd¥podobností 0,2 na jih a s pravd¥podobností 0,2 na východ. Oba d¥lali vºdy p°esn¥ sá-
hové kroky. �ouma m¥l pravd¥podobnosti svých krok· stejné, akorát na opa£né strany. Jaká je
pravd¥podobnost, ºe oba byli po k krocích na stejném míst¥?

�e²ení.

K °e²ení úlohy je pot°eba ud¥lat dva triky. První je popsaný v pomocném textu �
rozloºíme pohyb na sm¥r severozápad-jihovýchod a sm¥r jihozápad-severovýchod. D·-
leºité je si uv¥domit, ºe pravd¥podobnosti pohybu Koumy jsou voleny tak, aby tyto
pohyby z·staly nezávislé � v prvním sm¥ru je pravd¥podobnost pohybu na severozápad
0, 6, ve druhém sm¥ru jsou ob¥ pravd¥podobnosti 0, 5. Pravd¥podobnost, ºe se sejdou,
je pak sou£inem pravd¥podobností shody jedné z takto pooto£ených sou°adnic.

Druhým trikem je, ºe si nebudeme v²ímat pozic kluk·, ale polohy Koumy vzhle-
dem k �oumovi. Kaºdý krok �oumy nahradíme Koumovým krokem v opa£ném sm¥ru.
Pravd¥podobnost, ºe se chlapci sejdou je stejná jako ²ance, ºe Kouma po 2k krocích
ujde s sáh· severn¥ a z sáh· západn¥. Vzhledem k oto£eným sou°adnicím °ekn¥me, ºe
Kouma ud¥lal a krok· severozápadn¥ a b krok· jihozápadn¥. Pak musí platit a = s+ z,
b = z − s. Pravd¥podobnost, ºe Kouma s �oumou budou na stejné pozici ve sm¥ru
severozápad-jihovýchod je

( 2k
2k−s−z

2

)
· 0, 6

2k+s+z
2 · 0, 4

2k−s−z
2 (prosté dosazení do vzorce z

pomocného textu), pro druhý sm¥r je tato pravd¥podobnost
( 2k

2k+s−z
2

)
0, 52k. Hledaným

výsledkem je sou£in t¥chto pravd¥podobností. Poznamenejme je²t¥, ºe zlomek v kom-
bina£ním £ísle odpovídá faktu, ºe pokud by byli severn¥ vzdáleni o sudý a západn¥ o
lichý po£et sáh·, nikdy se nesetkají. To lze snadno ukázat ²achovnicovým obarvením
roviny.

Úloha 2.4.
P°ed hloup¥tínským kinem stojí 15 bohá£· a 25 ºebrák· a v²ichni cht¥jí zhlédnout �lm, na

který je vstupné padesát korun. Kaºdý bohá£ má u sebe práv¥ jednu stokorunu, kaºdý ºebrák
práv¥ jednu padesátikorunu (jiné mince ani bankovky nemají). Kino práv¥ otvírá, pokladní má
prázdnou kasu. Jaká je pravd¥podobnost, ºe kdyº se bohá£i a ºebráci se°adí ve front¥ náhodn¥,
bude mít paní pokladní vºdy na vrácení a v²ichni zvládnou zaplatit za �lm?

�e²ení.

Ozna£me p(z, b) pravd¥podobnost, ºe se v²ichni dostanou do kina, je-li ve front¥
z ºebrák· a b bohá£·. Kdyº si rozmyslíme, jak nejvý²e t°em ºebrák·m m·ºeme p°idat
jednoho aº t°i bohá£e, dojdeme k rovnostem p(1, 1) = 1/2, p(2, 1) = 2/3, p(2, 2) =
2/6 = 1/3, p(3, 1) = 3/4, p(3, 2) = 5/10 = 1/2, p(3, 3) = 5/20 = 1/4. Toto pozorování
nás povede k hypotéze, ºe pro z + b ≥ 2 a pro b ≤ z je p(z, b) = z+1−b

z+1 a pro b > z
je p(z, b) = 0. Toto budeme nyní dokazovat indukcí vzhledem k z + b. První krok pro
z+b = 3máme, poj¤me na krok induk£ní: p°edpokládejme platnost tvrzení pro z+b = s
a dokaºme ji pro z + b = s+ 1.
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Zabývejme se pouze p°ípady, kdy b ≤ z (v ostatních je pravd¥podobnost p(z, b)
z°ejm¥ nulová). S pravd¥podobností z

z+b stojí na konci ºebrák, ti p°ed ním se do kina
dostali s pravd¥podobností p(z−1, b). S pravd¥podobností b

z+b stojí na konci bohá£ a ti
p°ed ním se do kina dostali s pravd¥podobností p(z, b− 1). Z p°edpokladu b ≤ z plyne,
ºe za p(b− 1, z) i p(b, z − 1) lze dosadit po °ad¥ z−b

z a z−b+2
z+1 .

Po dosazení máme

p(z, b) =
z

z + b

z − b

z
+

b

z + b

z − b+ 2

z + 1
=

=
z − b

z + b
+

bz − b2 + 2b

(z + b)(z + 1)
=

z2 − bz + z − b+ bz − b2 + 2b

(z + b)(z + 1)
=

=
z2 + z − b2 + b

(z + b)(z + 1)
=

(z + b)(z − b+ 1)

(z + b)(z + 1)
=

z − b+ 1

z + 1

Tím je d·kaz indukcí hotov. Nyní sta£í za b a z dosadit. Hloup¥tín²tí mají ²anci dostat
se do kina 11

26 .
Druhý zp·sob, jak k úloze p°istupovat, je uváºit procházku ve £tvercové síti, p°i

které d¥láme kroky doprava nahoru s kaºdým ºebrákem a doprava dol· s kaºdým bohá-
£em. Z bodu [0, 0] chceme dojít do [z + b, z − b] a nikdy p°itom neklesnout pod p°ímku
y = 0. Pokud bychom ignorovali poslední podmínku, bylo by cest

(
z+b
z

)
(n¥kterých z

krok· z celkových z + b musí být doprava nahoru). Spo£ítejme nyní nevyhovující cesty,
tedy ty, které mají bod na p°ímce y = −1. �ást cesty p°ed dosaºením tohoto bodu
osov¥ zobrazíme podle této p°ímky. Dostaneme tak cestu z [0,−2] do [z+b, z−b]. Tako-
vých je

(
z+b
z+1

)
a kaºdá odpovídá jednozna£n¥ jedné nevyhovující cest¥. Pravd¥podobnost

nevyhovující cesty je pak (
z+b
z+1

)(
z+b
z

) =

(z+b)!
(z+1)!(b−1)!

(z+b)!
z!b!

=
b

z + 1
,

pravd¥podobnost vyhovující cesty 1− b
z+1 = z+1−b

z+1 .
Tato úloha úzce souvisí s v¥tou, která se anglicky nazývá Bertrand's Ballot Theorem

a je motivována úlohou, v níº se po£ítá pravd¥podobnost, ºe v kaºdém okamºiku voleb
m¥l vít¥z více aktuáln¥ odevzdaných hlas·. Její d·kazy a zobecn¥ní m·ºete najít na
internetu.

Úloha 2.5.
Kouma si narýsoval trojúhelník a rozhodl se, ºe jej rozd¥lí dv¥ma p°ímkama na n¥kolik

£ástí tak, aby kaºdá byla soum¥rná podle n¥jaké osy. Jak to má ud¥lat, aby se mu to povedlo
pro obecný trojúhelník?
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�e²ení.

Nejd°íve to zkusme pro pravoúhlý trojúhelník. V²imneme si, ºe tam nám sta£í jedna
p°ímka � spojnice vrcholu s pravým úhlem a st°edu prot¥j²í strany. Protoºe je tento st°ed
sou£asn¥ st°edem kruºnice trojúhelníku opsané, rozd¥luje zmín¥ná úse£ka pravoúhlý
trojúhelník na dva rovnoramenné trojúhelníky s délkou ramene r, kde r je polom¥r
kruºnice opsané.

Tohoto pozorování vyuºijeme v obecném trojúhelníku. Víme, ºe kaºdý trojúhelník
alespo¬ jedna vý²ka (bu¤ v²echny t°i, nebo ta proti nejdel²í stran¥) d¥lí na dva pra-
voúhlé trojúhelníky. Kdyº v kaºdém z nich spojíme vrchol s pravým úhlem se st°edem
prot¥j²í strany, rozpadne se nám p·vodní trojúhelník na t°i £ásti. Dv¥ z nich jsou rov-
noramenné trojúhelníky (jak jsme ukázali vý²e), t°etí je £ty°úhelník vzniklý spojením
dvou rovnoramenných trojúhelník· se spole£nou základnou. Takovému £ty°úhelníku se
°íká deltoid a má osu symetrie, která je osou symetrie obou rovnoramenných trojúhel-
ník·. Pokud Kouma pouºije k d¥lení trojúhelníku dv¥ zmín¥né spojnice, dostane t°i
osov¥ soum¥rné £ásti.

Úloha 2.6.
Kouma si vybral p°irozené £íslo n a prohlásil, ºe z kaºdé mnoºiny velikosti 2 · 3n − 1 umí

vybrat 3n £ísel tak, ºe je jejich sou£et d¥litelný 3n.. �ouma ho cht¥l trumfnout a °ekl, ºe takových
3n £ísel zvládne vybrat z jakýchkoliv 2 · 3n − 2 £ísel. Kdo z nich m¥l pravdu a pro£?

�e²ení.

Protoºe je v zadání n, mohla by k °e²ení vést indukce. A vskutku! V prvním kroku
musíme ukázat, ºe z p¥ti £ísel lze vybrat t°i, jejichº sou£et je d¥litelný t°emi. Pokud
by t°i z t¥chto p¥ti £ísel dávala stejný zbytek po d¥lení t°emi, sou£et vybraných t°í
by byl d¥litelný t°emi. Pokud by taková t°i £ísla neexistovala, musí být kaºdý zbytek
zastoupený alespo¬ jednou. Sou£et t°í £ísel, která dávají r·zné zbytky po d¥lení t°emi,
je ale d¥litelný t°emi. V obou p°ípadech pro n = 1 tvrzení platí.

P°istupme nyní k induk£nímu kroku. P°edpokládáme, ºe tvrzení platí pro n = k a
chceme jej dokázat pro n = k+1. Máme mnoºinu 2 · 3k+1 − 1 £ísel, coº je jist¥ více ne?
2 · 3k − 1, takºe z nich dle induk£ního p°edpokladu m·ºeme vybrat 3k takových, ºe je
jejich sou£et d¥litelný 3k. Zbude nám 2 · 3k+1 − 1 − 3k = 5 · 3k − 1 £ísel, z nichº op¥t
m·ºeme odebrat 3k £ísel v sou£tu d¥litelných 3k. Poté m·ºeme tento krok je²t¥ t°ikrát
opakovat. Získáme tak p¥t podmnoºin p·vodní mnoºiny, z nichº kaºdá má velikost 3k a
sou£et d¥litelný 3k. Uvaºme nyní tyto sou£ty vyd¥lené 3k. Máme tak p¥t £ísel, z nichº,
jak jsme ukázali v prvním kroku, umíme vybrat t°i tak, ºe jejich sou£et je d¥litelný
t°emi. Sou£et £ísel v jim odpovídajících skupinách bude proto d¥litelný 3 · 3k = 3k+1,
sjednocení t¥chto skupin má 3 · 3k = 3k+1 prvk·. Poda°ilo se nám tak najít vyhovující
podmnoºinu pro n = k + 1 a tím dokon£it d·kaz.

Je²t¥ poznamenejme, ºe obecn¥ lze z 2t−1 £ísel vybrat t tak, aby sou£et byl d¥litelný
t. D·kaz má dva kroky: v prvním ukáºeme, ºe to platí pro prvo£ísla, ve druhém, ºe kdyº
to platí pro a a b, platí to i pro a · b.
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Úloha 2.7.
Mezitím co Kouma po£ítal, �ouma sed¥l u televize a sledoval Hloup¥tínský receptá°. Práv¥

tam ukazovali, jak se omezují výrazy. Pro �oumu to byla brnka£ka, protoºe si to pamatoval
z lo¬ské t°etí série. Na záv¥r dali divák·m za úkol dokázat, ºe výraz

(ab+ bc+ ac)

[
1

(a+ b)2
+

1

(a+ c)2
+

1

(b+ c)2

]
lze omezit zdola £íslem 9

4 , pokud jsou a, b, c kladná (tedy ºe pro ºádná kladná a, b, c není hodnota
výrazu men²í neº 9

4). Dokázali byste to také?

�e²ení.

Jak jsme se dozv¥d¥li od °e²itel·, byla tato úloha uvedena v komentá°ích Praºského
seminá°e jako p°íklad uºití metody ABC. My bychom zde rádi prezentovali t°etí moºný
p°ístup, a to pomocí �eby²evovy nerovnosti, kterou jsme uvád¥li v na²em lo¬ském
povídání.

Dokazovanou nerovnost

(ab+ bc+ ac)

[
1

(a+ b)2
+

1

(a+ c)2
+

1

(b+ c)2

]
≥ 9

4

vynásobíme výrazem 4(a+ b)2(b+ c)2(a+ c)2, dostaneme tak

4
∑
sym

a5b+
∑
sym

a4bc+
∑
sym

a2b2c2 − 3
∑
sym

a3b3 − 2
∑
sym

a3b2c−
∑
sym

a4b2 ≥ 0.

Nyní se postupn¥ zbavme £len· se záporným znaménkem. Muirheadova nerovnost
°íká, ºe

∑
sym a3b3 ≤

∑
sym a5b, takºe p°i£tením 3

∑
sym a3b3−3

∑
sym a5b k levé stran¥

její hodnotu zmen²íme. Stejn¥ tak m·ºeme levou stranu zmen²it p°i£tením
∑

sym a4b2−∑
sym a5b. Sta£í nám tak dokázat (siln¥j²í) nerovnost∑

sym

a4bc+
∑
sym

a2b2c2 − 2
∑
sym

a3b2c ≥ 0,

po vyd¥lení kladným výrazem abc∑
sym

a3 +
∑
sym

abc− 2
∑
sym

a2b ≥ 0,∑
sym

a3 +
∑
sym

abc−
∑
sym

a2b−
∑
sym

a2c ≥ 0,∑
sym

a3 + abc− a2b− a2c ≥ 0,∑
sym

a(a− b)(a− c) ≥ 0.

Poslední z uvedených nerovností je Schurova nerovnost, která platí pro kladná a, b, c.
Protoºe jsme k ní do²li ekvivalentními úpravami, platí i zadaná nerovnost.
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