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�e²ení 1. série

Afinní roviny

Úloha 1.1.
To uº tak jednou kon£ilo léto, ale je²t¥ po°ád svítilo sluní£ko, a Lib¥nka chytala poslední

bronz venku na zahrad¥. Jak m¥la zav°ené o£i, tak si vzpomn¥la na dovolenou v zahrani£í, kde
potkala zvlá²tní skupinku 25 lidí. Byli dohromady z 5 r·zných stát· a kaºdý z nich m¥l na sob¥
tri£ko jedné z 5 barev (ºádní dva lidé stejné národnosti nem¥li tri£ko stejné barvy). Najednou ji
napadlo: Dokázala bych je se°adit do £tverce tak, aby v ºádném sloupci ani °ádku nebyli dva lidé
stejné národnosti a aby v ºádném °ádku ani sloupci nebyli dva lidé se stejnou barvou tri£ka?
Nedalo jí to a uº si b¥ºela pro papír si to nakreslit. Pom·ºete jí?

�e²ení.

Ozna£me si národnosti po °ad¥ £ísly 1, 2, 3, 4, 5 a barvy tri£ek písmeny a, b, c, d, e.
Ur£it¥ jste si v²imli, ºe se°azení lidí do £tverce tak, aby nem¥li ºádní dva lidé ve sloupci
ani v °ádku stejnou národnost, je to samé, jako sestrojit latinský £tverec °ádu 5 z £ísel
1, . . . 5. Stejn¥ tak se°azení podle tri£ek je to samé, jako sestrojit latinský £tverec °ádu
5 z a, . . . , e. Protoºe musíme sou£asn¥ °adit jak podle národností, tak podle tri£ek, je
tedy na²ím úkolem sestrojit dva ortogonální £tverce °ádu p¥t. �e²ení není jednozna£né,
existuje více dvojic ortogonálních £tverc· °ádu p¥t. Pro p°íklad uvedeme t°eba tyto dva:

národnosti =


5 4 1 3 2
1 3 2 5 4
2 5 4 1 3
4 1 3 2 5
3 2 5 4 1

 tri£ka =


a b c d e
b c d e a
c d e a b
d e a b c
e a b c d


Úloha 1.2.

Je²t¥ neº si Lib¥nka stihla vy°e²it svoji úlohu, uº tu byl Mat¥j s n¥jakou
£máranicí a mával jí s tím p°ed obli£ejem. �Lib¥nko, schváln¥, ºe neuhodne²,
co to je!� Lib¥nka se vy£ítavým pohledem rychle mrkla na Mat¥j·v papír, ale
bylo na n¥m pouze pár te£ek a n¥jaké spojnice mezi nimi (viz obrázek). Neº
se sta£ila Lib¥nka zamyslet, uº na ni Mat¥j znovu pok°ikoval: �Lib¥nko, to je
p°eci Fanova rovina! Ale dám ti úkol. Kolika zp·soby ji m·ºeme zobrazit samu na sebe tak, aby
trojice, které byly spojené (p°ímkou nebo kruºnicí), z·staly spojené?�

�e²ení.

To, ºe spojené trojice mají z·stat spojené, m·ºeme pochopit i tak, ºe pokud n¥ja-
kým bodem procházely ur£ité spojnice, musí jím procházet i po zobrazení. Ur£it¥ jste
si v²imli, ºe kaºdým bodem procházejí t°i spojnice a ostatní £ty°i jdou mimo tento bod.
Vezm¥me tedy pevn¥ jeden bod A. Pro tento bod máme celkem 7 moºností, kam jej zob-
razíme. S tímto bodem jsme jiº zajistili, ºe t°i spojnice, které tímto bodem procházely,
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budou procházet i jeho obrazem. Zbývá nám zobrazit spojnice, které bodem A nepro-
cházejí. Tyto £ty°i spojnice m·ºeme zobrazit 4! zp·soby. Dohromady máme 7 · 4! = 168
zp·sob·, jak zobrazit Fanovu rovinu samu na sebe.

Úloha 1.3.
Mezitím, co d¥ti byly venku na zahrad¥, se Henry díval na televizi. Zrovna b¥ºela jakási

sportka, ve které je výhra za uhodnutí vylosované dvojice z 25 £ísel. Na tiketu v²ak lidé mohou
vyplnit 5 £ísel a vyhrají, pokud mají zatrºená ob¥ losovaná £ísla. A Henry p°emý²lel: �Kolik
nejmén¥ tiket· bych si musel koupit a zatrhnout, abych m¥l jistou výhru? A která £ísla bych
vlastn¥ musel na t¥ch tiketech zatrhnout?� Stihnete to vymyslet d°íve neº Henry?

�e²ení.

Na²ím úkolem je najít soustavu takových p¥tic z £ísel 1, . . . , 25 tak, aby kaºdá dvojice
z t¥chto £ísel byla v práv¥ jedné p¥tici (kdyby byla ve více p¥ticích, nebyl by po£et
p¥tic minimální). K °e²ení tohoto p°íkladu vyuºijeme kone£nou a�nní rovinu, která má
25 bod·. V de�nici roviny se °íká, ºe kaºdé dv¥ p°ímky roviny se protínají nejvý²e
v jednom bod¥ (tzn. ºádné dva body nemají spole£ných víc p°ímek). Sta£í tedy najít
v²echny p°ímky kone£né a�nní roviny, která má 25 bod·. Pokud si rovinu znázorníte,
jako tabulku 5×5, lze snadno vypozorovat, ºe kaºdým bodem prochází celkem 6 p°ímek.
Celkem máme tedy 25·6

5 p°ímek (p¥tic). Na záv¥r op¥t uv¥¤me p°íklad systému p¥tic,
které musel Henry na svém tiketu za²krtnout.

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
11 12 13 14 15
16 17 18 19 20
21 22 23 24 25
1 6 11 16 21
2 7 12 17 22
3 8 13 18 23
4 9 14 19 24
5 10 15 20 25
1 7 13 19 25
2 8 14 20 21
3 9 15 16 22
4 10 11 17 23
5 6 12 18 24

1 10 14 18 22
2 6 15 19 23
3 7 11 20 24
4 8 12 16 25
5 9 13 17 21
1 8 15 17 24
2 9 11 18 25
3 10 12 9 21
4 6 13 20 22
5 7 14 16 23
1 9 12 20 23
2 10 13 16 24
3 6 14 17 25
4 7 15 18 21
5 8 11 19 22

Úloha 1.4.
Henrymu úloha moc dlouho netrvala, a tak se vydal na zahradu podívat se to, co tam d¥ti

vyvád¥jí. Neº ale vy²el ze dve°í ven, v²iml si, ºe mu na nást¥nce visí je²t¥ jedna nevy°e²ená
úloha. �Nu coº, d¥ti ur£it¥ nic nevyvedou a já tu mám tuhle úlohu uº tak dlouho, ºe je ostuda,
ºe tu je²t¥ visí.� Henry se totiº vºdycky zarazí v úvodu, m¥l by ji uº jist¥ dávno vy°e²enou, ale
z de�nice na to ne a ne p°ijít. Ta úloha zní: z de�nice a�nní roviny (opakuji, z de�nice) ukaºte,
ºe kone£ná a�nní rovina má pro n¥jaké p°irozené n práv¥ n2 bod· a n2 + n p°ímek, na kaºdé
je práv¥ n bod· a kaºdým prochází n + 1 p°ímek. Pom·ºete Henrymu, a´ uº ho tato úloha tak
netíºí?
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�e²ení.

Za£neme tím, ºe ukáºeme, ºe v²echny p°ímky kone£né a�nní roviny mají stejný po£et
bod·. Nech´ p je p°ímka tvo°ená body A1, . . . , An a nech´ Q je libovolný bod takový, ºe
Q 6∈ p (ten existuje podle t°etího bodu z de�nice). Podle druhého bodu existuje práv¥
jedna p°ímka q taková, ºe Q ∈ q, p∩q = ∅. Budeme tedy chtít ukázat, ºe i p°ímka q má n
bod·. Pro kaºdý bod Ai ∈ p existuje podle prvního bodu práv¥ jedna p°ímka ri taková,
ºe spojuje body Ai, Q. Pro Ai 6= Aj je z°ejm¥ ri 6= rj (pokud by ri = rj , do²li bychom
ke sporu s nekolineárností bod· Ai, Aj , Q). Zvolme libovolný pevný bod Ai ∈ p. Podle
druhého bodu prochází kaºdým bodem Aj ∈ p,Aj 6= Ai práv¥ jedna p°ímka disjunktní
s ri, ozna£me ji sj . P°ímka sj protne p°ímku q práv¥ v jednom bod¥ Sj , j 6= i r·zném
od Q (protoºe si 6= ri). Na p°ímce q tedy leºí body Q,Sj , i 6= j. Na p°ímce q uº nem·ºe
leºet ºádný dal²í bod. Pokud by existovalo C ∈ q, C 6= Q, pak by podle druhého bodu
existovala p°ímka c taková, ºe c ∩ ri = ∅, tj. c 6= q (Q ∈ q ∩ ri). Pokud by bylo C 6= Sj ,
pak c 6= sj . Pak by ale c protla p°ímku p v bod¥ r·zném od ai pro v²echna i = 1, . . . , n,
coº by vedlo ke sporu. Tedy na p°ímce q leºí rovn¥º n bod·.

Jist¥ vám neuniklo, ºe jsme sou£asn¥ s tím dokázali, ºe libovolným bodem jde n+1
p°ímek. Podívejme se blíºe na bod Q. Tím prochází n p°ímek, z nichº kaºdá jej spojuje
s jedním Ai. Je²t¥ je zde p°ímka q, která je rovnob¥ºná s p, tedy máme celkem n + 1
p°ímek procházejících bodem Q. Více jich být ur£it¥ nem·ºe, protoºe pak bychom se
dostali do sporu s druhým bodem z de�nice.

Kadým bodem Ai p°ímky p prochází n p°ímek r·zných od p, máme tedy n2 p°ímek,
které p protínají. Kaºdým bodem, který na p neleºí prochází práv¥ jedna rovnob¥ºka.
Takových rovnob¥ºek je celkem n − 1 (Více jich být nem·ºe, protoºe pak bychom se
dostali do sporu s po£tem bod· na p°ímkách). Dohromady máme celkem n2+n−1+1 =
n2 + n p°ímek. Nyní nám zbývá uº jen spo£ítat po£et bod· roviny. Na kaºdé p°ímce je
n bod·, tedy n3 + n2 bod· dohromady na p°ímkách. Ale nesmíme zapomenout na to,
ºe kaºdý bod je spole£ný pro n+1 r·zných p°ímek. Máme tedy dohromady n3+n2

n+1 = n2

bod·.

Úloha 1.5.
Zato Kouma nem¥l sluní£ko v·bec rád. V t¥chto vedrech chodil nej£ast¥ji do lesa, aby se

tro²ku zchladil. Moc rád hledal houby, ale to ²lo jen po de²ti a te¤ zrovna v·bec ºádné nerostly.
Dneska vytáhl i �oumu, a´ se po tom lese neloudá sám. �ouma se ho snaºil v t¥chto dnech
rozveselit, a tak vºdycky p°i²el s n¥jakým zajímavým problémem. Zrovna uvid¥l na zemi n¥kolik
hromádek ²i²ek a povídá: �Koumo, podívej na ty t°i hromádky ²i²ek! To je ale zajímavé! Po£et
²i²ek na první hromádce (ozna£me a) se p°esn¥ rovná vzdálenosti první hromádky od druhé.
Po£et ²i²ek na druhé hromádce (ozna£me b) se rovná vzdálenosti druhé hromádky od t°etí. A
po£et ²i²ek na t°etí hromádce (c) je vzdálenost mezi první a t°etí hromádkou.� �No a co s tím?�
ptá se Kouma. �Dosa¤ si je nyní do této rovnice x2 + (2ab + 1)x + a2 + b2 = c2 a dokaº, ºe
pokud jsou °e²ením pro x celá £ísla, ºe ty hromádky ²i²ek tvo°í pravoúhlý trojúhelník.� Zvládli
byste to také dokázat?
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�e²ení.

Ozna£me si e, d ko°eny rovnice. Z Viètových vztah· vyplývá, ºe

e+ d = −2ab− 1 e · d = a2 + b2 − c2.

Pokud by byl jeden ko°en nulový, je a2 + b2 = c2 a z Pythagorovy v¥ty jsme hotovi.
Dále pro spor p°edpokládejme, ºe jsou oba ko°eny nenulové, a dokaºme, ºe to nem·ºe
nastat.

Z trojúhelníkové nerovnosti víme, ºe c je mezi |a − b| a a + b, odkud odvodíme, ºe
a2 + b2− c2 je v intervalu (−2ab, 2ab), proto |ed| < 2ab = −1− e− d. Protoºe je sou£et
ko°en· záporný, mohou nastat jen dva p°ípady:

• Oba ko°eny jsou záporné. Pak ed < −1−e−d, ed+e+d+1 < 0, (e+1)(d+1) < 0.
Pak by muselo e+ 1 nebo d+ 1 být kladné, coº znamená nezápornost n¥kterého
z ko°en·, coº nelze.

• Jeden ko°en (BÚNO d) je záporný, druhý kladný. Pak −ed < −1− e−d, ed− e−
d+ 1 < 2, (e− 1)(d− 1) > 2. �initel d− 1 je nejvý²e −2, £initel e− 1 alespo¬ 0,
p°itom musí mít oba stejné znaménko, coº nelze.

V obou v¥tvích jsme do²li ke sporu, proto polynom nem·ºe mít nenulové ko°eny a
trojúhelník musí být pravoúhlý.

Úloha 1.6.
Koumovi se hnedka srdí£ko zatetelilo, kdyº mohl pouºít v takovém neskute£ném horku mozek

a uº vymý²lel p°íklad na oplátku �oumovi. A te¤ka zase já! Vidí² támhleten kruh v obilí? Jak je
vepsaný do toho trojúhelníku? Ozna£ si st°ed té kruºnice O a vrcholy toho trojúhelníka A,B,C.
Te¤ p·jdeme po p°ímce sm¥rem k bodu O a postupn¥ protneme p°ímky AB v bod¥ M , AC v bod¥
N a BC v bod¥ P . Samoz°ejm¥ p°ejdeme p°es bod O. Zvládne² nyní dokázat, ºe

a

|BP | · |PC|
+

b

|CN | · |NA|
+

c

|AM | · |MB|
=

(a+ b+ c)2

abc
?

Pozor, vzdálenosti uvaºujeme orientované. Pokud je nap°. bod P vnit°ním bodem BC, jsou
vzdálenosti BP a PC orientovány shodn¥ a jejich sou£in je kladný. Pokud by bod P byl vn¥j²ím
bodem úse£ky BC, jsou vzdálenosti BP a PC orientovány opa£n¥ a jejich sou£in je záporný.

�e²ení.

Bod M d¥lí stranu AB v pom¥ru AM : BM . To lze formulovat také tak, ºe M
je t¥ºi²t¥m bod· A,B, kde A má hmotnost BM a B má hmotnost AM . Analogicky
m·ºeme i body N a P vyjád°it jako t¥ºi²t¥ vhodn¥ hmotnostn¥ ohodnocených dvojic
vrchol· trojúhelníka ABC.

Nyní se pokusme vyjád°it O jako t¥ºi²t¥ vhodn¥ ohodnocených vrchol· A,B,C.
Hmotnosti t¥chto vrchol· ozna£me p, q, r. Bod X s hmotností t budeme zapisovat jako
(X, t). Spojnice AO je t¥ºnicí {(A, p), (B, q), (C, r)}, musí proto procházet t¥ºi²t¥m
{(B, q), (C, r)}. Protoºe je AO osou úhlu α, musí d¥lit BC v pom¥ru b : c, pom¥r vah
q, r je proto b : c. Analogicky to musí fungovat pro ostatní osy úhl·, proto p, q, r jsou
ve stejných pom¥rech jako a, b, c a O je t¥ºi²t¥m {(A, a), (B, b), (C, c)}.
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Nyní máme bodyM,N,P,O vyjád°eny jako t¥ºi²t¥ bod· A,B,C s vhodnými hmot-
nostmi, v p°ípad¥ M,N,P je vºdy jedna z hmotností nulová. Skute£nost, ºe X je t¥ºi²-
t¥m {(A,ma), (B,mb), (C,mc)}, budeme zapisovat jako X(ma : mb : mc), tedy nap°í-
klad O(a : b : c). Této trojici se °íká barycentrické sou°adnice. V²imn¥me si, ºe taková
trojice není pro daný bod ur£ena jednozna£n¥: kdyº ji £ímkoliv vynásobíme, dostaneme
ten stejný bod. Proto se nám bude hodit abstrahovat od p·vodn¥ zvolených hmotností
pro M,N,P a zobecnit na M(u : v : 0), N(w : 0 : x), P (0 : y : z). Protoºe víme, ºe
u : v = BM : AM , máme AM = c · v

u+v , BM = c · u
u+v . Dokazovaná rovnice je vzhledem

k novým prom¥nným tvaru

(y + z)2

ayz
+

(u+ v)2

cuv
+

(w + x)2

bwx
=

(a+ b+ c)2

abc
.

Nyní je pot°eba si uv¥domit, ºe t°i body leºí na p°ímce, práv¥ kdyº barycentrické
sou°adnice jednoho jsou lineární kombinací barycentrických sou°adnic zbylých dvou.
Protoºe M , N a O leºí na p°ímce, je (w, 0, x) = k(a, b, c) + l(u, v, 0) pro n¥jaké k, l.
Aby byla prost°ední sloºka nulová, musí být k = v, l = −b (ostatní °e²ení jsou násobky
tohoto, ale jak jsme uvedli vý²e, sou°adnice lze násobit libovoln¥). Po dosazení w =
ub − va, x = −vc. Analogicky pro body M , O, P je (0, y, z) = m(a, b, c) + n(u, v, 0),
odkud y = va− ub, z = −uc. Po dosazení do p·vodní rovnice

(va− ub− uc)2

a(ub− va)uc
+

(u+ v)2

cuv
+

(ub− va− vc)2

b(va− ub)vc
=

(a+ b+ c)2

abc
.

Úpravy na kýºený tvar 0 = 0 zahrnují pouze rutinní p°evedení na spole£ného jme-
novatele, roznásobování a krácení zlomk·, proto je ponecháváme laskavým £tená°·m.

Úloha 1.7.
Stejn¥ jako kaºdým rokem se i letos na konci léta po°ádá mezi Leno²ínem a Hloup¥tínem

VMV (Velká matematická válka). Soupe°í zde ty nejv¥t²í mozky z obou vesnic a snaºí se vy°e²it
zapeklité p°íklady. Letos byla pom¥rn¥ nízká úrove¬, ale za to se objevil jeden p°íklad, který
nakonec rozhodl o vít¥zi, kterým se stal jako kaºdým rokem Leno²ín (jsou sice líní, ale hloupí
rozhodn¥ ne;)). Troufnete si na takový p°íklad? Máte dokázat, ºe polynom s celo£íselnými koe-
�cienty nem·ºe splnit sou£asn¥ P (a) = b, P (b) = c a P (c) = a pro ºádná t°i r·zná celá £ísla
a, b, c.

�e²ení.

Tento p°íklad vy°e²íme sporem. P°edpokládejme tedy, ºe t°i uvedené rovnosti platí
sou£asn¥. Tyto t°i rovnice m·ºeme p°epsat do tvaru

P (x)− b = (x− a)P1(x)

P (x)− c = (x− b)P2(x)

P (x)− a = (x− c)P3(x).

Pokud vám není jasný p°echod mezi zadáním a t¥mito rovnicemi, zkuste do první z nich
dosadit a místo x, do druhé b a do t°etí c. Nyní z £ísel a, b, c vyberme tu dvojici, která
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má nejv¥t²í absolutní hodnotu rozdílu. Bez újmy na obecnosti m·ºeme p°edpokládat,
ºe je to |a− c|. Pak platí, ºe |a− b| < |a− c|. Dosazením c do první z rovnic dostáváme

a− b = (c− a)P1(c).

Protoºe P1 je celé £íslo, dostáváme, ºe |a−b| ≥ |c−a|, coº vede ke sporu s |a−b| < |a−c|.
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