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Reseni 1. série

AFINNI ROVINY

Uloha 1.1.

To uZ tak jednou koncilo léto, ale jesté pordad svitilo slunicko, a Libénka chytala posledni
bronz venku na zahradé. Jak méla zaviené oci, tak si vzpomnéla na dovolenou v zahranici, kde
potkala zvlastni skupinku 25 lidi. Byli dohromady z 5 rizngch stdti a kazdyj z nich meél na sobé
tricko jedné z 5 barev (Zadni dva lidé stejné ndrodnosti neméli tricko stejné barvy). Najednouw ji
napadlo: Dokdzala bych je sefadit do ¢tverce tak, aby v Zddném sloupci ani Fddku nebyli dva lidé
stejné ndrodnosti a aby v Zddném tddku ani sloupci nebyli dva lidé se stejnou barvou tricka?
Nedalo ji to a uZ si béZela pro papir si to nakreslit. PomuiZete ji?

Reseni.

Ozna¢me si narodnosti po fadé ¢isly 1,2,3,4,5 a barvy tri¢ek pismeny a,b, c, d, e.
Urcité jste si v8imli, Ze sefazeni lidf do ¢tverce tak, aby neméli zaddni dva lidé ve sloupci
ani v fadku stejnou narodnost, je to samé, jako sestrojit latinsky étverec Fadu 5 z &isel
1,...5. Stejné tak sefazeni podle tricek je to samé, jako sestrojit latinsky ¢tverec fadu
57 a,...,e. ProtoZze musime soucasné fadit jak podle narodnosti, tak podle tricek, je
tedy nasim tkolem sestrojit dva ortogonalni ¢tverce fadu pét. Regenf neni jednoznacné,
existuje vice dvojic ortogonalnich ¢tverci fadu pét. Pro piiklad uvedeme tieba tyto dva:
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Uloha 1.2.

Jesté nez si Libénka stihla vyresit svoji ilohu, uZ tu byl Matéj s néjakou
émdranici a mdval ji s tim pied oblicejem. ,, Libénko, schvdlné, Ze neuhodnes, /.\\
co to je!“ Libénka se vycitavym pohledem rychle mrkla na Matéjiv papir, ale K/A)
bylo na ném pouze pdr tecek a néjaké spojnice mezi nimi (viz obrdzek). NeZ /‘\/\‘/\|\
se stacila Libénka zamyslet, uz na ni Matéj znovu pokiikoval: ,Libénko, to je SN
piteci Fanova rovina! Ale dam ti ukol. Kolika zpiisoby ji miZeme zobrazit samu na sebe tak, aby
trojice, které byly spojené (primkou nebo kruznici), zistaly spojené?*

Reseni.

To, Zze spojené trojice maji zistat spojené, mizeme pochopit i tak, Zze pokud néja-
kym bodem prochézely ur¢ité spojnice, musi jim prochézet i po zobrazeni. Urcité jste
si v8imli, Ze kazdym bodem prochéazeji t¥i spojnice a ostatni ¢tyfi jdou mimo tento bod.
Vezméme tedy pevné jeden bod A. Pro tento bod mame celkem 7 moZznosti, kam jej zob-
razime. S timto bodem jsme jiZz zajistili, Ze t¥i spojnice, které timto bodem prochézely,
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budou prochézet i jeho obrazem. Zbyva ndm zobrazit spojnice, které bodem A nepro-
chézeji. Tyto &ty spojnice mizeme zobrazit 4! zpisoby. Dohromady mame 7-4! = 168
zpisobt, jak zobrazit Fanovu rovinu samu na sebe.

Uloha 1.3.

Mezitim, co déti byly venku na zahradé, se Henry dival na televizi. Zrovna béZela jakdsi
sportka, ve které je vghra za uhodnuti vylosované dvojice z 25 ¢isel. Na tiketu vSak lidé mohou
vyplnit 5 é&isel a vyhraji, pokud maji zatriend obé losovand cisla. A Henry premgslel: , Kolik
nejméné tiketi bych si musel koupit a zatrhnout, abych mél jistou vjhru? A kterd c¢isla bych
vlastné musel na téch tiketech zatrhnout?“ Stihnete to vymyslet diive neZ Henry?

ResSeni.

Nasim tikolem je najit soustavu takovych pétic z ¢isel 1, ..., 25 tak, aby kazda dvojice
z téchto ¢isel byla v pravé jedné pétici (kdyby byla ve vice péticich, nebyl by pocet
pétic minimalni). K FeSeni tohoto pfikladu vyuzijeme konefnou afinni rovinu, ktera ma
25 bodu. V definici roviny se fik4, ze kazdé dvé piimky roviny se protinaji nejvyse
v jednom bodé& (tzn. zadné dva body nemaji spole¢nych vic piimek). Sta¢i tedy najit
vSechny pfimky kone¢né afinni roviny, kterd ma 25 bodi. Pokud si rovinu znazornite,
jako tabulku 5 x 5, 1ze snadno vypozorovat, ze kazdym bodem prochazi celkem 6 pifimek.
Celkem mame tedy @ piimek (pétic). Na zavér opét uvédme pifklad systému pétic,
které musel Henry na svém tiketu zagkrtnout.

1 2 3 4 5 10 14 18 22

1

7T 8 9 10 2 6 15 19 23
11 12 13 14 15 3 7 11 20 24
16 17 18 19 20 4 8 12 16 25
21 22 23 24 25 5 9 13 17 21
1 6 11 16 21 1 8 156 17 24
2 7 12 17 22 2 9 11 18 25
3 8 13 18 23 3 10 12 9 21
4 9 14 19 24 4 6 13 20 22
5 10 15 20 25 5 7 14 16 23
1 7 13 19 25 19 12 20 23
2 8 14 20 21 2 10 13 16 24
3 9 15 16 22 3 6 14 17 25
4 10 11 17 23 4 7 16 18 21
5 6 12 18 24 5 8 11 19 22

Uloha 1.4.

Henrymu uloha moc dlouho netrvala, a tak se vydal na zahradu podivat se to, co tam déti
iloha. ,Nu coZ, déti urcité nic nevyvedou a jd tu mdm tuhle wlohu uZ tak dlouho, Ze je ostuda,
Ze tu jesté vist.“ Henry se totiZ vZdycky zarazi v vodu, méel by ji uZ jisté ddavno vyreSenou, ale
z definice na to ne a ne prijit. Ta uloha zni: z definice afinni roviny (opakugi, z definice) ukazte,
Ze konecnd afinng rovina md pro néjaké piirozené n priveé n? bodi a n® + n primek, na kazdé
je pravé n bodi a kaZdym prochdzi n + 1 primek. PomiZete Henrymu, at uZ ho tato uloha tak
netizi?
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ResSeni.

Zacfneme tim, Ze ukdzeme, ze vSechny pfimky konefné afinni roviny maji stejny pocet
bodi. Necht p je pfimka tvorend body Ay, ..., A, a necht @ je libovolny bod takovy, ze
Q ¢ p (ten existuje podle tietiho bodu z definice). Podle druhého bodu existuje pravé
jedna piimka ¢ takova, Ze Q € q,pNq = (). Budeme tedy chtit ukazat, Ze i pfimka ¢ méa n
bodi. Pro kazdy bod A; € p existuje podle prvniho bodu pravé jedna pfimka r; takova,
ze spojuje body A;, Q. Pro A; # A; je ziejmé r; # r; (pokud by r; = r;, dosli bychom
ke sporu s nekolinedrnosti bodua A;, A;, Q). Zvolme libovolny pevny bod A; € p. Podle
druhého bodu prochazi kazdym bodem A; € p, A; # A; pravé jedna pfimka disjunktni
s 13, oznacme ji s;. Piimka s; protne pfimku ¢ prévé v jednom bodé Sj;,j # ¢ rtizném
od @ (protoze s; # r;). Na piimce ¢ tedy lezi body @, S;,7 # j. Na piimce ¢ uz nemuze
lezet zadny dalsi bod. Pokud by existovalo C € ¢,C # @, pak by podle druhého bodu
existovala pfimka c takova, ze cNr; =0, tj. ¢ # ¢ (Q € ¢N ;). Pokud by bylo C # S,
pak ¢ # s;. Pak by ale ¢ protla pfimku p v bodé rizném od a; pro viechna i =1,...,n,
coz by vedlo ke sporu. Tedy na pfimce g lezi rovnéz n bodd.

Jisté vam neuniklo, Ze jsme soucasné s tim dokazali, Ze libovolnym bodem jde n+1
pfimek. Podivejme se blize na bod (). Tim prochéazi n p¥imek, z nichz kazda jej spojuje
s jednim A;. Jesté je zde pfimka ¢, ktera je rovnobézna s p, tedy mame celkem n + 1
piimek prochéazejicich bodem @. Vice jich byt ur¢it€ nemtze, protoze pak bychom se
dostali do sporu s druhym bodem z definice.

Kadym bodem A; p¥imky p prochézi n piimek riznych od p, mame tedy n? pfimek,
které p protinaji. Kazdym bodem, ktery na p neleZi prochézi pravé jedna rovnobézka.
Takovych rovnobézek je celkem n — 1 (Vice jich byt nemiize, protoze pak bychom se
dostali do sporu s po¢tem bodt na piimkach). Dohromady mame celkem n?+n—141 =
n? + n pifmek. Nyni ndm zbyva uZ jen spoé&itat pocet bodi roviny. Na kazdé pFimce je
n bodi, tedy n? 4+ n? bodu dohromady na piimkach. Ale nesmime zapomenout na to,
ze kazdy bod je spole¢ny pro n+ 1 riiznych piimek. Mame tedy dohromady % =n?
bodi.

Uloha 1.5.

Zato Kouma nemeél slunicko vibec rdd. V téchto vedrech chodil nejéastéji do lesa, aby se
trosku zchladil. Moc rdd hledal houby, ale to slo jen po desti a ted zrovna vibec Zidné nerostly.
Dneska vytdhl i Noumu, at se po tom lese neloudd sdam. Nouma se ho snaZil v téchto dnech
rozveselit, a tak vidycky prisel s néjakym zajimavym problémem. Zrovna uvidél na zemi nékolik
hromddek Sisek a povidd: ,Koumo, podivej na ty tii hromadky Sisek! To je ale zajimavé! Pocet
gisek na prvni hromddce (oznaéme a) se piesné rovnd vzddlenosti pruni hromddky od druhé.
Pocet sisek na druhé hromddce (oznaéme b) se rovnd vzddlenosti druhé hromddky od tieti. A
pocet Sisek na treti hromddce (c) je vzddlenost mezi proni a treti hromddkou.“ ,No a co s tim?*
ptd se Kouma. ,Dosad si je nyni do této rovnice x* + (2ab + 1)z + a® + b> = ¢* a dokaz, Ze
pokud jsou TeSenim pro x celd ¢isla, Ze ty hromddky Sisek tvoii pravouhly trojuhelnik. “ Zvladli
byste to také dokdzat?
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Reseni.
Oznacme si e, d kofeny rovnice. Z Viéetovych vztahi vyplyva, ze

e+d=—-2ab—-1 e-d=a’+b> -

Pokud by byl jeden kofen nulovy, je a® + b?> = ¢? a z Pythagorovy véty jsme hotovi.
Dale pro spor predpoklddejme, Ze jsou oba kofeny nenulové, a dokazme, ze to nemftize
nastat.

Z trojahelnikové nerovnosti vime, Ze ¢ je mezi |a — b| a a + b, odkud odvodime, ze
a? + b2 — % je v intervalu (—2ab, 2ab), proto |ed| < 2ab = —1 — e — d. Protoze je soucet
kofend zaporny, mohou nastat jen dva ptripady:

e Oba kofeny jsou zaporné. Pak ed < —1—e—d, ed+e+d+1 < 0, (e+1)(d+1) < 0.
Pak by muselo e + 1 nebo d + 1 byt kladné, coz znamena nezapornost nékterého
z koFeni, coZ nelze.

e Jeden koten (BUNO d) je zaporny, druhy kladny. Pak —ed < —1 —e—d, ed — e —
d+1<2 (e—1)(d—1)> 2. Cinitel d — 1 je nejvyse —2, ¢initel e — 1 alespoii 0,
pritom musi mit oba stejné znaménko, coz nelze.

V obou vétvich jsme dosli ke sporu, proto polynom nemtze mit nenulové kofeny a
trojuhelnik musi byt pravouhly.

Uloha 1.6.

Koumovi se hnedka srdicko zatetelilo, kdyZ mohl pouzit v takovém neskutecném horku mozek
a uz vymyslel priklad na opldtku Noumovi. A tedka zase jd! Vidi tamhleten kruh v obili? Jak je
vepsany do toho trojihelniku? Oznac si stied té kruznice O a vrcholy toho trojihelnika A, B, C.
Ted pijdeme po piimce smérem k bodu O a postupné protneme primky AB v bodé M, AC v bodé
N a BC v bodé P. Samoziejmeé prejdeme pies bod O. Zvladnes nyni dokdzat, Ze

a n b n c _(a+b+¢)?
|BP|-|PC| ~ |CN|-|NA| = |AM|-|MB| abe

?

Pozor, vzddlenosti uwvaZujeme orientované. Pokud je napt. bod P vnitinim bodem BC, jsou
vzddlenosti BP a PC' orientovdny shodné a jejich soucin je kladny. Pokud by bod P byl vnéjsim
bodem tsecky BC, jsou vzddlenosti BP a PC orientovdny opacné a jejich soucin je zdaporni.

Reseni.
Bod M déli stranu AB v poméru AM : BM. To lze formulovat také tak, ze M
je tézistém bodi A, B, kde A méa hmotnost BM a B ma hmotnost AM. Analogicky

My

vt

Hmotnosti téchto vrchold oznaéme p, g, 7. Bod X s hmotnosti ¢ budeme zapisovat jako
(X,t). Spojnice AO je tézici {(4,p),(B,q),(C,r)}, musi proto prochazet tézigtém
{(B,q),(C,r)}. Protoze je AO osou thlu «, musi délit BC v poméru b : ¢, pomér vah
q,7 je proto b : c. Analogicky to musi fungovat pro ostatni osy thld, proto p,q,r jsou

ve stejnych pomérech jako a,b,c a O je t&zistém {(A,a), (B,b),(C,c)}.
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Nyni mame body M, N, P, O vyjadieny jako t&zisté boda A, B, C s vhodnymi hmot-
nostmi, v pfipadé M, N, P je vidy jedna z hmotnost{ nulova. Skute¢nost, ze X je t&zis-
tém {(4,mg,), (B,my), (C,m.)}, budeme zapisovat jako X (mg : mp : m.), tedy napfi-
klad O(a : b : ¢). Této trojici se ¥ika barycentrické soufadnice. V8imnéme si, ze takova
trojice neni pro dany bod uréena jednozna¢né: kdyz ji ¢imkoliv vynésobime, dostaneme
ten stejny bod. Proto se ndm bude hodit abstrahovat od pivodné zvolenych hmotnosti
pro M, N, P a zobecnit na M(u : v :0), N(w : 0 :z), P(O:y: z). Protoze vime, Ze

w:v=BM:AM, mame AM = c- 1, BM = c- 1. Dokazovand rovnice je vzhledem

k novym proménnym tvaru

(y+2)? (w+v)?® (w+2x)? (a+b+c)?
+ + = :
ayz cuv bwx abc

Nyni je potfeba si uvédomit, Ze tii body lezi na pfimce, pravé kdyz barycentrické
soufadnice jednoho jsou linedrni kombinaci barycentrickych soufadnic zbylych dvou.
Protoze M, N a O lezi na pfimce, je (w,0,z) = k(a,b,c) + l(u,v,0) pro néjaké k1.
Aby byla prostfedni slozka nulova, musi byt & = v, | = —b (ostatni FeSeni jsou nasobky
tohoto, ale jak jsme uvedli vySe, soufadnice lze nasobit libovolné). Po dosazeni w =
ub — va, © = —vc. Analogicky pro body M, O, P je (0,y,z) = m(a,b,c) + n(u,v,0),
odkud y = va — ub, z = —uc. Po dosazeni do ptuvodni rovnice

(va—ub—wuc)?  (u+v)?  (ub—va—wvc)>  (a+b+c)?
a(ub — va)uc cuv b(va — ubjve abe ’

Upravy na kyzeny tvar 0 = 0 zahrnuji pouze rutinni pfevedeni na spole¢ného jme-
novatele, roznésobovani a kraceni zlomki, proto je ponechavame laskavym étenaiam.

Uloha 1.7.

Stejné jako kazdym rokem se i letos na konci léta poiddd mezi LenoSinem a Hloupétinem
VMV (Velkd matematickd vdlka). Soupeii zde ty nejuétsi mozky z obou vesnic a snaZi se vyiesit
zapeklité priklady. Letos byla pomérné nizkd droveni, ale za to se objevil jeden ptiklad, ktery
nakonec rozhodl o vitézi, kterym se stal jako kaZdgm rokem Leno3in (jsou sice lini, ale hloupi
rozhodné ne;)). Troufnete si na takovy priklad? Mdte dokdzat, Ze polynom s celoc¢iselnymi koe-
ficienty nemiZe splnit soucasné P(a) = b, P(b) = ¢ a P(c) = a pro Zidnd tFi riznd celd ¢isla
a,b,c.

Regeni.

Tento priklad vyfe$ime sporem. Predpokladejme tedy, Ze tfi uvedené rovnosti plati
soucasné. Tyto t¥i rovnice mizeme piepsat do tvaru

P(z)—b = (xr—a)Pi(z)

(z — b)Pa(x)
P(z)—a = (z—c)Ps(x).

v
—~
8
~
|
o
I

Pokud vam nenf jasny piechod mezi zadanim a t&mito rovnicemi, zkuste do prvni z nich
dosadit a misto x, do druhé b a do tfeti c. Nyni z ¢isel a, b, c vyberme tu dvojici, ktera
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mé nejvétsi absolutni hodnotu rozdilu. Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat,
ze je to |a — ¢|. Pak plati, ze |a — b| < |a — ¢|. Dosazenim ¢ do prvni z rovnic dostavame

a—b=(c—a)P(c).

Protoze Py je celé ¢islo, dostavame, ze [a—b| > |c—al, coz vede ke sporu s |[a—b| < |a—c¢|.
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