XVI. ro¢nik BRKOS 2009/20010

ReSeni 6. série

KOMPLEXNI CISLA

Uloha 6.1.

Lenosinskd posta predstavila svou zbrusu novou kolekct zndmek pro jaro 2010. ProtoZe byl
postmistr soucasné clenem klubu Lenosinského matematického pléna (zndmého jako LEMPL),
rozhodl se na kazZdé z nich zachytit néjakou 2010-tou odmocninu z 1. Kolekce tak ¢itala 2010 kusi
zndmek. Na vijstavu se prisel podivat i sdm starosta. ProtoZe nemohl zaptit svou LEMP Lovskou
minulost, v duchu ¢isla na jednotlivych zndmkdch umocnoval na 2009. Kdyz pak vSechny takto
ziskané mocniny secetl, dostal ke svému prekvapeni redlné cislo. Jaké cislo to bylo?

Reseni.

Vgechna ¢isla na zndmkach splhuji « =1, plati pro né tedy x % Protoze
(1)2010 = 1, patii L také mezi 2010-té¢ odmocniy z 1. Umocnénim na 2009 se tedy
odmocniny pouze preusporadaji (-1 a 1 zistanou na misté, ostatni odmocniny se v ramci

dvojic x, % prohodi). Poc¢itame tedy soucet viech odmocnin z 1, tedy

2010 2009 _

S — 14 e2im/2010 | 4iw/2010 | | ,2:2009iw/2010

Toto ndm pfipomina geometrickou posloupnost. PouZijeme stejny trik, jakym se odvo-
zuje vzorec pro souCet geometrické posloupnosti: rovnost vynésobime 1 — e2im/2010 N,
levé strané se zrusi vSechny ¢leny kromé krajnich, zistane

1- e2m/2010)s — ] _ o22010im/2010 _ 1 _ ,2mi

Protoze ale e*™ = cos(27) +isin(27) = 1, mame (1 — e27/2910)§ = (. Hodnota zévorky
je nenulova, nulové proto musi byt S.
Starosta se tedy dopocital k nule.

Uloha 6.2.

Kousek od Hloupétina, za mlhou hustou tak, Ze by se dala krdjet, se nachdzi malé jezirko.
Na pruni pohled je obycejné, ale na ten druhy si vSimneme, Ze md tvar kruhu o poloméru presné
deset metri. Na jeho obvodu stoji pét vrb, které tvori pravidelnyj pétiuhelnik. KdyZ tam $li Matéj
s Henrym fezat prouti na mrskacky, vsimli si, Ze kdyZ vyndsobi druhou mocninu vzddlenosti
mezi sousednimi vrbami a druhou mocninu vzddlenosti mezi vrbami nesousednimi, dostanou
tuze zajimavé cislo. Umeli byste ho spocitat také?

Regeni.
Vrby si predstavime jako body v Gaussové roviné otocené tak, Ze jedna z vrb lezi na
realné ose. Aby se nam lépe pocitalo, budeme uvaZovat jejich soufadnice v dekametrech.

Jedna vrba tak ma soutradnice (1,0), dalsi (cos(%%),sin(%%), kde k € {1,2,3,4}.
Polozime-li ( = (cos(%’r),sin(%’r)), jsou vrcholy pétithelnika v bodech 1,¢,¢2,¢3, ¢4

Hodnota, kterou chceme uréit, je pak H = |¢ — 1|?|¢? — 1|, Vyuzitim rovnosti |z|> = 2z

BRKOS Team 2010



XVI. ro¢nik BRKOS 2009/20010

a2 T2 =z + 7 mame H = (¢ — 1)(C — 1)(¢2 = 1)(¢” — 1). Protoze ¢(C = [¢|> = 1
mame ( = (~!. Proto

H=((-1)( =1)(-1)(¢ —1):
=(1-¢- <1+1)( — =41 =
( —(—(HE2-¢ -7 =
20+ ¢+ P+ FEF I

Pokud vyuZzijeme toho, ze ¢° =1, mame (=% = (=%, proto
H=4-(C+C+ 4+ =5-1+¢+C+C+.

Analogicky jako jsme v prvnim piikladé dokazali, ze souéet 2010-tych odmocnin z 1 je
nula, lze ukazat, ze i souc¢et patych odmocnin z 1 nula. Proto plati H = 5. Protoze jsme
uvazovali v desitkach metrii a vysledkem je v m?, je tfeba vysledek vynasobit 10*m?.
Dostavame tak, Ze hledana hodnota je 50000m?.

Uloha 6.3.

V nedeli vecer si Henry s Matéjem zacali délat plan, jak nejlépe obejit chalupy vSech zndmijch
v Hloupétiné. Matéj na mapé vyznacil Kleverovic domek jako bod A a navrhl jit piimou cestou
do bodu B, kde bydli Bubla. Henry namitl, Ze by bylo lepsi se cestou stavit i v bodé E, ktery lezi
v puli cesty mezi A a B a kde bydli jeho Svagrovd. Nakonec méli na pldnku bodi osm. Body A,
B, C, D, které tvorily konvexni ctyrihelnik, a body E, F', G, H, které byly postupné ve stredech
usecek AB, BC, CD a DA. Nejddle od Kleverovic domu byl bod C, k nému to byl vzdusnou
carou rovny kilometr. KdyZ chtél Matéj meérit vzddlenost od B k D, zarazil ho Henry: ,To si
prece muzes spocitat, kdyz vis Ze spojnice EG a FH jsou na sebe kolmé!“ Matéj musel uznat,
zZe md Henry pravdu. Dokdzali byste to také spocitat?

Reseni.

Vrcholy ztotoznime s komplexnimi ¢isly a, b, ¢, d. Jedna dhlopficka odpovidé kom-
plexnimu ¢islu a—c = f, druhd b—d = g. Spojnice stiedt stran jsou (a+b)/2—(c+d)/2 =
(f—9)/2a(a+d)/2—(b+c)/2 = (f+g)/2. Uhel mezi spojnicemi stiedi stran je roven

[ta) = (f+9)(J=9)
o= Arg ( ) = Arg ((f:a)(?—a) " a ¢ “
argument nemd vliv. Plati proto o = Arg(ff — gg + gf — fg). Cislo X = ff — gg je

realné, ¢islo Y = gf — fg je rozdilem dvou komplexné sdruzenych ¢&isel, a je proto ryze
imagindrni. My vime, Ze je thel « pravy, proto X musi byt nulové a Y nenulové. Cislo
X je rovno | f|2 — |g|?, coz je nula pro |f| = |g|. Cislo Y v takovém pFipadé byt nulové
nemuze, protoze pak by musel i souéin (f 4+ ¢)(f — g) byt nenulovy a s nim i jedna ze
spojnic stran.

Plati proto |BD| = |AC| = 1km.

). Jmenovatel posledniho zlomku je realné ¢islo a na

Uloha 6.4.

Rano prisli Henry s Matéjem za Bublou koledovat. Bubla jim ale Tekla, Ze za koledu nic
nedostanou, dokud menajdou vsechny polynomy f, pro které f(z*) = f(z)f(x + 1). Dokdzali
byste jim s hleddnim téchto polynomi pomoci?
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Reseni.

Predpokladejme, Ze f mé v komplexnich &islech kofen z rizny od 0. Dosazenim x = 2
dostavame, 7e i 22 musi byt kotfen. Kdyby platilo |2| > 1, mé&l by polynom kofeny z,
22, 2%, ..., jejichz absolutni hodnoty tvoif rostouci posloupnost. Jediny polynom, ktery
muze mit nekonetné mnoho riznych kofent je ale polynom nulovy. Analogicky neni
mozné, aby platilo |z| < 1. V8echny nenulové kofeny f maji proto absolutni hodnotu 1.

Kdy# za o dosadime z — 1, dostavame, Ze (z —1)? je koien, proto bud z —1 = 0 nebo
|z—1|2> =1, |z—1| = 1. V prvnim piipadé mame z = 1, ve druhém lezi bod odpovidajici
¢islu z v Gaussové roviné v pruseciku jednotkovych kruZnic se stfedy 0 a 1, plati proto

bud z = —w nebo z = —w, kde w = f% + @ Jak jsme ale jiz dokézali, druhé mocniny
kofenii f jsou také kofeny f. Kdyby bylo —w kofenem, bylo by kofenem i w?, coz je ale

¢islo, které nespiiuje podminku |z — 1| = 1. Analogicky nemtze byt kofenem ani —w?.

Jediné koteny, které muze f v C mit, jsou proto 0 a 1. Za f tak muzeme do zadané
rovnosti dosadit 2%(z — 1)® a hledat, pro ktera pfirozena a,b bude platit rovnost

2%(z? —1)° = 2%z — 1)°(z + 1)%?,

po vydéleni 2%(z — 1)® dostaneme x%(x 4+ 1) = (z + 1)%?, coz plati pravé kdyz a = b.
Zadané rovnici vyhovuji polynomy f(x) = (z(z —1))%, kde a je libovolné nezaporné
celé cislo.

Uloha 6.5.

Kouma si s né€jakym pletenim mrskacky hlavu neldmal. Prislo mu kycovité, aby se vsichni
hloupétinsti predvddéli, jok slavi Velikonoce jen proto, aby se dostali do zaddnd Sesté série. Misto
toho lezel doma na gauci a v duchu hledal pFirozend ¢isla n takovd, Ze 2n — 1 a 5n — 1 jsou
druhé mocniny prirozenych c¢isel a 2n + 5 je prvocislo. Zvladli byste je také vSechny najit?

Reseni.
Polozime 2n — 1 = a?, 5n—1 = b? (kde a, b jsou pfirozena) a zkusme vyjadiit 5n + 2
pomoci a, b. To lze ve tvaru

2n+5=4(5n—1) —9(2n — 1) = 4a® — 9b*> = (2b — 3a)(2b + 3a).

Druhé zavorka méa hodnotu alesponi 5, aby 8§lo o prvocislo, musi byt prvni zavorka 1.
Musi platit 2b — 3a = 1, tedy 2v/5n — 1 — 3v/2n — 1 = 1, po umocnéni

45n —1)+9(2n — 1) — 12¢/10n% — Tn + 1 =1,

—12v/10n? — Tn+ 1 = 14 — 38n,

po vydéleni dvéma a dalsfm umocnéni 36(10n% — 7n + 1) = 49 — 266n + 361n?, po
pievedeni na pravou stranu 0 = 13 — 14n + n?. To je kvadratickd rovnice s koteny
1 a 13. Zkouskou snadno ovéfime, ze ¢isla 1 a 13 maji pozadované vlastnosti.
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Uloha 6.6.

Kdyz se Henry s Matéjem vyporddali s polynomy, pozvala je Bubla ddl. Nabidla jim roz-
krdjeny mazanec, ktery sama napekla. Trosku se ji nepovedl, a tak ziskal tvar velmi plochého
kvddru o hrandch 20cm, 20cm a 2cm. Pri krdjent vidy pouZivala Fezy rovnobéiné s nékterou
z mendich stén kvddru, celkovd délka praméti fezi (do roviny ctvercové stény mazance) byla
360 cm. Rezy nemusely spojovat kraje mazance. ProtoZe cekala hodné koledniki a chtéla, aby
zZadny z mich nedostal moc velkyj kus, snazila se rozkrdjet mazanec tak, aby nejvétsi ze vzniklyjch
dilkid byl co nejmensi. Jaky nejmensi objem mohl nejuétsi dilek mit?

Reseni.

Protoze jsou fezy kolmé ke ¢tvercové sténé, redukuje se tloha na dvojrozmérny pro-
blém. Na dilky mazance se budeme divat jako na rovinné obrazce a budeme se snazit mi-
nimalizovat obsah nejvétsiho z nich. Protoze kazdy fez oddéluje dva dilky a kazdé strana
¢tverce se dotyka jednoho, je soucet obvodil dilki roven 2 - 360cm + 4 - 20cm = 800cm.

Nyni ukdzeme, Ze obsah dilku je nejvyse roven druhé mocniné ¢tvrtiny jeho obvodu.
Pokud mé4 dilek tvar obdélnika o stranich a, b, z nerovnosti (a — b)?> > 0 dostavame
piictenim 4ab k obéma stranam (a +b)? > 4ab. Levou stranu vyjadiime pomoci obvodu
jako (%)2, pravou pomoci obsahu jako 45. Upravou dostéavame dokazovanou nerovnost
S < (%)2. Pro dilky, které nejsou obdélnikové, plati, Ze jim lze opsat obdélnik o vétsim
obsahu a mensim obvodu. Proto pomocné tvrzeni plati pro vSechny mozné dilky.

Reknéme, e by vSechny dilky mély obvod mensi nez 8cm, tedy obsah mens{ nez 4.
Aby pokryly celou plochu 400cm?, muselo by jich byt vice nez 100, takze by musely mit
celkovy obvod vétsi nez 800, coz nelze. Dilky maji proto obvod alespoi 8cm a je jich
nejvyse 100. Néktery z nich (a zejména ten nejvétsi) musi mit obsah alespoii 4cm?.

Zbyva ukazat, Ze 1ze obsah 4cm? dosahnout. K tomu staéi roziezat ¢tverec na 100
¢tvercovych dilkii o strané 2cm osmnécti fezy délky 20.

Nejvétsi dilek mé proto objem 4cm? - 2cm = 8cm?.

Uloha 6.7.

KdyZ Koumu omrzelo hleddani prirozenych Cisel se zajimavymi vlastnostmi, Sel se podivat,
co déla Nouma. Nasel ho u tabule, na kterou pravé napsal ¢isla od 1 do 2010, kazZdé dvakrdt, a
snazil se je preusporddat. Na Koumiv dotaz, o co se snazi, odpovédél: ,,Chci je prerovnat tak,
aby mezi dvéma vyskyty cisla i bylo presné i — 1 cisel. Tedy mezi jednickami nic, mezi dvojkami
Jjedno cislo, ... a takto aZ do 2010.“ ,A ty véFis, Ze se ti to povede?” zeptal se Kouma. Mohlo se
to Noumovi povést? Pokud ano, jak? Pokud ne, proc¢?

Reseni.

Predpokladejme, Ze to jde. Pro kazdé ¢islo k € {1,...,2010} definujme aj a by jako
poradi prvniho a druhého vyskytu ¢isla k ve vysledné posloupnosti. Mezi ¢isly ax a b
se kazdé ¢islo od 1 do 4020 vyskytne préavé jednou, jejich soucet je proto S = % =
2010 - 4011. Protoze mezi dvéma vyskyty ¢isla k je k — 1 Cisel, plati by = a + k. Soucet
vSech aj, + by lze proto zapsat jako

2010 2010 2010 2010 2010 - 2011 2010
S = ;ak+ak+k:2;ak+;k:2;ak+2 :2;%4_1005.2011‘

Musi tedy platit 2010 - 4011 — 2 Zzozllo ar, = 1005 -2011. Na levé strané je ¢islo sudé, na
pravé liché, rovnost proto nemuze nastat.
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