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Reseni 5. série

POLYNOMY

Uloha 5.1.

Do Silvestra zbyjvaly dva dny a Matéej s Libénkou zrovna sedéli u snidané, kdyZ zazvonil
postdk. Déti mu ihned vybehly v tstrety. Listono$ se na né usmdl a pres plot podal Libénce listek
s novorocnim P(f) od Akademie hloupétinskych matematiki. Libénka si hned vsimla, Ze pro
letosni polynom P(f) plati P(1) = 2009, P(2) = 2010 a P(3) = 1989, a hned to Tekla Matéjovi.
A protoze ho chtéla poskddlit, dodala: ,,Schvdlné, jestli uhodnes, jaky zbytek ddvd P(f) po délent
2 — 3f +22% Matéj 5% po chvili spravné odpovédel. Zulddli byste to také?

ReSeni. Pii déleni polynomem f2 — 3f + 2 nam vyjde podil Q(f) a zbytek prvniho
stupné, tedy tvaru af + b. Lze proto psat P(f) = (f? — 3f + 2)Q(f) + (af + b).
Jde o rovnost mezi polynomy, kterd musi platit nezavisle na tom, jaké f dosadime.
Dosazenim jednicky a dvojky dostaneme postupné 2009 = 0 - Q(1) + a + b, 2009 =
0 - Q(2) + 2a + b. ReSenim této soustavy rovnic mame a = 1, b = 2008. Abychom
mohli s klidnym svédomim odpovédét, Ze hledany zbytek je f + 2008, méli bychom
najit alespon jeden takovy polynom P, Ze vyhovi vSem tfem podminkiam — takovym
polynomem je napiiklad —112% + 34z + 1986.

Uloha 5.2.

Posledni odpoledne roku vénovali Henry, Libénka, Matéj a Bubla vijrobé chlebicki. Matéj
jich nachystal a, Libénka b, Henry ¢ a Bubla d. Najednou Bubla Fekla: ,Také jste pfisli na to,
Ze polynom x® — ax® + bax* — 2023 + cx® — dx + 1 md kladné redlné koveny?“ Matéj se prastil
do cela: ,,Ze jsem si toho nevsimnul hned!* Jaké mohly byt hodnoty a,b,c,d, aby méla Bubla
pravdu?

ReSeni. Vime, 7e polynom ma kladné realné kofeny z1 aZ x¢ (ne nutné ruzné), pro
které plati z Vietovych vztaht x1xoxs+x120T4+ - -+ 247506 = 20 a x1T2T3T4T526 = 1.
7 téchto rovnosti uréime aritmeticky i geometricky primeér vsech (g) = 20 soucinu trojic
kofenti. Aritmeticky prumér vyjde % = 1, geometricky 313 = 1. Ze tietf série vime, ze
aritmeticky prumér se rovné geometrickému, pouze pokud jsou vSechna primérovana
Cisla stejné. Z rovnosti x1xox3 = x1x9004 Mame x3 = x4, analogicky odvodime, Ze jsou
stejné hodnoty v8ech kofenti. Z rovnosti x1xox324T516 = x? =1 pak mame x; = 29 =
T3 = x4 = x5 = T = 1, dosazenim do Viétovych vztahi pak a =d =6, b = ¢ = 15.

Uloha 5.3.

Do konce roku zbyjvalo pdr minut a z rddia znél proslov lenosinského starosty, v némz chvdlil
obcany své obce za to, jak cely rok prikladné lenosili. Po ném se slova ujal starosta hloupétinskij,
ktery chvdlou také mesetril. Jeho projev by se jisté protahl pres pilnoc, kdyby nebyl prerusen
odpoctem: ,Deset, devét, osm, ...“ KdyzZ Matéj ta cisla uslySel, zacal premyslet nad tim, kolik
nejugSe rizngch hodnot z mnoZiny {1,2,...,10} miZe nabgvat polynom pdtého stupné s celoci-
selnymi koeficienty. Dokdzali byste mu poradit?
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Reseni. Nejprve uvazme polynom P(z) = z+ (z —1)(z — 2)(x — 3)(z —4)(z — 5). Pro
néj plati P(1) =1, P(2) =2, ... P(5) = 5. Nasli jsme tak polynom vyhovujici danym
podminkadm, ktery nabyva 5 z danych hodnot.

Nyni predpokladejme, Zze mame polynom patého stupné takovy, Ze nabyva hodnot
Q(x1) =11, Q(x2) = y2,...,Q(x6) = ys pro 6 ruznych celych x; a celych y; spliwjicich
1<y <y <--- <yg < 10. Protoze jde o polynom s celo¢iselnymi koeficienty, rozdil
mezi nejvétsim a nejmensim x; (ktery je alesponn 5, nebot jsou x; rtzna) musi délit
rozdil mezi dvéma y; (ktery je nejvyse 9). Jediny zpusob, jak tohoto dosdhnout, je ten,
7e budou oba rozdily v absolutni hodnoté stejné.

Protoze |xj41 — x| déli (yj41 — y;), plati

|ze — 21| < |w6 — 5|+ |25 — 24| + -+ |22 — 21| < (Y6 —y5) + -+ (Y2 — Y1) = Y6 — V1.

Jak jsme dfive ukazali, vyrazy na krajich nerovnosti jsou si rovny, a proto musi
platit |x;+1 — ;| = yi+1 — yi a vSechny vyrazy x;+1 — x; musi mit stejné znaménko.

Pokud jsou vSechny ;41 —z; kladné, plati proi € {1,...,6} rovnost z;—x1 = y;—y1,
tedy y; = x; + y1 — x1. ProtoZe y; = Q(z;), znamené to, ze Q(x;) —x; —y1 +x1 =0
pro 6 ruznych z;. Polynom Q(z) — x — y1 + 1 je ale patého stupné, takZze nemize mit
6 riznych kofentu. Pokud by x;+1 — x; byly zaporné, dojdeme analogickym zpiisobem
k tomu, ze Q(z) = —z + x; — y1 mé 6 kofent, coz také neni mozné.

Polynom s celo¢iselnymi koeficienty mtize pro cela & nabyvat nejvyse 5 z 10 uvede-
nych hodnot.

Uloha 5.4.

Protoze 8ly déti spdat pozdé, probudil je aZ kolem desdté hodiny Henry: ,,Vstdvat a cvicit! Jak
na Novy rok, tak po celij rok! I mozek se musi tuZit! Schvdlné€ jestli zjistite, pro kterd n > 1 je
polynom ™= 4 gn(n=2) 4 ... 4 2" 41 jreducibilng nad Q 7¢

Reseni. Zadany polynom ozna¢me P. Pokud je n slozené, plati n = ab, kde a,b > 1.
Pak lze P rozdélit do a-tic ¢lent:

(™M@= o grlam Dby g (grlle=b=1) g gn(a=200)y o (gn(d=1) g g0y,

vSimneme si, Ze kazdé a-tice vznikne z té nasledujici vynasobenim x**. Proto lze poly-
nom rozlozit

(xna(b—l) + xna(b—2) 4t xO)(xn(b—l) 4ot ZL'O).

Pro slozené ¢isla je polynom reducibilni, ¢imz méme vyreSenou vétsi ¢ast problému.

Pro prvoéiselnd n = p chceme dokézat ireducibilitu. Jediny nastroj, ktery nam
k tomu povidani dalo je Eisensteinovo kritérium. To vSak nelze pouzit primo, je ho
potieba pouZzit v kombinaci s posunutim stfedu. Misto P(z) budeme uvazovat polynom
P(xz +1). Ten je sou¢tem p polynomu‘ Py, Py, ..., P,_1, pficemz Py = 1 a P, = (x +
1)Pk = Zfﬁl (plk) z! pro k > 0. Vsimneme si, Ze kazdy polynom P; ma konstantni ¢len 1,
jejich soucet P(x + 1) méa konstantni ¢len p. Vedouci koeficient P(x + 1) je 1. Pfedchozi
dvé pozorovani nasvéd¢uji tomu, ze pijde pouzit Eisensteinovo kritérium pro prvocislo
p, zbyva dokéazat, ze p déli vSechny koeficienty P(z + 1).
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pk) _ _(pk)!
i (pk—i)1d! "

Protoze pk < p?, vystupuji ve faktorialech &isla délitelnd p nejvySe v prvni mocniné.

Rozeberme koeficienty jednotlivych P, modulo p. RozepiSeme si (

V ¢ditateli jich je k, ve jmenovateli {%

+ %J . Pokud p | i, jsou dolni celé ¢asti rovny
hodnotam zlomki a jejich soucet je proto k. Pokud p t 4, tato rovnost nenastava a
v Citateli je jen k — 1 nasobkd p. Pro i nedélitelné p da koeficient u z* ve viech P; po
déleni p nulu, nulovy je proto i v P(z + 1).

Pokud i = ¢p, ¢ € N, 1ze kombinac¢ni ¢islo zapsat jako zlomek a zkratit vSechna p.
Protoze nas zajima pouze zbytek kombinac¢niho ¢éisla po déleni p, lze ¢isla ve vzniklém
zlomku nahradit jejich zbytky po déleni p. Mezi ¢&isly, kterda nebyla kracena, jsou nyni
v Citateli i jmenovateli c-krat 1, c-krat 2, ..., c-krat p — 1. Tato &isla proto muizeme
zkrétit. Zbyla ¢isla vytvori kombinac¢ni ¢islo (’Z) U z°P tak mame koeficient Zﬁ;i (’2)
Tuto sumu Ize ale upravit na kombinac¢ni ¢islo (Cﬁl), které ma po rozepsani do faktoriala
p v Citateli a zddné p ve jmenovateli. I tyto koeficienty jsou nulové mod p.

Zbyva vysvétlit, jak jsme upravili sumu kombinaé¢nich &isel. Staci si uvédomit, kolika
zpusoby lze vybrat ¢+ 1 z p lidi, pokud jsou sefazeni. MuZeme vzit (¢ + 1)-tého a c lidi
pred nim (tzn. lidi s mensim poradim), a to (€) zpiisoby. Nebo (c+ 2)-tého a ¢ lidi pied
nim, a to (Ctl) zpiisoby,. .., nebo p-tého a c lidi pred nim (¥ ;1) zpusoby. Celkem téch
zpusobt ale musi byt (C_’;l), coz dava dokazovanou identitu.

Uloha 5.5.

Zabouchdani na dvete vytdihlo Koumu od pocitace. Zeptal se: ,,Kdo je tam?“ Z druhé strany
se ozvalo: ,,Rekurze!* Kouma ale védel, Ze je to Nouma a Ze mu nejspis nese zajimavou ulohu.
A nemyjlil se. Na papirku, ktery mu kamardd predal, stdlo:

Posloupnost a1, aq, ... je dina vztahy a1 = 46, ay = 33, anq2 = 2041 — Gy + 2. Najdéte
vSechna i takovd, Ze a; je druhou mocninou pfirozeného ¢isla.

ReSeni. Kdy#z si napiSeme prvnich nékolik prvki posloupnosti, viimneme si, ze jde
o druhé mocniny celych &isel zmensené o 3. Pfesnéji feceno, Ze a,, = (8 —n)? — 3. Tuto
hypotézu dokdzeme indukci. Pro n = 1 a n = 2 hypotéza plati. Predpokladejme, Ze plati
pro vSechna n < k a dokazme ji pro n = k. Z rekurzivni rovnice a; = 2ax_1 — ax_o2 + 2,
po dosazeni z indukéniho pfedpokladu

ar =2((9—k)?=3)— (10— k)2 =3) 4+ 2=

= 2(k* — 18k 4 78) — k% 4 20k — 95 =

= k* =16k +61 = (8 — k)* - 3,
coz jsme chtéli dokézat. Aby bylo a; rovno néjakému t2, muselo by platit (8 —i)2—3 = ¢2,
po tpravé (8 — )2 — 2 = 3. Cislo 3 Ize ve tvaru rozdilu &étverci vyjadiit pouze jako
4-1 (pro uplnost je mozno to zdivodnit uzitim vztahu (8 — i +¢)(8 —i —t) = 3 a
jednoznacnosti rozkladu). Proto 8 — 4 musi byt bud 2 nebo -2, coz nam dava pro ¢ dvé
moznosti: 6 a 10.
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Uloha 5.6.

O hloupétinskgch naméstich a jejich zajimavich tvarech jiz bylo napsdno mnoho knih a jesté
vetsi pocet matematickych wloh. Je proto hiichem, Ze je stdle opomijeno Namésti distributivity.
Lezi v severni ¢dsti Hloupétina a md tvar trojihelnika ABC'. Druhy nejzajimavéjsi fakt tykagici
se tohoto ndmésti je, Ze stejnd rovnobézka, kterd prochdzi Hloupétinskou radnici, vede piesné
tézistém tohoto namésti. Ten uplné nejzajimavejsi fakt je, Ze kdyz priseciky zminéné rovnobézky

se stranami AB, AC oznac¢ime po Tadé M, N, pak plati Iljlt/l/fi\l % = 1. Uméli byste dokdzat

Uplné nejzajimavéjsi fakt pomoci druhého nejzajimavéjsiho faktu?

ReSeni. Jednou z moznosti je dokreslit par bodi, najit n&jaké podobné trojuhelniky
a pocitat. Radi bychom ale na této tloze demonstrovali uziti Menelaovy véty, ktera
postup zkrati.

Ta Tiké, ze body X, Y, Z lezici po fadé na polopiimkach AB, BC, AC lezi na jedné
primce, pravé kdyz % = 1 a pravé dva nebo zadny z bodu X, Y, Z lezi uvnitt
nékteré strany trojuhelnika ABC.

Stired strany BC' ozna¢me S. Tézisté T' trojuhelnika ABC a body M, N lezi na

M

pfimce. Ta muzZe byt rovnobézna s BC. Pak vyuZijeme toho, ze t&zisté lezi ve dvou
tfetindch vysky, a proto % % = % + % =1.

Druhou moznosti je, ze M N protne BC' v bodé X. Pak z Menelaovy véty pro
|MB||AT||X S| |AT

trojihelnik ABS mame 1 = IMA[TS|BX]’ PO dpravé a dosazeni z TS| = 2 mame
IBX] - IMB| = A halogicky Menelaovou vétou pro trojihelnfk SCA dostaneme 19X —
2[XS] — [MA" BICKY p J 2[X 3]

INC| . . |BX|+|CX| _ |MB| , INC| . ) y
NAT Sectenim obou rovnosti 21X 3] = A + VAl O vyrazu na pravé strané

chceme ukazat, Ze je roven jedné. K tomu je tieba ovéfit, ze |[BX |+ |CX| = 2|X S|, coz
je ale dusledek toho, ze S je stfedem BC' a bod X lezi vné BC. Tim je dané tvrzeni
dokazano.

Uloha 5.7.

Starostu Leno$ina a Hloupétina nespojuje obycejny telefonni kabel, ale tzv. cervend linka.
Z Lenosina do Osklivina vede linka zelend, zkrdtka vSech 42 vesnic v okoli Hloupétina je pospo-
Jovdno telefonnimi linkami nékteré ze ctyr barev (kaZdé dvé vesnice jsou spojeny linkou néjaké
barvy a kaZdd barva je pouZita alespori jednou). Dokazte, Ze lze vybrat nékolik vesnic tak, aby
linky mezi nimi byly prdvé t7i barev.

ReSeni. Budeme postupné odebirat vesnice a rusit linky, které z odebranych vesnic
vedou. Budeme pfitom sledovat, jak se ndm méni pocet pouzitych barev. Na zacatku
mame barvy ¢tyfi, v okamziku, kdy zbudou jen dvé vesnice, bude barva jedna. Pred-
pokladejme, Ze béhem celého procesu nikdy nebyly mezi neodebranymi vesnicemi linky
pravé tif barev, tedy Ze odebranim jedné vesnice (BUNO Ogklivina) zanikly dvé barvy
(napf. ¢ervend a zelend). Pak existuji dvé vesnice spojené s Osklivinem takové, Ze jedna
je k nému pfipojena zelenou a druha ¢ervenou linkou. Navic linka mezi nimi nenf ani ze-
lena, ani ¢ervena (jinak by odebranim Ogklivina tyto barvy nevymizely). Za uvedeného
predpokladu Ogklivin s témito dvéma vesnicemi tvori hledanou trojbarevnou podsit.
Pokud by predpoklad neplatil, je zadané tvrzeni splnéno trivialné.
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