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Reseni 4. série

GEOMETRICKA
PRAVDEPODOBNOST

Uloha 4.1.

V hloupétinské restauraci se rozhodli usporddat predvdinocni turnaj v Sip- 1
kdch. Jejich teré¢ md polomér 35 cm a je tFremi soustiednymi kruZnicemi o po- 2
lomeérech 5, 15 a 25 cm rozdélen na oblasti, jejichZ zdsah je hodnocen jednim é’)
aZ ¢tyrmi body podle obrdzku. Jakd je pravdépodobnost, Ze clovek tiemi hody
Sipkou dosdhne soudet Sest bodii? Pravdépodobnost zisahu je rovnomeérné roz-
loZena na plose terce (tedy pravdépodobnost, Ze hrdé teré mine, je nulovd).

ReSeni. Zpisobi, jak hodit soucet 6 tfemi hody, je celkem 10: (4,1,1), (1,4,1), (1,1,4),
(1,2,3), (1,3,2), (2,3,1), (2,1,3), (3,1,2), (3,2,1), (2,2,2). Pravdépodobnost, ze danym
hodem trefime 4 body, je rovna poméru ploch kruhi o polomérech 5 a 35 cm, tedy

2 v v /. . v . v o,

;3—5})2 = %. Pravdépodobnost, ze trefime 3 body, je rovna poméru obsahu mezikruzi
o o e 252 . o

s vnéjsim polomérem 10 cm a vnitfnim 5 cm, tedy % = %. Analogicky uréime

pravdépodobnost, ze hodime 2 body, coz je }1—8, a pravdépodobnost, ze hodime 1 bod,

ta je %. Pravdépodobnost, ze nahazeme trojici (a,b, ¢), uréime jako sou¢in pravdépo-

dobnosti hodd a, b a ¢, tyto souciny poscCitame pies vSechny mozné trojice. Hledané

. . .242.146-8.16- 3
pravdépodobnost je proto 3:24 1+64%316 244167

Uloha 4.2.

Matéj si usmyslel, Ze k Vanocum vyrobi Henrymu skldadaci metr. Koupil metr dlouhé drevo
zanedbatelné tloustky. Aby to nebyl jen obycejny metr, rozhodl se Matéj, Ze drevo rozdéli na trech
ndhodné vybrangch mistech a ze vzniklgch ctyr éasti ddrek vyrobi. Jakd je pravdépodobnost, Ze
vyrobi metr tak, aby ho mohl Henry posklddat do tvaru étyrihelniku? Velikost kloubi metru
zanedbdvdme.

ReSeni. Délky prvnich tiech ¢asti v metrech oznacime z, y, z. Takova trojice odpovida
existujicimu rozdéleni dfeva, pravé kdyz z > 0,y > 0,z > 0,z +y + 2z < 1. VSechny
mozné body (z,y,z) jsou proto vnitinimi body ¢tyfsténu s vrcholy (0,0,0), (1,0,0),
(0,1,0) a (0,0,1).

Ve ¢tyitahelniku ABCD diky trojahelnikové nerovnosti plati |[AB| + |BC|+ |CD| +
|DA| > |AC|+|CD|+|DA| > |AD|+|DA| = 2|AD|, analogicky i kazda jina délka strany
musi byt kratsi neZz polovina sou¢tu v8ech. Na druhou stranu pokud délky a < b <c<d
maji tu vlastnost, ze kazda je mensi nez polovina souctu vSech, pak lze zvolit délku
ahlopricky e tak, aby b—a <e<a+b,d—c<e<c+d.

Obvod potencialniho ¢tyiuhelnika je roven jedné, je proto mozné ho sestrojit, praveé
kdyz z,y, z > % al—-z+y+z< % Kazda z téchto nerovnosti urcuje jeden poloprostor,
v némZ musi vyhovujici body lezet. Ze ¢tyfsténu moZnych trojic tak odrezava ¢tyfstén
s nim podobny o polovi¢ni strané a osminovém objemu. Po ofezédni zbude 1 —4 - % = %
CtyTsténu, hledana pravdépodobnost je proto %
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Uloha 4.3.

Kdyz Matéj vyrobil metr, domluvil se s Libénkou a Bublou, Ze pijdou dalsi den spolecné na
Vdnocni trhy na Lagrangeové ndmésti. Usnesli se, Ze se sejdou na ndmésti mezi cturtou a pdtou
hodinou. Pravdépodobnost piichodu kazZdého z mich je rozloZena v tomto intervalu rovnomérné
a Casy jejich prichodi jsou na sobé nezdvislé. Jakd je pravdépodobnost, Ze se setkaji vsichni tii,
pokud je kazZdy ochoten ma ndmeésti cekat nejdéle 10 minut?

Regeni. Cas prichodu Matéje v desitkdch minut od 16.00 ozna¢me x, stejnou veli¢inu
pro Libénku a Bublu po fadé y, z. Mnozina vSech moznych trojic (z,y, z) je krychli
o hrané 6 a objemu 216. Vyhovujici jsou piipady, kdy

1. vsichni pfijdou v poslednich deseti minutach (krychle o hrané 1).

2. Matéj prijde prvni, a to mezi 16.00 a 16.50, Libénka a Bubla kazda nejvyse 10
minut po ném. Takové situace odpovidaji zkosenému hranolu, jehoz podstavou je
¢tverec 1 x 1 a vyska je 5, objem je proto 5.

3. Libénka pfijde prvni, a to mezi 16.00 a 16.50 — opét zkoseny hranol o objemu 5.

4. Bubla pfijde prvni, a to mezi 16.00 a 16.50 — opét zkoseny hranol o objemu 5.

Se¢tenim viech pravdépodobnosti mame hledany vysledek +3£545 — 2

216 Y
Uloha 4.4.

Nouma s Koumou Vidnoce neproZivaji, a tak travi advent radéj vymyslenim cisel. Nouma
si vymyslel &islo x € (—2,2), vybral si ho ndhodné s rovnomérné rozdélenou pravdépodobnosti.
Kouma si vymyslel ¢islo y € (—2,2) také rovnomérné a navic nezdvisle na Noumovi. Uréete
pravdépodobnost, Ze pro jejich cisla plati

(y* + 2 = 20a)(y* + 2 = 2Jy|) > 0.

ReSeni. Mnozina, ze které ¢isla vybiraji, je soumérna podle obou soufadnych os.
Snadno ovéfime, Ze pokud nerovnosti vyhovuje dvojice (x,y), vyhovi i dvojice (—z,y) a
(z, —y), podle soufadnych os je proto soumérna i mnozina vyhovujicich vysledku. Proto
se Noumovi a Koumovi staéi omezit pii vybéru &isel na interval (0,2) a predpokladat
tak x,y > 0. Zadana nerovnost se ndm pak zjednodusi na tvar

(y? + 2% — 22) (v + 2% — 2y) > 0.
Po doplnéni na ¢tverec

WP+ (@—1)2=1)(y—1)>+2>—-1) >0.
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7Z Pythagorovy véty plyne, Ze y? 4 (z — 1)? je druhou
mocninou vzdalenosti bodu (z,y) a (1,0). Prvni zavorka je
zaporné, pokud ma bod (x,y) vzdalenost od (1,0) mensi
nez 1, tedy pokud (z, y) lezi uvnitt kruhu K((0,1), 1), ana-
logicky druhéa je zéporna, pokud (x,y) lezi uvnit¥ kruhu
L((1,0),1). Aby byla nerovnost splnéna, musi bod (z,y)
lezet v obou kruzich nebo ani v jednom z nich. MnoZina
vyhovujicich bodi je znadzornéna na obrazku vpravo. Tato
mnoZina vznikne pfiddnim a naslednym odebranim dvou
kruhovych tseéi odpovidajicich poloméru 1 a stfedovému thlu.

Uloha 4.5.

Henry se rozhodl, Ze obarvi ptirozend ¢isla od jednicky do desitky Zluté, hnédé a cervené.
Pritom soucet Zlutého a hnédého musi byt vidy hnédy, soucet Zlutého a cerveného cerveny a
soucet cerveného a hnédého Zluty. Ddle soucin Zlutého a hnédého je Zluty, soucin Zlutého a
éerveného také a soucin hnédého s cervengm je cerveny. Navic Sestka je Zlutd a ctytka md
jJinou barvu neZ devitka. Kolika zpisoby se mu to mohlo podarit?

ReSeni. Predpokladejme, Ze by jednicka byla zluté. Pak by souéin jiného nez zlutého
Cisla s jednickou byl Zluty, coz nelze (jiné nez zluté ¢islo musi existovat, protoze 4 a 9
maji riznou barvu). Barvu jedni¢ky oznacme ¢, barvu, ktera neni zluta a je rtzna od
¢, oznacme d. Cisla 2 a 3 davaji zluty sou¢in, maji proto bud stejnou barvu, nebo je
jedno z nich Zluté.

Pokud nemaji stejnou barvu a zluta je dvojka, mé trojka barvu ¢ (protoze 3=1+2),
barvu ¢ maji i ¢sla 5=3+2, 7=5+2, 9=7+2. Cislo 10 = 2- 5 je zluté. Kdyby mélo &islo
4 nebo 8 jinou barvu neZ zlutou, mélo by tuto barvu i &slo 6 resp. 10, coZ nelze.

Pokud 2 a 3 nemaji stejnou barvu a zluta je trojka, pak jsou pro jedni¢ku a dvojku
dvé moznosti: 2 ma barvu ¢ — pak 4=3+1, 5=3+2, 7=6-+1, 8=6-+2 i 10=3+7 maji barvu
c. Devitka nemtze mit ani barvu ¢ kvuli ¢tyfce, ani barvu d kvali 1+9=10, proto mus{
byt Zluta.

Cislo 2 m4 barvu d. Protoze soucin &erveného a hnédého je Cerveny, musi byt c
cervena a d hneda. Cisla 1, 4=3+1, 7=6+1, 10=6-+4 jsou hnéda, 2, 5=3+2, 8=6-+2
Cervend a 9=>5+4 je zluté.

Zbyva moznost, kdy 2 a 3 maji stejnou barvu. Kdyby to byla zlut4, musela by mit
trojka vzhledem k 3=2+1 barvu ¢, kdyby to byla barva d, musela by trojka byt Zluta.
V tomto pripadé tedy maji ¢isla 2,3 barvu ¢, tuto barvu maji i ¢isla 7=6-+1, 8=6+2,
9—6+3. Cislo 4 musi mit barvu d nebo Zlutou. Protoze 7=4+3, nevyhovi d, protoze
6=4+2, nevyhovi zluta.
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Uloha 4.6.

Matéj nasel nejdelsi posloupnost po sobé jdoucich cisel takovou, Ze kaZdé lze zapsat jako
soucet ctverci dvou prirozenich cisel. KdyZ se to dozvédéla Libénka, hned nasla nejdelsi po-
sloupnost po sobé jdoucich cisel, kterd lze zapsat jako rozdil ¢tverci. Kterd z posloupnosti byla
delsi?

ReSeni. Po déleni étyfmi davaji druhé mocniny pouze zbytky 0 a 1, sou¢ty druhych
mocnin proto davaji pouze zbytky 0,1,2 a rozdily druhych mocnin pouze zbytky -1,0,1.
V obou piipadech miiZe posloupnost obsahovat nejvyse tfi prvky, ¢tvrty by musel da-
vat onen zakazany zbytek. Ttiprvkovou posloupnost rozdili druhych mocnin najdeme
snadno: 7 = 42 — 32, 8 = 32 — 12, 9 = 52 — 42 S t¥iprvkovou posloupnosti soucti
druhych mocnin je to horsi. Hledani nam urychli fakt, Ze jeden ze sou¢tu ¢étverci musi
byt délitelny trojkou, a proto i devitkou, prostiedni ¢len posloupnosti proto musi dévat
zbytek 1,9, nebo 17 po déleni 36. Jedna z vyhovujicich posloupnosti je proto napiiklad
72 =62 462%, 73 =82 +32, 74 =72 + 52

Uloha 4.7.

Kdyz se Henry dozvédél, Ze vySel dalsi dil jeho oblibené knihy Stopaiuv pruvodce svétem
realnych funkci, rozhodl se, Ze si ho musi koupit. Hned na proni stran€ narazil na ndsledujict
ulohu:

Najdéte vsechny funkce f: RT — RT (tj. takové, jeZ jsou definovdny pouze pro kladnd &isla a
vraceji pouze kladné hodnoty), pro které plati

fla+y) = fly- f(@))- f(z),
kde x,y jsou libovolnd kladnd redlnd cisla.
Reseni. Pokud by bylo pro n&jaké ¢, f(t) > 1, mohli bychom polozit = = t, y = ﬁ
a dosazenim bychom méli

() 1) o

odtud f(t) = 1, coz je spor. Proto pro vSechna kladna x musi platit f(z) < 1.

Kdyby pro n&jaké kladné u bylo f(u) = 1, dosazenim za x = u by bylo f(y +u) =
f(y) a diky tomu, Ze je f neklesajici, musi byt f(y) = 1 pro vSechna kladna y. Timto
piipadem se nadéle nebudeme zabyvat a budeme predpokladat, ze f(x) < 1 pro kladna
x. Ze zadané rovnice pak f(x +y) < f(z), hledana funkce musi byt klesajici a proto
prosta.

Nyni provedeme dvé riiznd dosazeni — nejprve x =1, y = ¢

FOFEfrA) = fA+1)
anasledné x =tf(1),y =t+1—¢f(1):

fFD) - f(E+1=tf ) FEF()) = f(E+1)

Porovnanim obou rovnic (po vydéleni f(¢f(1))) mame

F) = f((E+1=tf(1)f(Ef(1)))
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7 faktu, ze funkce f je prosta, plyne

L= (t+1-tf(1))f(tf(1)),
coz pro f(l) =a atf(l) =x dava
1
E

a

= /().

Dosazenim ovérime, ze takovéa funkce vyhovi pro kazdé a.
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