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Reseni 3. série

NEROVNOSTI

Uloha 3.1.

Velice zajimavy je model vzdéldvini v Lenosiné a Hloupétiné. Maji zde nékolik stuprid (pa-
ter) Skol. Zajimavosti je, Ze vSechny stupné kol byvaji v jedné budové. Rozlisuji skolky, nékdy
oznacované zkratkou MS (Matematickd Skolka), ddle pak nizsi skoly, vyssi skoly a vysoké skoly
(rozliseno nejen podle trovné probirané ldtky, ale i podle pater, ve kterych se vyucuje). Co je
vSak pro lenosinské a hloupétinské skoly typickeé je to, Ze si studenti mohou vybrat v jakém potadi
jednotlivé vdrovne skol absolvuji. Mohou tedy nejprve na vysokou $kolu a aZ posléze absolvovat
Skolku. Abyste méli alespori trochu prehled o trovni skolky, uvedme si jeden z prikladi, ktery
zde studenti Tesili:

Dokaizte, ze
1135 9 1
5 2 4 6 77 100 " 10°
Reseni. Polozme P = % gt %. Chceme ukazat, ze % < P < %0. Protoze je

P kladné, je umocnéni ekvivalentni.Dokazujeme tedy ﬁlf) < P? < ﬁ. Pfitom P? =

% . % . % . % ---- % . %. V naésledujicich dvou odhadech vyuZzijeme toho, Ze funkce
f(z) = =1 je pro kladna z rostouci.
. 2 2 _1.2.3.4 99 100 _ 1 . <
Nejprve odhadneme P* shora takto: P* < g5-5-3-%---- 100 ° 701 = o1+ nasledné
2 .p2~5 11,2 3 98 99 _ 1
odhadneme P zdola takto: P* > 5 -5 -5 -4 39 * 100 = 300"

Tim jsme dokazali obé pozadované nerovnosti.

Uloha 3.2.

V minulosti si dokonce studenti mohli vybirat, ktery den do jaké tiidy pijdou. BohuZel vsak
dochdzelo k tomu, Ze si vZdy vybirale tFidy, kterym ten den néco odpadlo a tak tyto tridy praskaly
ve Svech a ostatni naopak zely prazdnotou. Ne Ze by se v nich neucilo. Mélo to samozirejmeé i své
vghody. V téchto triddch bylo nejméné zapomenutych domdcich ikoli, nejméné prohieski a dalo
by se nagit spousta dalsich vijhod. BohuZel vSak také spousta ptikladi, které béhem hodiny byly
zaddany k promyslent, rozmysleno nebylo. Vnivec piisel i tento priklad:

Pro a,b,c > 0 dokaizte

a> o3
—+—+—>a+b+tec

bc  ac ab
ReSeni.  Existuje mnoho cest, jak tuto tlohu vyfesit. Nejjednodussi je vynasobit
nerovnost vyrazem abc (coZ lze vzdy, nebot jde o soucin t¥i kladnych ¢isel a ten je
kladny). Dostavame tak nerovnost a*+b*+ct > a%be+b%ac+c?ab, ktera je po vynasobeni
dvéma Muirheadovou nerovnosti pro multiindexy [4,0,0] a [2, 1, 1].

Druhé feseni vede pfes dvoji uziti mincové nerovnosti. Nejprve ji pouzijeme pro

trojice (a3,b3,¢), (&, &, &), nasledné pro (a?,b%,c?), (1,1, 1) Dostavame tak

be? ac’ ab b’ c’a
a® b c? a2 v A2
—F —4+—=>—+—+—>a+b+c
bc  ac ab b c a
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Uloha 3.3.

Také skladba predméti na tamnich skoldch ndm urcité neunikne bez povSimnuti. Piredméty
jsou zde wvyucovdny bez vyjimky ve spojitosti s matematikou. Naptiklad tuhle v matematické
biologii se pocitala zdvislost poctu obratli bezobratlich na poctu obratlovci bez obratli. Také se
zde mimo jiné dokazovala tato nerovnost:

Najdéte nejvétsi S takové, ze pro kladna a, b, ¢, d plati nerovnost

AL . S S
b+c+d a+c+d a+b+d a+b+ec

b+c+d a+c+d a+b+d+ at+b+e
+ o + b + c + d > S.

ReSeni. Pouzitim nerovnosti = + % > 2, ktera plati pro > 0 a byla zminéna v po-
mocném textu, ziskime nerovnost +g T b+g+d > 2. Cyklickou zdménou proménnych
dostaneme podobnou nerovnost pro dalsi t¥i dvojice vyrazi, ¢imz dostavame, Ze soucet
vSech osmi zlomk je alespon 8. Tato hodnota ale neni dosazitelnd — nemuze totiz nastat
ve vS8ech nerovnostech rovnost soucasné.

Budeme proto muset pouzit trik — tipneme si, Ze levi strana dané nerovnosti je
minimélni ¢ = b = ¢ = d. V takovém piipadé se leva strana rovna 4-344- % = %, proto
S < %. D1iléi nerovnosti, které k dikazu pouzijeme, budeme volit tak, aby v nich rovnost
nastavala pro a = b = ¢ = d. Pouzijeme vaZenou verzi vySe uvedené AG-nerovnosti:

b d
@ gplreti s ok (3.1)
b+c+d a

Aby zde nastavala rovnost, musi byt kb*ffd

a _ “ . N o
brerd — , coz po dosazeni a =b=c=d
dava k = %. Abychom mohli tuto nerovnost pouzit, zlomky rozdélime nasledujicim

zpusobem

a b+c+d b at+c+d c a+b+d
(b—l—c—l—d 9a )jL(a—i—c—l—alJr b )+(a—|—b—|—d c )+
d a+b+ec §b+c+d+a+c+d+a+b+d++a+b+c

+(a+b—|—c+ 9d )+9( a b c d )

> S.

Kazdou z prvnich ¢ty zavorek mizeme zdola odhadnout pomoci (?7) ¢islem %, posledni

zavorku miizeme rozepsat jako (% + %)+ (2 4+ <€)+ -+ (£ 4+ 9) > 24 +2 =12,

a (& a
Dostavame tak, Ze levéa strana zadané nerovnosti je alespon rovna 4 - % + % 212 =40

5 -
Tim jsme dokazali, ze S > 4—30, coz spolu s dfive dokédzanou nerovnosti dava S = 49,

3
Uloha 3.4.
Prevdznou vétsinu predméti v Lenosiné pak tvotily rizné formy lenosent, odpocinku ¢i rela-
zace. Témér do dokonalosti zde vyvinuli uceni ve spanku. Jednim z takzvanych spankoptikladi
byl tento:

Necht a, b, c > 0. Dokazte
ab+ ac+ be

a?+ b+

abe
ad +b3+¢c3

+2
=
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ResSeni. Polozme p = abe, ¢ = ab+be+ac, r = a+b+-c. Pak plati a2 +b2+¢% = r2—2g,
a® + b3 + & =13 — 3¢r + 3p. Rovnici piepiseme do tvaru

p 2 q
N o T S S
T3—3qr+3p+3_r2—2q

)

po roznasobeni

3p(r? — 2q) + 2(r* — 29)(r® — 3qr + 3p) > 3(r* — 3qr + 3p)q,
10(97’2 —27q) + 2(7’2 — 2q)(r3 — 3qr) — 3¢r® + 9¢%r > 0.

Na levou stranu se nyni budeme divat jako na funkci proménné p. Jde o linearni
funkei, kterd je vzdy monoténni, takze mizeme pouzit princip ABC.

Nejprve predpokladejme, ze abc = 0, BUNO a = 0. Po dosazeni dokazujeme nerov-
nost % > bgbﬁ, po roznéasobeni 2b% + 2¢? > 3be, coz lze prepsat na 2(b—c)? +bc > 0, a
to jisté plati.

Slozitéjsi je pripad, kdy dvé proménné nabyvaji stejnou hodnotu, konkrétné a = b.

a’c 2 a’® + 2ac

2a3 + ¢? t3 = 2a2 + %’
Vynasobime souc¢inem jmenovatelii:
3(a%c)(2a* + c*) 4 2(2a* + ) (24> + ¢*) > 3(a® + 2ac)(2a® + )

Pro ¢ = 0 je rovnost splnéna. Pro ostatni ¢ mtzeme vzhledem k homogenité predpoklé-
dat ¢ = 1. Pak lze nerovnost roznasobenim upravit do tvaru 2a® — 6a* + 4a>® + 4a® —
6a+2 > 0. Polynom na levé strané mé za kofen -1, navic jsou vSechny koeficienty sudé.
Lze proto vytknout 2(a + 1):

2(a+ 1)(a* — 4a® 4+ 6a% — 4a + 1) > 0.
V tomto zéapise jiz nejpiS poznavate ¢tvrty fadek Pascalova trojuhelnika — lze proto

nerovnost upravit do tvaru 2(a+1)(a —1)* > 0. Vyrazy a+11i (a —1)* jsou nezaporné,
vSechny tupravy byly ekvivalentni, zadana rovnost proto plati.

Uloha 3.5.

Kdyz uZ opravdu neni co délat, sednou Kouma s Noumou k pocitaci a zahraji si spolu
néjakou tu hru. Zrovna tuhle hrdli hru, ve které potiebovali prepravit pocetnou armddu citajict
tri humdny, jednoho dospélého monkeje a dva malé monkeje prepravit z jedné strany reky na
druhou, pricemz meli k dispozici jeden ¢lun, ktery uveze pouze dvé postavy. Navic pouze dospély
monkej a humdni jsou schopni Tidit ¢lun. Pokud by vsak mna nékterém z brehid bylo v jeden
moment vice monkeji nez humdni, potom by monkejové humdny pobili. Kolikrdt nejméné musel
jet ¢lun z jedné strany veky na druhou, aby se vSichni dostali Zivi na druhy bieh?
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Reseni. Abychom se vyhnuli dlouhému slovnimu popisu, popiSeme celou situaci gra-
fem, tedy pomoci tecek spojenych ¢arami. Situaci, v niZ je na prvnim bfehu h huméni,
m monkeyi (z toho v velkych) a ¢ ¢lunii, popiseme &slem znazornime jako tecku s
¢islem hmuve. Dvé tecky spojime ¢arou (hranou), pokud odpovidaji takovym situacim,
7e z jedné do druhé se lze dostat pomoci jednoho piepluti. Pfi tvorbé tohoto grafu
zacneme od tecky s ¢islem 3311, kterd odpovidé pocateénimu stavu. Uvazime stavy, do
kterych je mozné se z ngj dostat (a v nichz monkeyové nepobiji humény), nakreslime
jim odpovidajici tecky, pak uvazime stavy, do kterych se d& dostat z nové nakreslenych
atd. V okamziku, kdy nemuZeme prikreslit Zadnou tecku, je graf hotovy. Pak je potieba
najit nejkratsi cestu od 3311 k 0000. Jak snadno nahlédneme z obrazku, takové cesty
jsou 4 a maji vSechny délku 13 hran. Pocet 13 pfepluti je proto nejen dostatecny, ale i
minimalni.

3200 2200 3201 0210 3101 0110 1111 0111
3211 | 0100
3311\ 2210 3000 3I11 1110 2211 1100 2201 0200 0311 11010000
3100 0211

Uloha 3.6.
Libénka dostala k svdtku od Matéje knizku plnou matematickych prikladd. NeZ ji vSak stacila
otevrit, zabavil i Henry a uZ nahlas cetl proni priklad:

Kolik existuje podmnozin mnoziny 1,...,2009 takovych, Ze soucet prvki podmnoziny dava
zbytek 2010 po déleni 20487 Dokazali byste to také urcit?

Reseni. Polozme D = {1,2,4,8,16,32, 64,128, 256,512,1024}, E = {1,...,2009}\ D.
Kazda mnozina M C {1,...,2009} je sjednocenim mnozin M ND a M NE. Mnozinu M
tedy miizeme zkonstruovat nasledujicim zptisobem: za mnozinu M N E zvolime libovol-
nou podmnozinu E (téch je 219 nebot pro kazdy z 2009-11=1998 prvkii E mame dvé
moznosti: bud ho do mnoziny zafadime, nebo ne). Reknéme, 7e soucet prvka M N E
dava po déleni 2048 zbytek z. Je-li z = 0, musime za M N D zvolit prazdnou mnozinu
(jind podmnozina D nemé soucet prvki délitelny 2048, protoze soucet vSech prvka D
je pouze 2047). Pokud je z > 0, musime za za M N D podmnozinu D, jejiz soucet je
2010 — z (z jednozna¢nosti zapisu ¢isla 2010 — z ve dvojkové soustavé existuje pravé
jedna takova podmnozina). Pro kazdou moznou mnozinu M N E jsme nasli pravé jednu

mnozinu M N D tak, aby M méla pozadovanou vlastnost, hledany pocet mnozin je proto
91998

Uloha 3.7.

Libénka si ddarek jen tak vzit nenechala. Jakmile Henry docetl zaddni
pruntho prikladu, knizku mu nesmlouvaveé zabavila. Nenechala Matéje ani
dopocitat Henrym zadany pFiklad a diktovala mu novy. A tak Matéj opét
travil odpoledne matematikou:

Uvazme trojihelnik ABC, kruznici vepsanou ABC a vSechny kruz-
nice tomuto trojuhelniku pripsané. Dokazte, Ze prevrdcend hodnota obsahu
trojithelnika s vrcholy v bodech dotyku vepsané kruZnice trojihel-
nika ABC je rovna souctu prevrdcengch hodnot obsaht trojuhelniki s vrcholy v bodech dotyku
kruznic pripsangch a pFimek AB, BC a AC.
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Reseni. Dotykové body vepsané kruznice na stranach a, b, ¢ ozna¢me po fadé D, E,
F.Ozna¢me |AE| =z, |BF| =y, |CD| = z. Z mocnosti vrcholu ke kruznici vepsané pak
také |AF| =z, |BD| =y, |CE| = z. Déle plati a = y+z, b = 42z a ¢ = x+y. Dotykové
body kruznice pfipsané na strané BC na piimkach BC', AB a AC ozna¢me po fadé K,
L, M. Z mocnosti bodi A, B, C k pfipsané kruznici mame postupné |AL| = |AM|,
|AB| + |BK| = |AB|+ |BL| = |AL|, |AC| + |CK| = |AC| + |CM| = |AL|. Se¢tenim
druhych dvou rovnic |AL|+ |AM| = |AB|+|BK|+|CK|+|AC| = |AB|+|BC|+|CA],
coz spolu s prvni rovnici davé |AL| = |AM| = %+ = g4y+2, proto |BL| = |BK| = 2,
CM| = |CK]| =y,

Obsah trojuhelnika uré¢eného dotykovymi body vepsané kruZnice dostaneme odecte-
nim obsahu ti malych trojihelniki od obsahu AABC: S = ((z + y)(z + 2) sina —
r?sina — y?sin B — 22 sinvy). Ze sinové véty sin o = 3R = ?’%Z , analoglcké vztahy plati
pro ostatni thly. Dosazenim dostavame

S = ﬁ((x—i—y)(a:—i—Z)(y-i-Z) — 2} (y+2) — (e +2) — P ty) = QR(

Obsah trojihelnika uréeného dotykovymi body kruznice pfipsané strané BC' ziskdme
odeétenim obsahu trojuhelnika ABC' a dvou malych trojihelniki od obsahu ALM:

TYZz).

1
S; = 5((m+y+z)QSina — (z +y)(x + 2)sina — 2% sin 3 — y?sin~y),

41R(($+y+Z) (y+2) = (@ +y)(z+2)(y +2) = 2%z +2) —y*(z +y))

Loyt Prt D) = Sy vyt o).
= 5p(@yz vz +yz SRy tytz

Protoze je tloha symetrickd, obsahy zbylych dvou trojihelniki uréenych dotykovymi
body pripsanych kruznic uréime jako

1 1
Dokazujeme proto rovnost
2R 2R 2R 2R
— = + + .
xyz  yzle+y+z) zzlz+y+z) zylz+y+z2)

Rovnici vydélime 2R a zlomky na pravé strané rozsifime po fadé z, y a z:

I T Y z

- + + .
ryz  2Pyz+aylz +ay2?  wylz+alz 4 x22 0 zy? + 2%yz + aylz

Sectenim zlomkl na pravé strané a rozkladem jmenovatele na soucin

1 (zt+yt2)

ryz  wyz(z+y+2)’

coz je platna rovnost, nebot vyrazy xyz i x + y + z jsou nenulové. V8echny tpravy byly
ekvivalentni, zadané rovnost proto plati.
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