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ReSeni 2. série

PRVOCISLA

Uloha 2.1.

Zatimco se Hloupétin ekonomicky rozvijel, Lenosin za nim jednoznacné zaostdval. Lenosinsti
st wvédomili, Ze vydéldvat cisté lenoSenim neni to pravé otechové. Obzuvldsté kdyz Hloupétin
zrekonstruoval za penize utriené vyieSenim jednoho zdludného prikladu celé ndmésti, bylo jasné,
Ze pravé Hloupétin se vydal tou sprdvnou cestou. A jaky Ze byl ten zdludny pFiklad? Podavilo se
jim najit viechna prirozend ¢isla n takovd, Ze n® + n* + 1 je prvocislo.

Reseni. Pokusme se polynom n° +n* + 1 zapsat jako souéin p(n)-q(n), kde p, g jsou
polynomy s celo¢iselnymi koeficienty. Pak pro takova n, ze p(n) i g(n) jsou vétsi nez 1,
bude n® +n* + 1 &islo slozené.

Mohli bychom p a ¢ hledat ve tvaru an + b a cn* 4+ dn3 + en®? + fn + g, ale rychle
bychom zjistili, Ze to nikam nevede. Zkusime tedy tvar an®+bn+ca dn®+en’+ fn+g.
Tyto polynomy vynésobime a porovname koeficienty s kyZzenym souc¢inem

ad =1
ae+bd=1

af +be+cd=0
ag+bf +ce=0

gb+ fe=0

gc=1.
Z posledni rovnice ¢ = ¢ = 1 (druha celo¢iselnd moznost by byla g = ¢ = —1, ale
pak by stacilo oba polynomy vynésobit -1). Z ptredposledni rovnice b = —f. Podobné
z prvni rovnice a = d = 1 nebo a = d = —1, my se rozhodneme pro prvni moznost
(sta¢i nam jedno Feseni). Pak ze druhé rovnice b=1— e a ze étvrté 1 —b*> +1—b = 0.
Reseni jsou by = 1 a by = —2. Prvni vede po dopo¢itani ostatnich neznamych na rozklad

(n?2+n+1)(n®—n+1). Nerovnost n?+n+1 > 1 plati pro viechna piirozena n, nerovnost
n3 —n 41> 1 jen pro n > 1. Vime tedy, Ze pro n > 1 zadany vyraz prvoéislem neni.
Jedninou moznosti je tak n = 1, dosazenim ovéiime, Ze opravdu dostavame prvodislo.

Uloha 2.2.

Lenosinskym bylo jasné, Ze s touto situaci musi néco délat. A tak se pokusili také tesit
priklady na zakdzku. Tehdy to vzbudilo v obou méstech velky povyk. Hloupétinsti obuvitiovali
lenosinské, Ze prachsprosté ,obslehli® jejich systém. Lenosinsti tvrdili, Ze se mechali pouze in-
spirovat. At to bylo tak, ¢i onak, jejich pruoni pokus skoncil fiaskem. Nedokdzali si totiZ poradit
hned s prunim prikladem:

Necht n = p{* - ... p*, kde p1,...,pr jsou navzajem ruzna prvocisla a es,...,e; jsou piiro-
zena Cisla. Urcete, kolik existuje dvojic prirozenych ¢&isel takovych, Ze jejich nejmensi spoleény
nasobek je n.
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Reseni. Cisla ve dvojici ozna¢me 7 a s. Je-li jedno z nich délitelné prvocislem p, je
timto prvocislem délitelny i jejich nejmensi spoleény nasobek. Jedind prvocisla v roz-
kladech ¢isel » a s na prvocinitele jsou obsazena i v rozkladu ¢isla n. Lze proto psat
r= p{l e pﬁ’“ as=p{ ... pj*. Z definice nejmensiho spoletného nasobku plyne,
ze pro i € {1,...,k} je e; = maz{f;, g;}. Aby toto platilo, musi byt bud f; = ¢; a
0 < g <e; (e; + 1 moznosti), nebo g; = ¢; a 0 < f; < e; (e; moznosti). Celkem méame
tedy 2e; + 1 moznosti pro dvojici (f;, gi). Vybér dvojic (f1,91),-- -, (fk, gx) miZeme pro-
vést nezéavisle, pokazdé dostaneme jinou dvojici r a s (diky jednoznac¢nosti rozkladu).
Proto dle pravidla souc¢inu existuje (2e; + 1) - --- - (2e + 1) takovych dvojic.

Uloha 2.3.

Protoze priklad nevyresili, sklopili hlavu a béZeli s pFikladem za hloupétinskymi. Ti si s nim
samoziejmé hraveé poradili. A to byl pruni ndznak vzdjemné spoluprdce. Hloupétinsti totiZ nesti-
hali vymyslet priklady do svych kauci a lenosinsti naopak pii lenosent kromé lelkovdni neméli
co na prdct, a tak zacali vymyslet priklady. Nejprve spoluprdce probihala pouze po jednotlivijch
piikladech. Stejné tomu tak bylo i u prikladu:

Najdéte viechna prvoéiselna feseni rovnice 22 + y® = 2%

ReSeni. Kdyby byla viechna t¥i prvoéisla lich4, bylo by na levé stané sudé a na pravé
strané liché &islo, coz nelze. Kdyby bylo sudé z, bylo by 22 + 3? = 16 (2 je jediné sudé
prvocislo), pak ale y? < 16, Gemuz vyhovi pouze y = 2, pak ale nenajdeme vyhovujici x.
Kdyby bylo sudé y, bylo by z2 + 8 = 2%, coz po odetteni 22 a rozkladu na soucin dava
8 = (224 )(2? — 2). Pak 22 + z < 8, coz je mozné pouze pro z = 2 a opét nedostavime
reseni.

Zbyva nam pouze moznost, Ze = je sudé. Mame tedy rovnici 4 4+ y> = 2%, ktera po
odecteni ¢étytky a rozkladu na soucin dava y® = (22 — 2)(22 + 2). ProtoZe je y prvocislo
a rozklad na soucin je jednoznac¢ny, mohou nastat dvé moznosti:

Bud 22-2=1a224+2 =93 nebo 22 -2 = y a 224+2 = y?. V prvnim piipadé mame
ode¢tenim 4 = y3 — 1, ve druhém y? — y = 4. Ani jedna z rovnic nevede na celo¢iselné
y. Rovnice proto nema prvodéiselné reseni.

Uloha 2.4.

Posléze vsak doslo k tak uzké spoluprdci, Ze i lenoSinsti zacali vyrazné prosperovat. A timto
zptsobem $lape jejich ekonomika dodnes. Obé mésta tak zddrné prosperugi. Zrovna neddvno
vydélali spolecné balik penéz za tento priklad:

Retézce 2,3,7,13 ¢ 2,5,11,23,47 jsou priklady fetézcu prvodisel, ve kterych p; = 2p; + 1 nebo
pi = 2p; — 1. Dokaite, ze kazdy takovy Tetézec je kone¢ny.

ReSeni.  Pokud Fetézec obsahuje trojku, miiZe po ni nasledovat pouze 7,13 nebo
5,11, 23,47. Nejdelsi fetézec obsahujici trojku je proto 2,3,5,11,23,47. Snadno nahléd-
neme, ze je to soucasné nejdelsi fetézec obsahujici dvojku. Déale feSme piipady, kdy jsou
prvocisla v fetézci vétsi nez 3.

Pokud p; davé zbytek 1 po déleni tfemi, je 2p; + 1 tfemi délitelné, coz nelze. Proto
musi byt po = 2p; — 1. To davé opét zbytek 1 po déleni tfemi, takze mame ps = 2ps — 1.
Opakovanym pouzitim této ivahy dostavame, Ze vSechna p; davaji zbytek 1 po déleni 3
a ze pro i € N je p;11 = 2p; + 1. Dale se déa vyslovit hypotéza, ze p; = 20~ (p1 — 1) + 1,
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kterou snadno ovéfime indukei (pro ¢ = 1 to plati a indukéni krok plyne ze vztahu
pi+1 = 2p; + 1). S vyuzitim Malé Fermatovy véty

Pp =2 pr— 1) +1=1-(p1—1)+1=0 (mod p).

Mame tedy pi|pp, a pfitom p; < pp,, proto py,, neni prvocislo.

Analogicky pokud p; dava zbytek 2 po déleni tfemi, je piy1 = 2p; + 1 a p; =
2i=1(p; + 1) — 1. Odtud opét p; |pp,. Pokud fetézec zac¢ina prvocislem p; > 3, muze
obsahovat nejvyse p; — 1 prvocisel a je proto konec¢ny.

Uloha 2.5.

Kdyz Mateéj s Cudlou usinali spolu ve stanu na své pruni spolecné dovolené, povidali si, co
se jim ten den libilo a co nelibilo. Oba se, coZ snad nikoho ani nepiekvapi, shodli, Ze nejvice
se gim na uplynulém dni libila rovnice, ve které méli urcit vSechna redlnd cisla x takovd, Ze

VI[=T2% + 3z + 4] = [2 — sinz], kde [a] znad? celou édst éisla a.

ReSeni. Aby byla odmocnina na levé strané definovana, musi byt

4
0< 722 +3x+4=—-T(x—1)(z+ =),

proto x € <—%, 1). Rozlime nyni dva piipady:

a) © € (—%,0). Pak sinz € (—1,0) a [2—sinz] = 2. Umocnénim zadané rovnosti pak
[~72% + 32+ 4] = 4. To nastane pro 4 < —7x2+ 3z +4 < 5. Prava ¢ast nerovnosti
plati vZdy, protoze polynom —7z%+ 3z + (4 — 5) ma zaporny diskriminant. Levou
¢ast 1ze po odecteni ¢tyiky prepsat na 0 < —x(7x — 3). To je splnéno na intervalu
(0,2). Na intervalu (—2,0) je proto jedinym Fesenim x = 0.

b) x € (0,1). Paksinx € (0,1) a [2—sinz] = 1. Rovnost [~7z%+3z+4] = 1 nastane,
pravé kdyz 1 < =722 43z +4 < 2. Nerovnost 1 < —7z2 4 32 +4 plati na intervalu

L = (3_1\4{973, 3+1\£973>, nerovnost —7z2 + 3z + 4 < 2 viude mimo interval I, =

(3_1\2%, 3‘*‘1\2%). Na intervalu (0,1) je fesenim (0,1) N (I3 \ Iy) = (3"'1\4{@, 3‘?{@)

ReSenim rovnice je mnozina {0} U (3+17 V465, 3+17 V493>.

Uloha 2.6. 5 §
Kouma Noumdlek chiél prekvapit Noumu Koumdlka néjakym zdkernym prikladem. Stdle
vSak nemohl na nic prijit, aZ jednou ho napadlo:

Tétivou pohybujeme po obvodu piillkruhu uréeného primérem d. Dokazte, Ze trojuhelnik
tvofeny stiedem tétivy a kolmymi priaméty krajnich boda tétivy na primér d je rovnoramenny
a ze v8echny trojuhelniky vzniklé pohybem tétivy jsou podobné.

ReSeni. Stred kruznice ozna¢me S, krajni body tétivy A, B, jejich kolmé praméty po
fadé C, D a stfed usecky AB nazveme P. Protoze |SA| = |SB]|, je SAB rovnoramenny,
hodnotu |ZASB| = |£SAB| ozna¢me . Uhly SPB a SDB jsou pravé, ¢tyfihelnik
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SDBP ma soucet dvou proté&jsich thli 180° a je proto tétivovy!. Na kruZnici opsané
tomuto ¢tyfihelniku odpovidaji thly SBP a SDP stejné tétivé a podle véty o obvodo-
vych thlech jsou oba rovny a.

Analogickou tuvahou pro ¢tyfihelnik CSPA, ktery je rovnéz tétivovy, dostaneme
|£SCP| = a. Trojuhelnik CDP mé u dvou vrcholi thel a, je proto podobny rovnora-
mennému trojihelniku SAB, ktery pohybem tétivy rotuje (a méa tedy stéle stejny tvar).
Proto jsou trojuhelniky vzniklé pohybem tétivy rovnoramenné a vzajemné podobné.

Uloha 2.7.
Libénka si nechala jednoho letniho vecera povidat od Henryho o tom, jaké to bylo, kdyZ jesté

nebyla témer Zddnd vypocetni technika. Henry barvité vyprdvél a uvedl, Ze dokonce bez uZiti
vypocetni techniky dokdzalt urcit celou éast cisla

1 1 1
— e — 4 —.
V1ooV2 /10000

Povedlo by se vam to také?

ReSeni. Dokazme nejprve pro k > 0 nerovnost 2vk + 1 — 2Vk < ﬁ Po vynésobeni

vk mame \/k(k + 1)~k < %, po pficteni k a umocnéni na druhou k(k+1) < k2-+k+1,
coz je platna nerovnost. Provedené apravy byly ekvivalentni, proto je platna i ptivodni
nerovnost.

Dale dokazme, zZe ﬁ < 2Vk — 2vk — 1. Po vynasobeni %\/E méame % < k-

Vk(k — 1), po pri¢teni \/k(k — 1) — 1 a umocnén{ na druhou k(k — 1) < k? — k + 1,
¢imz je nerovnost dokazana.
Zadany soucet tedy muzeme odhadnout zdola vyrazem

2(V2 = V1) +2(vV3 = V2) + - - - +2(v/10001 — v/10000) = 2v/10001 — 2V/1,

coz je o néco vice nez 2¢/10000 — 2 = 198, a shora vyrazem

\}I+\}§+2(\/§\/§)+2(\/1f2)+- -4+2(1/10000—+/9999) = 1+\f+2\/100002\/§,

coz je vzhledem k nerovnostem § < 0,75 a /2 > 1,4 méné nez 198,95.
Hledana cela ¢ast je proto 198.

ITvrzeni, 7e ve &tyFuhelniku maji prot&jsi ahly souéet 180° pravé tehdy, kdyz je t&tivovy, lze pouzit
bez dikazu. Je mozné ho dokazat pomoci véty o obvodovych thlech.

BRKOS Team 2009



