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ResSeni 1. série

SACHOVNICE

Uloha 1.1.

Kdyz jesté za ddvnych casti byly Hloupétin a Lenosin jedno soumésti, sesli se radni, aby
dohodli, jakym smérem se bude ubirat ekonomika tohoto mésta. A prdavé toto shromdazdéni se
datuge jako proni krok k osamostatnéni Lenosina (jak Fikaji lenosinsti, hloupétingti naopak tordy,
Ze se osamostatnil Hloupétin). Tehdy totiZ lenosinsti navrhovali, Ze konurbace bude vydéldvat
lenosenim. Hloupétinsti oproti tomu chtéli vydéldvat prodejem zajimavich piikladi, pripadné
resenim zaslanych prikladi. Ackoliv oba ndvrhy mozZného piisunu financi do méstské pokladny
byly jisté dirou v trhu, dohodnout se nedokdzali. Z této schiize pochdzi také uloha uvedend jako
jeden z prikladi k prodeji, kterou zde nadhodil praprapradéd praprapradéda Henryho Klevra:

Sachovnice je klasicky obarvena. V jednom tahu zménime barvy vSech poli¢ek v jednom sloupci
nebo v jednom fadku. MuZe na konci zistat pouze jedno policko ¢erné?

Co myslite, koupil by tento ptiklad nékdo?

Reseni. Reknéme, Ze v i-tém tahu ménime barvy v fadku nebo sloupci, ktery obsahuje
¢; Cernych poli. Tento sloupec obsahuje 8 — ¢; bilych poli, proto pokud byl pfed i-tou
zménou celkovy pocet ¢ernych poli C;, bude jich po zméné C; —c¢;+(8—¢;) = C;+8—2¢;.
Celkovy pocet ¢ernych poli byl na za¢atku 32 (sudé ¢islo) a i-tou zménou se méni o 8—2¢;
(také sudé ¢islo), je proto stale sudy. NemuzZe byt proto nikdy roven jedné.

Uloha 1.2.

Hddka na zmitiovaném shromdzdént prerostla v bourlivé poulicni nepokoje. Lenosinsti na
jedné strané ulice leZeli na lenoskdch, hloupétinsti na druhé strané ulice sedéli a Tesili priklady.
Jedna z téchto uloh se ndm z té hrizostrasné chvile dochovala:

Na sachovnici je ozna¢enych 16 poli tak, ze v kazdém fadku i sloupci jsou oznacena dvé pole.
Dokazte, Ze na oznacenych 16 poli lze umistit 8 bilych a 8 ¢ernych figurek tak, aby v kazdém
Ffadku a kazdém sloupci byla pravé jedna bil4 a pravé jedna ¢erna figurka.

ReSeni. Pokud dvé oznacna pole lezi ve stejném Fadku (sloupci), fekneme o nich, ze
jsou sprdtelend radkem (sloupcem). Zatneme tak, Ze na libovolné oznacené pole umistime
bilou figurku. Na pole spratelené fadkem s obsazenym polem postavime ¢ernou figurku.
Tteti figurkou (bilou) obsadime pole spiatelené sloupcem s druhym obsazenym, ¢tvrtou
(Gernou) na pole spratelené se fadkem se t¥etim a tak dale. Tento algoritmus skonéi
v okamziku, kdy bychom méli umistit dalsi figurku na pozici, ktera je uz obsazena. Je
jisté, Ze tuto pozici jsme obsadili jako prvni (ostatni obsazené pozice maji obsazena obé
spratelena pole). Umistovali jsme stiidavé bilé a Cerné figurky a uvaZovali spratelent
stiidavé sloupcem a rfadkem. Spfateleni mezi prvni a posledni figurkou je sloupcem,
mezi posledni a pfedposledni fadkem, posledni figurka je proto ¢erné. Plati tedy, Ze
prvni figurka mé na obou spratelenych polich figurky opacné barvy. Pro ostatni figurky
plati totéz diky postupu, kterym jsme figurky pfidévali.
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Nyni jsou dvé moznosti — bud jsme jiz umistili figurky na vSechna oznacena pole,
nebo ne. Pokud ne, vybereme libovolné neobsazené oznaCené pole a cely algoritmus
opakujeme. Opakovat ho budeme do doby, nez budou obsazena vSechna oznacena pole.

Uloha 1.3.

Demonstranti byli nakonec rozehndni tmou a nocnim chladem a jen zdzrakem se tehdy nikdo
nezranil. O to horsi viak byla dohra. O den pozdéji se opét sesla rada mésta, aby projednala
moznd TeSent této krize. A tak bylo dne 15.6. v 17 hodin 32 minut 16 sekund bohuzZel nezndmého
roku za hlasitého lenoSeni na jedné strané a nepteslechnutelného ohloddvdni tuZek na strané
druhé rozhodnuto o oddéleni obou cdsti soumésti. V Lenosiné toto oslavili prevalenim na druhy
bok, v hloupétiné vyvésenim piikladu:

Do sachovnice n x n je vepsano n? &isel tak, Ze jejich soucet je nezaporny. Dokazte, Ze miiZzeme
premistit sloupce Sachovnice tak, aby soucet ¢isel na jedné z diagonal byl také nezaporny.

Reseni. Hodnotu v i-tém fadku a j-tém sloupci oznaéme a; ;. Uvazme nyni soucty
Sk, kde k € {0,--- ,n — 1}, definované takto: So = a1 +ag2+---+ann, a prok >0

Sk =a114k +a224k + -+ p—kn + Apn_ky1,1 + -+ Q-

Kazda z hodnot a; ; je zapoctena do prave jednoho souc¢tu. Hodnota So+S1+- - -45,-1 je
rovna souc¢tu v8ech ¢isel na Sachovnici a dle zadan{ je nezaporna. Proto musi byt alespon
jeden ze souctu Sy nezaporny, necht je to S;. Presunutim prvnich ¢ sloupct na pravy
konec 8achovnice docilime toho, Zze prvky s¢itané v souctu Sy budou lezet na diagonéle.
Presunuti sloupct je proto vzdy mozné.
Uloha 1.4.

A tak se mésto Lenosin pokusilo vydéldvat lenoSenim. Bezispésné. To naopak Hloupétinu se

datilo. Hned pruni priklad, ktery byl na aukci vydraZen a prinesl do méstské pokladny nemalyj
financéni obnos, zni:

Pole sachovnice 12 x 12 jsou obarvena jednou ze t¥i barev. Dokazte, ze existuje pravouhelnik,
jehoz rohovéa policka jsou stejné barvy.

A tak vznikla samostatna mésta Hloupétin a Lenosin.

ReSeni. Poli na Sachovnici je celkem 144, nejpocetnéjsi barva (Feknéme zelend) proto

musi byt na alespon % = 48 polich. Pocet zelenych poli v i-tém Fadku oznac¢me a;.
Dvojici zelenych poli, které jsou ve stejném fadku, nazveme duetem. Pocet rtznych

duett v i-tém tadku je w Celkovy pocet duett je

12 12 12 1 12 1\2
ai(a; — 1) (@i —35)"— 3 3 (a; — 3)
_D s B —— _— = —— _
D IR Sl AP S
i=1 =1 i=1
_12
Aritmeticky pramér Cisel a; — %, as — %, cee, Q10 — % je alesponi 4 o = %, jejich kva-
Y
draticky primér ) = Zgl (a1122) je podle nerovnosti mezi aritmetickym a kvadra-
tickym pramérem alespon %, proto
12 142
3 (a; — 3) 3 ) 49 3
D=——-+6 —==—— 46" >6-— — - =72
2 + Zz; 12 2 607 = 4 2
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Méme pouze % = 66 dvojic sloupci, proto existuji dva duety lezici ve stejné dvojici

sloupcu. Pole tvorici tyto duety urcuji ¢tyiahelnik se viemi rohy zelenymi. Tim je zadané
tvrzeni dokazano.

Uloha 1.5.

Kouma s Noumou napsali po obvodu kruznice ¢isla 1,0,1,0,0,0. Poté v kazdém kroku pri-
citali k libovolngm dvéma sousednim cislim totéZ prirozené cislo. Mohli takto dostat viechna
¢isla stejnd?

Reseni. Cisla na kruhu ozna¢me po fadé ai,...,as a uvazujme soucet S = a; —ag +
a3 — a4 + a5 — ag. Na zacatku je S = 2. Pokud pfi¢teme stejnou hodnotu ke dvéma
sousednim ¢&isltim, hodnota S se nezméni. Kdyby byla vSechna ¢isla stejna, muselo by
byt S = 0. Takova situace proto nastat nemuze.

Uloha 1.6.

Kdyz Matej s Libénkou malovali svij pokojik, sloZili si k tomu samoziejmé 4 D
vecernikovské cepice. Slozili je z riznijch ctvercovijch papiri. Po malovdant
cepice opét rozloZili a papiry hodili pies sebe prdavé tak, Ze wvrchol jednoho
Ctverce splijval s vrcholem ctverce druhého. Tu Matéje napadlo, Ze pokud vr-
choly c¢tvercii oznadi tak, jak je na obrdzku, a vzddlenost AE oznadi a a vzdd- F

lenost DF oznaci x, pak plati, Ze x = a - \/2. Podafilo by se vam to dokdzat? B ¢
G

Reseni. Usecka BD je thlopfickou ¢tverce ABCD, proto |BD| : |AB| = v/2. Usecka
BF je thlopiickou étverce BGFE, proto |BF| : |BE| = /2. Dale

|/FBD| = |/FBA| - |/DBA| = |/FBA| — 45° = |/FBA| — |/FBE| = | LEBA.

Trojuhelniky FBD a EBA jsou proto podobné podle sus. Koeficient jejich podobnosti
je |BF|:|BE| = +/2. Plati tedy = : a = |DF| : |AE| = v/2, coZ jsme chtéli dokazat.

Uloha 1.7.

Henry Klevr si hrdl s kosodelnikovgm prouzkem papiru tak, Ze ho preklddal sem a tam, az
vznikl pds sestdvagici se z dvandcti rovnostranngch trojuhelniki. KaZdy z vrcholi obarvil Zluté
nebo cervené. Prisli Matéej s Libénkou a napadlo je, kolik existuje takovijch obarvent, aby Zddny
z rovnostrannijch trojuhelnikid nemél vSechny vrcholy stejné barvy? Dokdzali byste to urcit?

Reseni. Vrcholy trojihelniki oznacime zleva doprava vy, vs,...,v14. Oznacme c,
pocet zpusobi, jak obarvit vrcholy vy az v,. Pokud je n > 2, miZe obarveni byt dvou

typu:

e Vrcholy v, a v,—1 maji riznou barvu. Takova obarveni ziskame tak, Ze obarvime
n — 1 vrcholi jednim z ¢, zplisobtli a v, obarvime barvou, kterou jsme nepouzili
na v,—1. Takovych obarveni je ¢,_1.
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e Vrcholy v, a v,—1 maji stejnou barvu. Kviili podmince v zadani pak musi mit
Up—o jinou barvu nez tyto dva vrcholy. Takovéi obarveni ziskdme tak, Ze obarvime
n — 2 vrcholl jednim z ¢,,—2 zpiisobu a vrcholy v,—1 a v, obarvime barvou, kterou
jsme nepouzili na v,_o. Takovych obarveni je ¢,_s.

Shrnutim predchozich dvou odrézek dostavame, ze pron > 2 je ¢, = ¢p_1+¢p_o. To
nam spolu s rovnostmi ¢; = 2 a cg = 4 zadava posloupnost {c, }°°; jednozna¢né. Nasi
tlohou je spoditat, kolik je c¢14. Toho 1ze dosdhnout uréenim prvnich 14 ¢lend posloup-
nosti: 2,4, 6,10, 16, 26,42, 68,110,178, 288, 466, 754, 1220. Je také mozné si vSimnout, Ze
pokud f; jsou Fibonacciho ¢isla (tj. pokud f,, spliujé f1 = fo=1a f, = fno1 + fn—2
pro n > 2), pak ¢, = 2f,+1. Pro posloupnost f je znam vzorec, jimz lze f,, pocitat bez
znalosti predchozich ¢leni:

() ()

Pomoci néj lze uréit c14 = 2f15 = 1220.
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