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Zadani 6. série

HRATKY
KOuMY A NOUMY

Uloha 6.1. Kouma s Noumou si uspotddali Celondrodni mistrovstvi Lenosina s otevienym
vstupem pro Hloupétinské. Natiskli si pozvdnky, nakoupili ceny, pohdry pro vitéze i vSechny
zucastnéné, natiskli diplomy a pak se konecéné zavreli do pokoje a mistrovstvi zacalo.

Proni disciplinou bylo délitelovani. Nouma zacal s éislem n = 2. V kazdém ndsledugicim
kroku ziskd jeden z hrdci ¢islo n tak, Ze k nému piicte vlastniho délitele! éisla n. Vyhraje ten,
ktery prong dostane cislo vétsi nez 2009. Kdo vyhraje?

ReSeni. Ve svém prvnim tahu Kouma piicte k Noumové dvojce jednicku. Nouma tak
dostane trojkou a muze ji zvétsit pouze na ¢tyrku. Na Koumu tak zbude sudé &islo,
pri¢tenim jednicky z néj muze udélat liché. ProtoZe liché Cisla maji jen liché délitele,
musf Nouma piicitat liché &slo a na Koumu tedy zbude opét ¢islo sudé. Mtze proto svou
strategii zopakovat. V okamiiku kdy na Koumu zbude sudé n > 1340, pfic¢te k nému
misto jednicky 7, Eiostane > 2010 a vyhraje.

Pro¢ nemuiaze Nouma vyhrat drive nez Kouma? Pfedpokladejme, Zze Kouma hraje
podle své strategie a presto Nouma vyhraje Pred Koumovym poslednim tahem mélo n
hodnotu 2k + 1. Clslo které k nému Nouma pricetl, mélo hodnotu d = 2’“—“ kde t € N,
t > 1. Protoze je 2k + 1 liché, je navic t > 2, proto d < % Pritom 2k + 1 —|—d > 2009,
coz dava 2k + 1 + %TH > 2009, po upraveé 2k + 1 > 1507. Kouma ve svém poslednim
tahu musel zvétsovat ¢islo 2k na 2k + 1, protoze ale 2k > 1506, dostavame spor s tim, Ze
hral podle své strategie (podle té by pri¢etl k a vyhral). Proto Nouma vyhrat nemuze.

Uloha 6.2. No hddejte, kdo vyhrdl proni disciplinu? No jasné. Druhd bitva vypukla na poli
ryze cerném a zbrani byla pouze kiida. Nouma, jenZ opét zacind, s Koumou stridavé psali na
tabuli pFirozend ¢&isla mendi nebo rovna pFirozenému &islu n, pricemz na tabuli nesméli napsat
délitele Zddného cisla jiZ na tabuli napsaného. Prohrdl ten, kdo uZ nemohl napsat Zddné éislo.
Kdo vyhrdl?

ReSeni. V této tloze pouZijeme argument kradeni strategii z povidani. Pfedpokla-
dejme, ze Kouma mé pro dané n vitéznou strategii. Nouma v prvnim tahu napiSe jed-
nicku, Kouma na to zareaguje tim, Ze napiSe néjaké m. Prestoze jsou na tabuli napsana
dvé ¢isla, je situace stejna, jako kdyby bylo na tabuli pouze m. Podle predpokladu by
v takové situaci Kouma vyhral. Kdyz ale jeho strategii ukradne Nouma, skoné hra
NoumOV}’Im vitézstvim a to je spor. Kouma proto nemize mit vitéznou strategii.
Protoze v kazdém tahu ubude alespon jedno ¢&islo z mnoziny ¢isel, ktera je mozno
napsat, hra musi skoné¢it vyhrou nékterého z hrac¢u. Vitéznou strategii ma proto Nouma.

! Vlastni délitel &isla n je kazdy délitel mensi nez n (véetné jednicky).
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Na zavér bychom radi upozornili na to, ze sice vime, kdo vyhraje, ale nejsme schopni
jeho strategii néjak obecné popsat. Zadané hra se dost podoba hie Chomp (http://
en.wikipedia.org/wiki/Chomp), pro kterou se hledaji vitézné strategie uz od poloviny
dvacatého stoleti.

Uloha 6.3. Dalsi disciplinou byl Cokoladovy vyslech.

Kouma st mysli prirozené ¢islo od 1 do 16. Noumoui slibil cokolddu, pokud ho uhddne. Nouma se
smi Koumy n-krdt zeptat, jestli ¢islo patii do néjaké mnoZiny. Kouma mu musi vZdy odpovédét,
miize ale jednou Ihdt. KdyZ po n-té odpovedi Nouma ¢islo uhddne, vyhrdl. Pro jakd n je jisté,
se Nouma vyhraje?

ReSeni. Nejprve ukazme, 7e Noumovi sta¢i sedm otazek. Kdyby Kouma nemohl
lhat, staci Noumovi 4 otazky. Ty maji totiz 16 rtiznych moznych kombinaci odpovédi,
coz mu stac¢i k rozliSeni ¢isel. MiZe si napfiiklad udélat tabulku o ¢tyrech radcich a
Sestnécti sloupcich a do kazdého rfadku zapsat jinou kombinaci odpovédi. Prvn{ otazku
pak poloZi tak, aby odpovéd byla ,,Ano“ pravé u téch ¢isel, které maji v prvnim radku
tabulky ,,Ano“. Vhodn& ¢tvefice dotazovanych mnozin by proto mohla byt napiiklad

A; ={1,2,3,4,5,6,7,8},

Ay ={1,2,3,4,9,10,11, 12},
As ={1,2,5,6,9,10,13, 14},
Ay =1{1,3,5,7,9,11,13,15}.

Coz muzeme piehlednéji vyjadiit tabulkou nasledovné:

1[273 5[ 6] 7[8]9]w]11]12]13]14]15] 16
A A A arararacs
A VIV V]V e v
A |V |V v |V |V
Ay |V v v v v v v

Nouma se nejdiive zepta na tyto mnoziny.

Pro kazdou mnozinu X definujme X = {1,2,...,16} \ X. Pro kazdé i € {1,2,3,4}
polozme B; = A;, pokud byla Koumova odpovéd na i-tou otézku kladné a B; = A;
v opac¢ném piipadé. Pokud by Kouma na prvni ¢tyfi otdzky odpovédél pravdu, lezelo
by hledné ¢islo v pruniku By N Bs N By N By. V paté otazce se Nouma zepta, jestli je
hledané &islo v B1NBaN B3, v 8esté na BoN B3N By a v sedmé na B1NBy. Kdyby odpoved
na jednu z prvnich ¢tyr otazek byla nepravdiva, projevilo by se to dvéma zapornymi
odpovédmi na posledni t¥i otazky. Z toho, jaké dvé jsou nepravdivé, lze snadno uréit,
ktera odpovéd byla nepravdivé, zaménit piislusne B; za B; a hledané ¢islo najit pomoci
pruniku. Naopak pokud by prvni ¢tyfi byly pravdivé, nejvySe jedna z poslednich tfech
odpovédi bude zaporna.

Nyni pro spor predpokladejme, ze Noumovi stacf Sest otazek. Reknéme, ze se Kouma
predem rozhodne, jaké ¢islo si bude myslet a pii kolikaté otazce lhat (pripadné Ze ne-
bude lhat vibec). Takovych rozhodnuti miaze udélat 16 - 7 = 112. Kazdému takovému
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rozhodnuti pak odpovid4 néjaki posloupnost odpovédi na Noumovy otazky. Moznych
Sestic odpovédi je ale pouze 64, néjaké z nich odpovidé alesponi dvéma riznym rozhod-
nutim. Dvé rozhodnuti, pro kterd odpovédi splynou, se nemohou lisit pouze pozici 1zi
(pak by se na této pozici musely lisit posloupnosti odpovédi). Nouma tedy nemiize po
Sesti otazkach s jistotou poznat, jaké ¢islo si Kouma mysli.

Uloha 6.4. Posledni dvé kldni probéhla v polynomovani. Medaile se rozddvaly v celociselném
polynomovdni i redlném polynomouvdni. Nejprve tedy spolu soupeili Nouma (zacinajici hrdc)
s Koumou v celociselném boji.

a) Stridavé dopliiovaly celociselné koeficienty normovaného polynomu A LR SR SR
Dokazte, Ze Nouma miZe hrdt vZdy tak, aby polynom mél pouze celociselné koteny.

O néco tuzsi souboj se uskutecnil na poli redlném:

b) Nouma s Koumou opét stridave dopliiovali koeficienty polynomu z'© 4+ ... 22 + ...z + 1,
tentokrdt vak jiz mohli byt tyto koeficienty libovolné redlné. Pokud polynom nebude mit
Zadné redlné koreny, vyhraje Nouma. Dokazte, Ze Kouma miZe vyhrdt, at uZ udéld Nouma
cokoliv.

ResSeni.

a) Jedna z vitéznych strategii pro Noumu je takova, ze pfed x doplni koeficient
(—1). Kdyz Kouma nékam doplni koeficient a, doplni Nouma na zbylou pozici
(—a). Kdyz budeme BUNO predpokladat, ze Kouma doplnil konstantni ¢len, bude
vysledny polynom roven z° —az? —x+a = (2> —1)(z—a) = (x —1)(z+1)(z —a)
a Nouma vyhraje.

b) V chybném zadani mohli Nouma s Koumou dopliovat jen dva koeficienty. Vitézna
strategie pro Koumu pak byla trivialni: zvolil si libovolné z a koeficient, ktery na
né&j zbyl, dopocital tak, aby hodnota polynomu byla rovna 0. To vzdy lze, protoze
linearni rovnice s nenulovym koeficientem u linearniho ¢lenu méa vzdy FeSeni.

Resme ale tlohu tak, jak byla myslena, tedy s moznosti doplnit vSechny koeficienty

ux? az xl.

Polynom, ktery vznikne béhem hry po doplnéni i koeficientt, ozna¢me P; (nedo-
plnéné koeficienty povazujeme za nuly).

Protoze mé Py konstantni ¢len 1, je Py(0) = 1. Kdyz Kouma zajisti, aby pro néjaké
realné ¢islo a platilo Py(a) < 0, musi mezi 0 a a graf polynomu Py protnout osu x
a Py ma proto korfen (plyne ze spojitosti polynomiélni funkce), ¢ehoz chce Kouma
doséhnout. Kouma se bude snazit Noumu donutit k tomu, aby svym poslednim
tahem doplnil koeficient u liché mocniny — kdyby Nouma konéil doplnénim dosta-
tené vysokého koeficientu u sudé mocniny, mohl by snadno dosdhnout toho, ze
P(z) > 0 pro v8echna x. Ve svych prvnich tfech tazich bude proto Kouma dopl-
novat koeficienty pokud mozZno k sudym mocninam. Alespon jeden z Kkoeficientt,
které zlistanou pfed Koumovym poslednim tahem nedoplnény, je u liché mocniny.
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Pokud je druhy schazejici koeficient u sudé mocniny, doplni Kouma k sudé mocniné
koeficient (—1 — max{P7(1), Pz(—1)}). Plati proto

Ps(1) = Pr(1) — 1 — max{Ps(1), Pr(~1)} < Pr(1) — 1 — Px(1) = —1 < 0,

analogicky Ps(—1) < 0. Protoze Nouma doplituje koeficient k liché mocning, na-
stane nejvySe jedna z nerovnosti Py(1) > Pg(1) a Py(—1) > Ps(—1). Proto bud
Py(1) < 0 nebo Py(—1) < 0.

Nyni predpokladejme, Ze nedoplnéné koeficienty jsou u n-té a m-té mocniny, kde
m < n jsou licha ¢isla. UkaZzeme, Ze Koumovi sta¢i doplnit vhodny koeficient a,,,
aby vyhrél nezavisle na Noumové volbé koeficientu ay,. Z rovnosti

Pg(l) = Pg(l) —+ am,
Pg(—2) = Pg(—2) — aQO

plyne rovnost

2mP9(1) + Pg(—2) = 2mP8(1) + Pg(—z).

Odtud je jiz patrné, Ze pokud se Koumovi podafi dosdhnout nerovnosti
2" P3(1) + Pg(—Q) < 0,

musi byt alespon jeden s¢itanec na levé strané zaporny, proto P(1) < 0 nebo
P(—2) < 0 a Kouma vyhraje. Protoze

9M Py(1) + Py(—2) = 2™ Pr(1) + 2™ay, + Pr(—2) — 2"a, =
= (2"Pr(1) + Pr(=2)) — (2" — 2™)an,

2P ()4 Pr(=2)

sta¢i Koumovi volit a,, > o —gm

Uloha 6.5. Matéj s Bublou se vydali na nocéni prochdzku a ruku v ruce pozorovali hvézdy
na jasné jarni nocéni obloze. V tuto romantickou chvili dodal této kouzelné atmosfére povéstnou
tresnicku Matéj, kdyZ laskyplné poSeptal Buble do ouska: ,,Vidim na obloze n hvézd (obloha je
prostorovd) a urcité Zadné 4 hvézdy neleZi v jedné roviné. Nékteré z nich spojime k useckami.
Ldsko md, zvlddla bys dokdzat, Ze pokud témito useckami neni vytvoreny trojuhelnik s vrcholy
v néekteré z hvézd, potom k je mensi nebo rovno dolni celé éisti ze cturtiny druhé mocniny c¢isla
n?“ No uznejte, neni Matéj iZasny?

ReSeni. Pro usnadnéni popisu pridélime kazdé hvézdé barvu a ¢islo. Barveni a &is-
lovani budeme provadét v krocich. V i-tém kroku vzdy zjistime, zda jsou na obloze
dvé neobarvené vzajemné spojené hvézdy a pokud ano, obarvime jednu modfre, druhou
zelené a obéma priradime &islo ¢. Pokud takové dvé hvézdy neexistuji, vybereme libo-
volnou ze zbyvajicich hvézd, obarvime ji zluté a dame ji ¢islo ¢. Na konci obarvovani
pak bude m modrych, m zelenych a n — 2m Zlutych hvézd. Pokud nap¥iklad budou na
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obloze hvézdy «, 3, a spojené budou a s § a « s vy, miZzeme obarvit a modie, § zelené
a v bude zluté, hvézdy o a B budou mit obé ¢islo 1 a  ¢islo 2.
7 kazdé zluté hvézdy vede spojnice pro kazdé ¢ = 1, ..., m jen do jedné ze dvou hvézd
s timto ¢islem. Do hvézd s ¢islem vySSim neZ m z ni spojnice vést nemohou (zadné
dvé zluté hvézdy nejsou spojené). Spojnic konéicich ve zluté hvézdé je proto nejvyse
m(2n —m). Spojnice, které v zadné zluté hvézdé nekonéi, mohou spojovat bud modrou
a zelenou hvézdu se stejnym ¢islem (takovych je m), nebo dvé hvézdy s riznymi ¢isly.
Pro pevné zvolena i, j < n, kde i # j, mohou existovat pouze dvé spojnice hvézd s &isly
i a j (tfeti spojnice by spolu se spojnici hvézd se stejnym &islem vytvorila trojihelnik).
D e e e . o« m(m—l) 5 . ° .
vojici 4, j miizeme vybrat —-5—= zptisoby (i vybereme m zpiisoby, j vybereme m — 1
zpusoby a kazda moznost tak bude zapoctena dvakrat). Pro vSechny mozné kombinace
.o . m(m—1) _ -
i, tedy mame celkem 25— = m(m — 1) spojnic.
Kdyz se¢teme pocty spojnic vSech ti{ typu dostaneme

2 2 2 2
m(n—2m)—|—m+m(m—1):mn—m2:z—<m2—mn+2> Z%—(m—g> )

n2

ProtoZe hodnota druhé mocniny je vzdy nezapornd, je tento pocet vzdy nejvyse .
Protoze pocet je vzdy celé &islo, 1ze jej shora odhadnout vyrazem {%QJ, coZ jsme chtéli
dokézat.

Uloha 6.6. Bubla, celd rozechveld, chtéla Matéje také potesit a poseptala mu: ,Ctverice hvezd
lezi v roviné a tvoii ctverec ABCD, jemuZ je vepsany rovnostranny osmithelnik O10; . ..Og
(tedy takovy, Ze pro i od 1 do 7 plati |0;0,11] = |OgO1|). Nekteré jeho strany navic leZi na
strané ctverce a to tak, Ze usecka 0102 lezi na AB, O304 na BC, O50¢ na CD a O;05 na
DA. Matéji, umél bys dokdzat, Ze existuje ctverec, na kterém lezi zbylé strany osmithelnika?“

ResSeni. Délku strany osmithelnika ozna¢me a. Déle polozme

|AO:| = x4, |AOs| = y1,
|BO3| = 2, |BO2| = ys,
|COs| = w3, |CO4| = ys,
|DO7| = 24, |DOg| = ya.

ProtoZe strany osmituhelnika leZici na stranach ¢tverce maji délku a, mame |[AB| —a =
T14Yyo = o +ys = x3+ys = x4+ y1. Protoze maji délku a i zbylé strany osmithelnika,
mame z Pythagorovy véty :UZQ + y? =a’prol<i<A4.

Predpokladejme, Ze x; je maximum ze v8ech z;. Protoze souc¢et druhych mocnin z; a
y; je konstantni, znamena to, Ze y; je minimum ze vSech y;. Mame ale rovnost 1+ =
T4 + Y1, kterd je s podminkami x1 > x4, y2 < y1 slucitelné jen tehdy, kdyz x1 = x4 a
9 = y1. Proto i x4 je rovno minimu ze vSech x;. KdyZz podobnou tvahu zopakujeme
jesté dvakrat, zjistime, Ze i x3 a xo jsou rovny tomuto minimu. Trojuhelniky AO,0Osg,
BO30,, CO504 a DO70g jsou proto shodné. Osmithelnik O10s...Og je proto soumérny
viéi otoceni o 90° kolem stiedu ¢tverce. étyfﬁhelnik omezeny piimkami OgO1, 0203,
0405 a OgO7 je proto také soumérny vzhledem k tomuto otoceni. Aby mohl byt tento
ctytahelnik soumérny vici oto¢eni o 90°, musi to byt ¢tverec, coz jsme chtéli dokazat.
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Uloha 6.7. Zatimco Matéy s Bublou proZivali nddherné romantické chvilky pod hvézdams,
trapila se Libénka s jednim pfikladem. A nemohla a nemohla ho vyresit. No, schvdlné, dokdzali
byste to vy? Posloupnost a,, je definovdina jako Zdln aqg = 2". Dokazte, Ze n | ay,.

ReSeni. Dosazenim n = 1 dostaneme a; = 2! = 2, pro n = 1 tvrzeni plati. Dale se
zabyvejme pouze &isly n > 1.

Pro spor predpokladejme, Ze tvrzeni pro néjakid n neplati a m je nejmensi z nich.
Protoze m 1 an,, existuje prvoéislo p takové, ze se v rozkladu m na prvocinitele vyskytuje
v mocniné e a v rozkladu a,, pouze v né&jaké nizsi (i nulté) mocning.

Lze psat m = p°t, kde t je prirozené ¢islo nesoudélné s p. Mnozinu déliteld m
ozna¢me A, mnozinu délitelt ¢isla p®~'t oznaéme B a mnozinu &isel tvaru p°k, kde
k | m, ozna¢me C'. Nyni ukdZeme, ze A = BUC. To, Ze vSechna ¢isla z B a C lezi v A,
je zfejmé. Pokud je x ¢islo z A a ma v rozkladu u p exponent nizsi nez e, pak lezi v B.
Pokud mé exponent roven e, lezi v C. Proto viechny prvky z A v B U C. Navic zadny
prvek z C' nemuze lezet v B, proto jsou B a C disjunktni.

KdyZz vyuzijeme definiéniho vztahu posloupnosti k vypodétu sum a; pies A a B,

dostaneme
2" = Zai = ZaiqLZai = 2pe_lt+zai.

1€A 1€B ieC 1eC

Kdyz ze sumy napravo vyélenime a,, a rovnici drobné upravime, dostneme

= 2 — 2P Z a; (6.1)
ieC\{m}

Do vyrazu V = 2™ — 27" 't dosadime za m = p°t a vytkneme 2°° "'t

Voo ot <2pet7peflt _ 1) ot ((2t)p5_pe—1 B 1) _ogptlt <(2t) (p—Dp=t 1)

Je-1i p liché prvoéislo, je podle Eulerovy véty hodnota zavorky délitelna p®, takze p® | V.
Jellip=2ae>1,jept>pt>pap’|V.Prop=2ae=1jept>1, tedy
opét p° | V.

Protoze predpoladame, ze p€ { ay, & apy =V — Ziec\ {m} @i musi alespon jeden ¢len
a; sumy ZiGC\ (m) @i dévat nenulovy zbytek po déleni p©. Protoze ale j délitelné p° je,
mame j { a;, coz je spor s tim, ze m je minimalni ¢islo s vlastnosti m { ap,.
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