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Vzorové feSeni 5. série

GEOMTRIE

Uloha 5.1. Kouma s Noumou po¥ddali mravenci zdvody. Dali k sobé dvé krabicky
od sirek tak, Ze sviraly ostry tuhel. Uvniti thlu vytvoreného sténami krabicek je start
zdvodu. Ze startu musi vyrazit mravenci primo ke sténé pruni krabicky, dotknout
se ji pravou prostiedni noZickou, odtud béZet ke sténé druhé krabicky, dotknout se
levou prostredni noZickou a béZet zpdtky na start, kde je zdroven i cil. Kudy md béZet
Koumiv mravenec, aby ho bolely co nejméné noZicky (tedy aby urazil co nejmensi
vzddlenost)?

ReSeni. Pfimky, na nichZ lezi stény krabicek, od kterych se mravenci odrazi,
ozna¢me p a ¢, body odrazi nazvéme P a ). Bod, z néhoz mravenci startuji,
oznacime S. Sestrojime obrazy S’ a S” bodu S v osovych soumérnostech
podle p a q. Z vlastnosti osové soumérnosti pak plyne, ze |S'P| = |SP| a
|S”Q| = |SQ|. Délka celé trasy mravence je proto |SP|+ |PQ| + |SQ| =
|S’P| + |PQ| + |5"Q|. To je délka lomené ¢ary S’PQS”. Protoze nejkratsi
spojnice dvou bod je tsecka, je délka této trasy nejméné rovna |S’S”|. Této
délky lze dosahnout pravé tehdy, kdyz body S’, P, Q a S” lezi na jedné piimece.
Nejkratsi dradhu urazi mravenec tehdy, pokud si oba body odrazu zvoli na
spojnici S’S”.
Uloha 5.2. Matéy Klevr pozval na rande slicnou slecnu Bublu Cudlovou. Libeénka
se rozhodla, Ze si ji musi provérit, a pii pruni prileZitosti ji poloZila otdzku: ,Bublo,
co bys mohla 7ici o primkdch a,b, pokud plati, Ze sloZime-li osovou symetrii podle
primky a s osovou symetrit podle primky b a osovou symetrii podle primky a, dosta-
neme totéZ zobrazent, jako bychom sloZili osovou soumérnost podle primky b s osovou
soumérnosti podle primky a a s osovou symetrii podle primky b? Jaky thel sviraji
piimky a a b?“

ReSeni. Zadani si mizeme prepsat jako rovnost zobrazeni:
Og 0 (0Op00y) = Opo(Of 0 Op).

KdyZz zobrazeni na obou stranach slozime s Oy, dostaneme
(Op00y) 0 (0p00,) =04 0 Oy

Na pravé strané se nam dvé zobrazeni Oy, vzajemné vyrusila (osova soumérnost
sloZzena sama se sebou je identita). Nyni obé& strany rovnosti slozime s Oy:

Oa o (Ob o Oa) S (Ob o Oa) = Ob7
a nakonec s Op:

(Op004) 0 (0p00,) o0 (0Op00,) =id.
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Kdyz tedy zobrazeni Opo0, slozime t¥ikrat samo se sebou, dostaneme identitu.
Jak jsme uvedli v povidani, sloZeni dvou osovych soumérnosti je bud posunuti,
nebo otoceni.

Kdyby bylo Op o O, posunutim o vektor ¢, muselo by posunuti o 37 byt
identita, proto v = 0. To nastane v pripadé, Ze jsou piimky a a b totozné.

Kdyby bylo Oy 0 O, otoceni o tihel «, muselo by otoceni o 3 byt identita,
proto a € {0°,120°,240°}. Prvni moZnost vede opét na a = b, ve zbylych
pripadech sviraji pfimky a a b thel 60°.

Uloha 5.3. »Nerus mé trojuhelniky!“, ozvalo se Koumovo zahiméni smérem k Nou-
movi. Kouma mél nakreslené dva rovnostranné trojuhelniky ABC a KLM (se shod-
nou orientact) s odlinou délkou stran. A Nouma chodil a vymyslel ptdakoviny. Kouma
uZ to nemohl vydriet a povidd mu: ,,Kdybys radsi prestal blbnout a misto toho dokdzal,
Ze stiedy stran AK, BL a CM tvofi také rovnostranny trojihelnik.“

Reseni. Stredy AK, BL a CM ozna¢me po fadé D, E, F.

Uvazme trojuhelnik AXY | ktery vznikne z K LM posunutim o KA. Dale
ozna¢me R stied tsecky BX a S stfed tsecky C'Y. Protoze C' je oto¢enim B
okolo A o thel 60° a Y je oto¢enim X okolo A o 60°, je i stfed tusecky CY
oto¢enim stiedu BX o 60°, proto |/RAS| = 60° a |AR| = |AS|. Z toho je
patrné, ze trojuhelnik ARS je rovnoramenny s vnitinim thlem 60° u vrcholu

A. — —
Protoze je ER stfedni pficka v trojihelniku LX B, je RE = %XL. Bod X
. —_— — — — 12
je obrazem bodu L v posunuti o KA, proto AK = XL, takze RE = 5AK.
. p— 12 L= 1552 . 3 . )
Analogicky SF'= 5AK. Protoze i AD = 5AK, je DEF posunuty trojihelnik

—_—
ARS o %AK a je proto rovnostranny.

Uloha 5.4. Bublu Cudlovou otdzka na osovou soumérnost vibec nezaskocila a PO
chvili premyslent prisla na sprdvné teSeni. Libénku to prekvapilo. Aby toho nebylo
mdlo, tak ji hned vzdpéti srazila do kolen otdzka, zda by dokdzala wrcit, na co se
zobrazi primka v zobrazend f, které je bijekci roviny na sebe a ve kterém se zobrazi
libovolnd kruznice opét na kruznici.

Reseni. Zvolme dva rizné body A, B a jejich obrazy oznacme A’, B'. Na
piimce A’B’ zvolme libovolny bod C’ ¢ {A’, B’} a hledejme jeho vzor C.
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Kdyby bod C' lezel mimo p¥imku AB, urcovaly by body A, B a C kruZnici k.
Ta by se v f zobrazila na kruznici k' a na &’ by musely lezet body A’, B’ a
C’'. Primka A’B’ by musela mit s touto kruznici t¥i priseciky, coz nelze. Na
kazdy bod primky A’B’ se proto zobrazi n&jaky bod AB.

Nyni na AB zvolme bod D a hledejme jeho obraz D’. Pfedpokladejme, Ze
by nelezel na pifimce A’B’. Bodem D’ vedeme rovnobé&zku p’ s pfimkou A’B’

Uvazme libovolny bod X’ neleZici na p’. P¥imka X’'D’ protne A’B’ v Y'.
Obraz Y bodu Y’ lezi na AB. Vzorem primky D'Y’ je ¢ast pfimky DY = AB.
Vzor X bodu X’ je proto na piimce AB. Viechny body mimo p’ maji proto
vzor na AB, viechny body na p’ maji vzor na n&jaké pifmce p (jak jsme ukazali
vyse, vzorem piimky je pfimka). Zobrazeni inverzni k f proto zobrazi celou
rovinu na ABUp, coZ je spor s tim, Ze je f bijekce. Proto bod D’ lezi na A’B’.

Ukézali jsme, Ze viechny body AB se zobrazi na A’B’ a celou ji pokryiji,
proto f zobrazi pfimku vzdy na pifimku.

Uloha 5.5. Poté, co ani na popdté nevyhrdli Kouma s Noumou ve sportce, rozhodli
se, Ze st pro sebe vymysli hazardni hru se zarucenou vyhrou. Nazvali ji gt’astngjch
2n + 1. Z prirozengch ¢isel 1 aZ 2n + 1 se losuje 2n + 1 &isel tak, Ze Zddné cislo
nemuze byt vylosovdno dvakrdt. Vyhraje ten, ktery uhodne vsSech 2n + 1 taZenyjch
cisel. Kouma hned v proni hie prekvapivé vyhrdl hlavni cenu i s prémii. Kdyz uz tuto
hru hrdli ponékolikdté, vsiml si Nouma zajimavé skutecnosti, totiz Ze soucin vSech
rozdili taZeného c¢isla a poradi, ve kterém bylo ¢islo tazZeno, byl po kazdé hie délitelngj
dvéma. Je to jen ndhoda?

Regeni. Mezi &isly od 1 do 2n+1 je n+ 1 lichych &isel a n sudych. Nejvyse
n z n + 1 lichych ¢&isel proto mize mit sudé poradi, alespon jedno liché ¢islo
[ je vylosovéano v lichém potadi p. V souéinu je tedy jeden &initel (I — p), ktery
je sudy. Proto je sudy i cely soucin.

Uloha 5.6. Kdys Matéj zjistil, jak zkousela Libénka jeho ldsku, byl tak nastvang,
Ze by se to s trochou nadsdzky (a to nepiehdnim) jiz dalo nazvati piiis nastvany.
Aby si ho Libénka udobfila, vymyslela mu priklad. Mél dokdzat, Ze rovnice

<x+y\/5)4+(z+t\/5)4:2+\/3

nemd teSent pro Zddnd raciondlni ¢isla x,y, z,t. Matéj samoziejmé takovou omluvu
prijal...

Reseni. Nejprve obé ¢tvrté mocniny rozepiSeme z binomické véty:
a2 a5 (23 y+23) 130 (2% y 2 4227 120V 5 (v P 4-2t3) 125 (y ) = 245,
Po tpravé
ot 4 2 4+ 30(a%y? + 22 + 25(yt + 1Y) — 2=
=5 |1 — 4(23y + 23t) — 20V/5(xy® + 2t%) | .
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Kdyby byla hodnota hranaté zavorky na pravé strané nenulova, mohli
bychom touto hodnotou rovnici vydélit, na levé strané by zbylo néjaké racio-
nalni ¢islo a na pravé strané v/5, coz je &islo iracionalni. Proto jsou obé strany
rovnice nulové, pravou stranu proto miZzeme vynésobit ¢islem —1. Dostaneme

zt + 24 +30(2%y? + 222+ 25(yt +th) —2 =
= (—V5) [1 —4(23y + 23t) — 20V/5(xy® + zt?’)} ,
zpétnym provedenim dprav
a2t 45 (3 y+234) +30(2%y 2 4+-222) —20V/5 (wyP 4 2t3) 125 (y 1) = 245,
zpétnym uzitim binomické véty
4 4
($—y\f5> - (x—y\/g) =2 5.

Na pravé strané méame soucet dvou ¢tvrtych mocnin, tedy nezéporné éislo.
Protoze je v/5 > 2, je na pravé strané ¢islo zaporné, rovnost tedy pro zadnou
¢tvefici racionalnich ¢isel nenastane.

Uloha 5.7. Roman Tycka Bubla a Maté) vyrazili spolecné do kina. V Lenosiné
promitagi pied vlastnim filmem (misto ukdzek, co bude jiZ brzy ve vaSem kiné) zaddni
piikladd, aby si matematici, které zrovna nebavt film vybrany jejich partnerkamsi, kino
také ndleZité uzili. A tak pted filmem, na ktery vyrazili nasi kamarddi, bézel tento
priklad:

,Necht a,b jsou koreny kvadratické rovnice 2 + px — 1 = 0, kde p je liché celé
¢islo. Necht z, = a™ + b™. Dokazte, Ze z, a zpy1 jsou nesoudélnd celd cisla pro
vSechna pFirozend ¢&isla n.“

ReSeni. Vyuzijeme identitu z,,o = a"*2 4+ b"+2 = (a"*! + b"t1)(a + b) —
ab(a™ 4+ b") = (a + b)zp4+1 — abzy,. Dosazenim z Viétovych vztahti a + b= —p
a ab = —1 dostaneme

Zn42 = —PZn41 + Zn.

ProtoZe navic 21 = a+b = —p a 20 = a®> + b?> = (a + b)? — 2ab = p* + 2,
vidime, Ze vSechna z, jsou cela ¢isla.

Pro spor predpokladejme, Ze posloupnost z, obsahuje dva po sobé jdouci
¢leny z; a z;11 soudélné a Ze ¢ je nejmensi index s takovou vlastnosti. Cisla —p
a p? +2 jsou nesoudélna (jejich spoleény délitel musi délit p? +2+p- (—p) = 2
a souCasné liché p, proto jim musi byt ¢islo 1). Proto je index ¢ alespon 2.
Reknéme, 7e q je prvocislo, které dé€li z; a z;11. Pak dle vztahu z;_1 = —pz; +
z;i—1 Cislo g déli i z;_1, takze ¢isla z;_1 a z; jsou soudélné &islem ¢, coZ je spor
s predpokladem, Ze je index ¢ minimalni.
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