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Vzorové feSeni 4. série

TETROMINA

Uloha 4.1.
To jednoho dne vlezli Matéj s Libénkou doma na pidu a nasli tam krabicku s péti

tetrominy — od kaZdého typu jeden (obrdzky dole). Nasli tam i spoustu piedloh k po-

kryti. Nad pFedlohou, kterou miZete vidét na obrdzku vpravo,

se vsak trdpili hodné dlouhou dobu. Podatilo by se vam tuto

pyramidu pokryt dilky tetromina? Jednotlivé dilky miZete

otdcet a prekldpét. \

Regeni.

K tomu, abychom dokézali, Ze pyramidu pokryt nelze, ndm staci rozebrat
nékolik moznych poloh O tetromina a I tetromina.

Elegantnéjsi vSak je pouzit obarveni. KdyZ pyramidu obarvime Sachovni-
covym zpusobem, bude obsahovat deset ¢ernych a deset bilych bunék. Kazdé
z tetromin S,I,L a O zakryje vidy dvé Cernd a dvé bila policka. Na T-
tetromino tak zbudou dvé Cerna a dvé bila. Je ale zfejmé, Ze T-teromino musi
pokryvat bud t¥i, nebo jedno bilé policko. Pyramidu proto nelze pokryt.

Uloha 4.2.

No hddejte, komu se jako prvnimu podatilo rozlustit pokryti pyramidy. Ano, Li-
beénce. A posmivala se Matéjovi: , Ty jsi ale matej Matéji, takovy jednoduchy piiklad.
Matéy se urazil a ukazujice na dilky tetromina odeskl Libénce: ,KdyZ jsi tak chytrd,
tak schvdlné, jestli vyresis tento ukol. Pokud bychom na pudé nasli n sad tetromina
stejngjch, jako to nase, pro jakd prirozend ¢isla n se ti podaii pokryt obdélnik 4 x dn
bunék vSemi dilky tetromina?“ A Libénka opét mohla dilky otdcet i pievracet.

ReSeni.
Obdélnik 4 x 10 pokryt umime (viz obrazek). Umime proto pokryt i libo-
volny obdélnik 4 x 10k, takZe pro suda n je pokryti mozné.

Pro licha n = 2k + 1 obarvime obdélnik jako Sachovnici a predpokladéame,
7e ji umime danymi tetrominy pokryt. Kazdé T-tetromino pokryje bud tii
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Cerné a jednu bilou buiiku (pocet takovych T-tetromin ozna¢me a), nebo nao-
pak (takovych je n —a). Celkovy pocet ¢ernych bunék zakrytych T-tetrominy
je3a+ (n—a) =2a+n=2(a+k)+1, coz je liché ¢islo. ProtoZe ostatni
tetromina (S,I,L i O) pokryji kazdé dvé ¢erna pole, pokryvaji vSechna tet-
romina lichy pocet ¢ernych poli. Obdélnik, ktery ma 4 fadky a 5n sloupcti a
je obarveny Sachovnicové, méa v kazdém sloupci dvé ¢erna pole, celkové tedy
sudy pocet. Pro liché n tudiz nelze obdélnik pokryt.

Uloha 4.3.

To by nebyl Henry, aby se nepodival, co jeho déti Tesi za priklady. A kdyz vidél,
Ze jsou na sebe Matéj s Libénkou ,nasopténi, musel zasdhnout, jinak by se snad
skuteéné poprali. A jak asi Henry zasdhnul? No ano, svoji klasickou a proslavenou
henryovkou. Ta uZ urovnala tolik spori... A jaky Ze to byl pFiklad tentokrdt? Dal
Matéjovi a Libénce urcit a samoziejmé také dokdzat, kolik nejméné bunék obdélniku
o rozmeérech m X n musime vybarvit, aby na neobarvend pole nesel poloZit Zddny dilek
L-tetromina.

RegSeni.

Pro obdélniky 1 x n a m x 1 neni potfeba vybarvit Zadnou buiku. Snadno
zjistime, Ze k tomu, aby na neobarvena pole obdélnika 3 x 2 neslo polozit L-
tetromino, musi byt alesponn dvé jeho pole vybarvena. Obdobné kazdy ¢tverec
3 x 3 musi mit vybarvena 3 pole. Pro obdélnik o dvou fadcich a 3t+z sloupcich,
kde t € Z a z € {0, 1,2}, staci obarvit tieti, Sesty, ..., 3t-ty sloupec. Obarveno
tak bude 2¢ bunék. Protoze ¢ast takového obdélniku lze pokryt ¢ obdélniky
2 x 3 a v kazdém z nich je potfeba obarvit alesponi 2 buiiky, je toto obarveni
optimalni.

Dale se zabyvejme jen netrivialnimi p¥ipady, kdy m,n > 2. Pomoci ¢tvercii
3 x 3 a obdélnikt 3 x 2 lze pokryt libovolny pas 3 x u, kde u > 2. Takovymi
pasy lze pokryt libovolny obdélnik 3v x u. Protoze v kazdém z dil¢ich ¢tvercii
i obdélnikd musi byt vybarvena tietina poli, musi byt vybarvena tietina poli
i v obdélniku 3v x wu.

V piipadé obdélnikt, u nichz neni ani jeden rozmér délitelny tfemi, je
situace slozitéjsi. Polozme m = 3k +t, n = 3l + u, kde k,l € N, t,u € {4,5}
(to mizeme, protoze m,n > 3). Obdélnik m x n pak lze rozdélit na obdélniky
3k xn,tx 3l atxwu V prvnich dvou obdélnicich musi byt dle predchoziho
odstavce vybarveno alesponi kn + tl poli. Pro obdélnik ¢ x u musime rozlisit
tfi moznosti:

e ¢t = u = 4: Predpokladejme, Ze ve Ctverci 4 x 4 sta¢i vybarvit 4 pole.
Protoze vrchni tii fadky tvori obdélnik 4 x 3 a v ném musi byt 4 vybar-
vena pole, nesmi byt zadné vybarvené pole v poslednim Fadku. Obdobné
nesmi byt zadné vybarvené pole v poslednim sloupci. Pak ale lze umistit
do C¢tverce L-tetromino tak, které ma vSechny své bunky v poslednim
radku nebo poslednim sloupci. Proto je potfeba vybarvit alesponr 5 poli.

e { = u = 5: Cast Ctverce 5 x 5 lze pokryt ¢tyfmi obdélniky 2 x 3, v kazdém
musi byt dvé vybarvena pole. Ve ¢tverci 5 x 5 je potieba obarvit 8 poli.

BRKOS Team 2008



XV. roénik BRKOS 2008/2009

e { =5, u = 4 nebo naopak: ¢ast obdélnika 5x4 1ze pokryt tfemi obdélniky
2x 3, v kazdém musi byt dvé vybarvené pole. V obdélniku 4 x5 je potieba
obarvit 6 poli.

Ve vSech tfech pripadech plati, Ze k obarveni obdélnika ¢ X u je potieba obarvit
alespon L%“J bunék. ! V celém obdélniku m x n jich je potieba obarvit

b+t + tfu B 3kn + 3tl + tu B 3kn +tn *[@J
3] 3 N 3 L3l

Pro m,n > 2 tedy mame dolni odhad. Ze je soucasné hornim odhadem
dokédzeme tak, Ze najdeme obarveni, které mu vyhovuje. Bunky obdélnika
rozdélime podle toho, jaky zbytek dava soucet jejich soutadnic po déleni tFemi.
Dostaneme tak tii skupiny bunék, nejmensi z nich ma nejvyse L%J prvki.
Burtiky z této skupiny obarvime. Protoze L-tetromino obsahuje obdélnik 3 x 1,
pri jakémkoliv umisténi do obdélnika zakryva z kazdé skupiny bunék alesponl
jednu. ProtoZe jsme jednu skupinu celou obarvili, neni mozné L-tetromino do
obdélnfka umistit.

Pro obdélniky 1 x n a m x 1 neni potfeba vybarvit ziddné bunky. Pro
obdélniky 2 x r a r x 2 je potieba vybarvit 2 L%J bunék. Pro ostatni obdélniky

je potieba obarvit L%J bunék.

Uloha 4.4.

Kdyz se pak Henry spokojené uvelebil na kanapi, vzpomnél si jesté na jeden pfi-
klad. Ale kdyz vidél, jak se Matéj s Libénkou namdhaji s pocitanim piedchoziho pri-
kladu, Tekl si, Ze je pfeci nemiZe rusit. A tak si jen zamrudel pod vousy: ,Jestli pak by
dokdzali urcit, kolika zpiisoby miZeme pokriyt obdélnik 2 x 2n bunék dilky O-tetromino
a L-teromino?“

ReSeni.

Pocet zptusobi, jak takovy obdélnik pokryt, ozna¢me f,,. Obdélnik orien-
tujeme tak, aby jeho vyska byla 2 a $ffka 2n. Je potieba si uvédomit, Zze pro
n > 2 lze kazdé pokryti vyrobit jednim ze t¥i zpusobii:

e Levy krajni sloupec obdélnika je pokryt O-tetrominem. Tim je pak po-
kryt i druhy nejlevéjsi sloupec. Zbylych 2(n— 1) sloupcti lze pokryt f,,—1
zpusoby.

e Levy krajni sloupec je pokryt L-tetrominem, které pokryva dalsi dveé
buiiky v hornim radku. Buiiky pod nimi pak musi byt pokryty dalsim
L-tetrominem, jehoZz umisténi je jednoznac¢né. Zbylych 2(n — 2) sloupct
lze pokryt f,,—2 zpisoby.

e Levy krajni sloupec je pokryt L-tetrominem, které pokryva dvé dalsi
bunky v dolnim fadku. Stejné jako v minulém piipadé je pak f,,_o moz-
nosti, jak pokryti dokoncit.

! Necht z je realné &islo. Potom || je nejvétsi celé &islo mensi nebo rovno  (tzv. dolni
cela ¢ast Cisla x).
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Shrnutim téchto tfech moZnosti dostavame pro n > 2 vztah

fn = fn—l + 2fn—2~ (4'1)

Navic snadno ovéiime, ze

f1 =1la f2 =3. (4.2)
To nam stac¢i k tomu, abychom nasli nékolik prvnich hodnot f,: 1, 3, 5, 11,
21, 43,..., v&imli si, Ze fp = 22" 4+ £(—1)" a dokézali to indukei. Jako bazovy
krok nam poslouzi rovnosti (4.2), v indukénim kroku staci do rovnosti (4.1)
dosadit za f,,_1 a fn,_2 z indukéniho pfedpokladu.

Existuje ale i sofistikovanéjsi pfistup. Nejprve budeme ignorovat druhou
podminku a budeme hledat posloupnosti f,, které vyhovuji podmince (4.1)
a jsou tvaru g, = k - a” pro néjaké redlné konstanty k, a. Dosazenim tohoto
tvaru do rovnosti dostavame ka™ = ka™ '+ ka2, coz po prevedeni na jednu
stranu a vytknuti ka2 dava

k-a"2(a®—a—2)=0.

Hodnota zavorky je nulova pro a = —1 a a = 2, posloupnosti k- (—1)" a k- 2"
proto vyhovuji. Nyni vyuzijeme dilezité pozorovani: kdyz dvé posloupnosti
spliwji rovnost (4.1), spliwuje ji i jejich soucet. Nasi podmince tedy vyhovuji
vSechny posloupnosti tvaru

Fao=k-2" 41 (1)

Aby takova posloupnost spliiovala (4.2), musi byt k = % al = % Protoze

posloupnost
2 1
— Zon (=1
fo=32"+3(=1)
spliuje podminky (4.1) a (4.2), které posloupnost jednozna¢né urcuji, je hle-

danou posloupnosti.

Uloha 4.5.

Nouma prisel za Koumou se zajimavym prikladem. TotiZ, mél dané dva polynomy
f(x) = 42% —4x + 4 a g(x) = 22% + x. Pomoci s¢itand, odecitini a ndsobeni téchto
polynomii mél ziskat polynom h(z) = x (délit polynomy nemohl!). Nouma si zatim
sedl k pocitaci a brouzdal po netu a co chvili zavolal: ,Tak co, Koumo, uzZ jsi to
vykoumal ¢

ReSeni.

Vsimnéme si, ze f (%) =3,9 (%) = 1. Protoze hodnota v bod¢ 3 je u obou
polynom celoé¢iselné, bude celo¢iselna i pro jakykoliv polynom, ktery vznikne
jejich nésobenim, s¢itanim ¢ odéitanim.

Pro zadany polynom ale plati A (%) = % Takovy polynom Kouma ziskat
nemiuze.
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Uloha 4.6.

Po chuilce se voldni od pocitace ozyvalo po delsich a delsich intervalech. Koumovi
se to zddlo podezrelé a tak se Sel podivat, coZe to Nouma déld. Zjistil, Ze Nouma
narazil na tento priklad:

Prirozend ¢isla jsou obarvena svétle zelenou a tmavé zelenou barvou, pricemZ
soucet riznobarevnych cisel je vidy svétle zeleny a jejich soucin je tmavé zeleny.
Jaky je soucin dvou tmavé zelengch cisel?

Kouma se pfikladu pousmdl: ,,No jo, Noumo, komu se nelent, tomu se zeleni...“
Reseni.

Pro tplnost je potieba na zacatku rozebrat dva trivialni pfipady. Pokud by
vS8echna Cisla byla svétle zelené, nema smysl bavit se o sou¢inu dvou tmavych
¢isel. Pokud by byla vSechna &isla tmavé zelenéd, potom soucin dvou tmavé
zelenych ¢isel bude ziejmé také tmavé zeleny. Nyni jiz vzhiru na pripady
zajimavejsi.

Kdyby bylo ¢&islo 1 tmavé zelené a &islo ¢ svétle zelené, mél by podle zadani
sou€in 1 -7 = ¢ byt tmavé zeleny, coz je spor. Proto je ¢islo 1 svétle zelené.

Reknéme, Ze a, b jsou tmavé zelena ¢isla. Pak a + 1 je soucet tmavé a
svétle zeleného cisla, tedy Cislo svétle zelené. Kdyby bylo ab svétle zelené,
bylo by ab + b sou¢tem svétlého a tmavého, bylo by svétle zelené. Protoze ale
ab+ b = (a+ 1)b je soudin ruznobarevnych ¢isel, je to ¢islo tmavé zelené, coz
je spor.

Soucin dvou tmavé zelenych ¢isel musi byt tmavé zeleny.

Uloha 4.7.

Matéj s Libénkou na stFidacku vikali kladnd redlnd cisla. KdyZ je pak vSechny
secetli, zjistili, Ze vysledek je 3. Matéje napadlo, Ze by mohli secist i jejich druhé
mocniny. KdyZ uz byli na ¢isle o néco vétsim neZ jedna, prestalo je to bavit a vy-
razili radéji na lyZovajdu. Zvlddli byste dokdzat, Ze mezi isly vyicenymi Matéjem a
Libénkou by se nasly tri takovd, jejichZ soucet je vétsi neZ jedna?

Reseni.
Cisla, ktera déti fekly, sefadime do nerostouci posloupnosti

a1 2 az > az = -+ ap.

PoloZzme s = a1+as+as a pokusme se ze zadané nerovnosti 1 < a%—i—a%—im . -—|—ai
ziskat dolni odhad pro s. Protoze jsou a; uspofadané sestupné, plati

l<al+a3+ - +a2<ai+a3+aglag+--+ay).
Na pravé strané vyuzijeme zadané rovnosti a; + as + -+ + a, = 3:
1< a%—l—ag—i—ag(?)—al —az) = (a1 —{—a2)2 —2a1a2 +a3z(3+az —s) =
=(s— a3)2 — 2aqas + ag +az(3—s) =
=% — 2sa3 + 2a§ —2aj1a2 +az(3—s) =
= 52 + a3(3 — 3s) + 2(a3 — aja9).
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Protoze je a3 nejmensi z ¢isel a1, ag, a3, plati odhady a% —ajas <0aag <

S
g.
Kdyz by bylo navic s < 1, méli bychom z pfedchozi nerovnice

1<52+§(3—35)+2-0:s§1,

coz je spor. Proto s > 1, tedy a1 4+as+a3 > 1, ¢imz je zadané tvrzeni dokazéano.
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