XV. roénik BRKOS 2008/2009

Vzorové feSeni 3. série

TEORIE CISEL

Uloha 3.1.

Matéj si vsiml, Ze pocet lenochi v Lenosiné je dvakrdt vétsi neZ pocet hlupdkid
v Hloupétiné. Navic plati, Ze pocet hlupdki v Hloupétiné mizZeme napsat jako sou-
cet dvou ctverct riznich prirozenygch cisel. Dokazte, Ze i pocet lenochi v LenoSiné
muzeme napsat jako soucet dvou ctverci pFirozengch cisel.

RegSeni.

Vime, ze pocet hlupaki v Hloupétiné lze vyjadrit jako m? 4+ n? pro néjaka
prirozena Cisla m, n. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze m > n. Pocet
lenochti v Lenosiné je proto L = 2(m? 4+ n?). MizZeme si ale v&imnout, Ze

L=m?+2mn+n?>+m?—2mn+n?=(m+n)>+ (m—n)

Cislo m 4+ n je pfirozené ziejmé a protoze m a n jsou dle zadéni rizna, je
i m — n pfirozené.

Pocet lenochii v Lenosiné je proto souc¢tem kvadratti dvou piirozenych
Cisel, coz jsme chtéli dokazat.

Uloha 3.2.

Libénka si také vsimla zajimavé skutecnosti. Totiz, Ze pocet lenochi v Hloupétiné
je ctyrciferné ¢islo tvaru aabb, které je druhou mocninou poctu hlupdki v Lenosiné.
Kolik je tedy lenochii v Hloupéting?

ReSeni.
Pocet lenochtt v Hloupétiné vyjadiime jako

H = 1000a + 100a + 10b + b = 1100a + 116 = 11(100a + b).

Pfitom ma existovat ptirozené ¢&islo h spliujici h? = H. Protoze 11|H a
11 je prvocislo, plati i 11|h, proto h = 11k. Mame tedy 112k? = 11(100a + b),
11k% = 100a + b, odtud 11|100a + b. Protoze 11|99a, vime, Ze 11]a+b. Protoze
a i b jsou mensi nez 10, je a + b nasobek 11 mensi nez 20, tedy a + b = 11.
Nyni nam stac¢i vyzkouset pro b hodnoty 1,4, 5, 6,9 (Zadnou jinou cifrou druha
mocnina kon¢it nemuze), dopocitat a. Pak ovéfime, Ze jsme narazili na ¢tverec.

Druhou moznosti je za a + b dosadit 11, dostaneme 11k?> = 99a + 11,
k* = 9a + 1. Plati tedy 9a = k> — 1 = (k — 1)(k + 1). Protoze 9a + 1 < 82,
je k < 10. Navic 9|k — 1, nebo 9|k + 1 (¢isla £+ 1 a k — 1 totiz nemohou
byt soucasné délitelné tfemi). Pro k mensi nez 10 je splnitelnd jen moznost
9k+1,atoprok =8 Pak9a+1=64,a="7,b=4.
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Uloha 3.3. 5
Kouma prisel za Noumou se zajimavym piikladem. Mél z ¢islic 1,...,9 sestrojit

dvé ¢isla s nejuétsim mozZnym soucinem, pricemz kaZdou cislici mohl pouZit prdavé

jednou. Podatilo by se vam to také?

Reseni.

Uvazujme jiz vytvorena ¢isla a, b, pro ktera plati a > b. Dale méjme ¢islici

¢, kterou je potfeba umistit na konec a, pripadné na konec b tak, aby byl
soucin co nejvétsi. Z nerovnosti (10a + ¢)b — (10b + c¢)a = ¢(b — a) < 0 plyne,
ze nejvetsi soucin ziskdme, budeme-li ¢islici ¢ pridavat vzdy k mensimu ¢&islu.

Postupné tedy dostaneme:

9 8
9 87
96 87
96 875
964 875
964 8753
9642 87531.

Tim jsme ziskali dvé ¢isla s nejvétsim moznym soucinem.

Uloha 3.4.

Aby se Kouma nenudil zatim, co Nouma pocital, dostal za kol dokdzat, Ze existuje
nekoneéné mnoho prirozenyjch ¢isel, kterd nejsou souctem druhé mocniny prirozeného
¢isla a prvocisla. Poradili byste si i s Koumovym pFikladem?

Reseni.

Zkusme tato ¢isla hledat ve tvaru k? pro pfirozené k. Piedpokladejme, Ze
takové &islo lze zapsat jako p + (2, kde p je prvocislo a [ piirozené &islo. Pak
plati p = k? — 12 = (k +1)(k — 1). Prvoéislo se sou¢inu dvou ¢&isel rovna pravé
tehdy, kdyZ jedno z nich je jednicka. Jediny p¥ipad, kdy lze k? vyjadfit jako
p+ 1% je ten, kdy k — 1 = 1. V tom piipadé | = k — 1,

p=(k+0)(k—1)=(k+k—-1)-1=2k—1.

Staci nam tedy volit k tak, aby 2k — 1 nebylo prvocislo. To ale jisté lze
nekone¢né mnoha zptisoby. Vyhovuji napfiklad vSechna k = 5n + 3, kde n je
libovolné pfirozené ¢islo (pak 2k — 1 = 10n + 5 = 5(2n + 1), coZ zfejmé neni
prvodislo).
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Uloha 3.5.

Henry se uz nemohl divat na to, jak jeho déti stdle pocitaji, pocitaji a pocitaji. Ne
Ze by nemél radost z toho, Ze je matematika bavi a Ze by na né nebyl pysny. Ale pFece
jen existuji i jiné véci... Naptiklad geometrie :) A tak jedno podzimni odpoledne zadal
svym détem ndsledugici priklad: Jsou ddany dvé mimobéiné vzdjemné kolmé primky.
Sestrojte pravidelny ¢tyistén, ktery bude mit dvé strany na téchto mimobézkdch. Po-
radili byste si i s timto piikladem? Zaddni volte libovolné a pokuste se FeSent sestrojit
v libovolném rovnobézZném promitdni.

RegSeni.

Prvnim krokem je nalezeni osy mimobézek, tedy tsecky, ktera je kolmé
na obé& mimobé&zky p, ¢ a na kazdé z nich ma jeden koncovy bod. Jak na to?
Nejprve zjistime jeji smér. K pfimce p sestrojime libovolnou rovinu p, ktera je
k ni kolmé. Podobné k prfimce ¢ sestrojime libovolnou rovinu o, které je k ni
kolma. PriiseCnice rovin p a ¢ je piimka r, kterd je kolma k obéma primkam
p,q. Nyni ndm stacéi sestrojit p¥icku mimobéZzek rovnobéznou s pirimkou r.
Ptimku r posuneme tak, aby byla riiznobézné s jednou z piimek p, q. Naptiklad
tedy aby byla riznobézna s p. Tyto dvé riznobézky nam vytvoii rovinu 7. Ta
protne primku q v bodé B. Nyni jiZz sta¢i bodem B vést rovnobézku s pfimkou
r a v pruseciku s piimkou p dostavame bod A.

Mame tedy osu mimobézek, ktera je spojici stfedid dvou protéjsich hran
¢tytsténu. (Kazdé dvé mimobézky maji pravé jednu osu a spojnice stfedi hran
Ctyfsténu je osou piimek, na nichZ tyto hrany lezi.) Délku hrany ¢éty¥sténu
muzeme ziskat dvéma zpusoby. Geometri¢téjsi je ten, Ze sestrojime libovolny
CtyI'stén a zvétsSime ho tak, aby jeho spojnice stfedt protéjsich hran méla
odpovidajici délku. Druhy spoéiva v tom, Zze délku osy vynésobime v/2, coz
pomoci kruzitka a pravitka snadno zvladneme. (To, Ze je pomér mezi vzda-
lenosti protéjsich hran a délkou hrany cty¥sténu prave v/2, lze ukazat tak, ze
v jednotkové krychli A’B’C'D'E'F'G’' H' uvazime ¢tyistén A'C'F'H' a spodi-
tame délku jeho hrany A’'C".)

Vrcholy Gtyfsténu musi lezet na pfimkach p a ¢ a mit od bodu B resp. A
vzdélenost rovnou poloviné nalezené délky hrany, snadno tedy vSechny ctyfii
sestrojime a spojime do vysledného ¢tyisténu.

p

Na obréazku je znézornéna piicka AB a vysledny ¢tyfstén ve volném rov-
nobézném promitani.
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Uloha 3.6.
Matéj povidal Libénce pohddku na dobrou moc. Byla to pohddka o wvicehlavijch
dracich. V pohddce vystupoval jednohlavy, dvouhlavy, trihlavy, ..., osmihlavy a de-

vitihlavy drak. Ve chvili, kdy byla pohddka nejnapinavéjsi, napadlo Libénku, jestli je
mozné tyto draky rozmistit do kruhu tak, aby soucet hlav dvou sousednich drakid nebyl
delitelny trems, péti ani sedmi.

Regeni.

U této ulohy se dalo zadani pfevést na obrazek (fikd se mu graf) a z néj
pak feSeni snadno vy¢ist.

Na papir si nakreslime draky (pro jednoduchost kolecka s ¢isly 1 az 9,
kolecko s ¢islem ¢ predstavuje i-hlavého draka). Pak vzdy spojime m-hlavého
a n-hlavého draka, pokud mohou sedét kolem sebe. Spojnice budeme zapisovat
pomoci zavorek: (m,n) je spojnice m-hlavého a n-hlavého draka.

SnaZime se najit posloupnost spojnic (ki, k2), (k2, k3), ..., (ks, ko), (ko, k1)
takovou, ze kazdy drak je v posloupnosti ki, ko, ...k, obsaZen pravé jednou.
Pokud takovou posloupnost najdeme, pak posadime draky tak, ze vedle draka
k1 sedi drak kg, vedle néj ks atd. To, Ze byli draci k; & ki1 (moa 9) SPoOjeni
¢arami, nam zaruci, ze takové rozesazeni je korektni.

Praci ndm znacné zjednodusi fakt, ze pokud k néjakému drakovi vedou
pouze dvé spojnice, musi byt obé v posloupnosti. Vzorovy obrézek je prekreslen
tak, aby z néj bylo sprédvné rozesazeni drakua ziejmé.

Uloha 3.7.

Henry, Matéj a Libénka vyhrdli v soutézi, kterou wvyhldsilo rddio ,Polib hady
spoustu sladkosti. Henry vyhrdl 2n stejnijch gumovych medvidki, Libénka 2n stejnych
gumovych Zizalek a Matéj 2n stejnijch Zelatinovych rybicek. Rozhodli se, Ze si sladkosti
spravedliveé rozdéli tak, aby mél kazZdy stejng pocet sladkosti. Kolika rizngmi zpisoby
to mohou udélat?

Reseni.
Sladkosti o¢islujme od 1 do 3. Pro ¢ od 1 do 3 feknéme, Ze i-tou sladkost si
rozdélili tak, ze Henry, Matéj a Libénka dostali po fadé H;, M; a L; kousk.
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Pritom musi platit néasledujici odhady:

Hy + M <2n
Hy + My < 2n
My + My < 2n
Hi+ Hy <2n
Hy+ My + Hy + My > 2n

Prvni étyfi odhady plynou ze zadéani. Paty odvodime z toho, Ze 4n— (Hy+ M+
Hy + M) = L1 + Ly < 2n. Tyto odhady jsou nejen nutné, ale i dostatecné.
Pokud jsou splnény prvni ¢tyfti, 1ze dopocitat Ly, Lo, M3 a H3 tak, Ze vSechny
tyto hodnoty vyjdou vétsi nez 0. Navic diky patému predpokladu vyjde Hs +
M3 = L1 + Lo < 2n, takZe je mozné dopocitat i Lg. Otazkou tedy je, kolik
existuje ¢tveric My, My, Hi, Hy spliujicich danych pét pfedpokladi.
Zafixujme soucty Hy + Ho = s a My + Mo =t tak, aby s < 2n, t < 2n,
s+t > 2n. Hodnota H; musi byt od 0 do s, hodnota M; od 0 do t. To
dava (s 4+ 1)(t + 1) moZnych dvojic Hy, My, ke kazdé z nich pomoci s a
t dopocteme Ho a Ms. Nékteré z nich ale nevyhovuji prvnim dvéma odha-
dim. Zkoumejme nejprve pocet moznych poruseni prvniho odhadu v zévis-
losti na Hy. Pro dané Hy > 2n — t miizeme odhad porusit dosazenim hodnot
2n—Hy+1,2n— Ho+2,...t za M, tedy t — 2n+ H; zpusoby (toto vyjadieni
poctu zpusobii plati i pro Hy = 2n — t). Secteme-li toto pfes vSechna mozna
H; od 2n —t do s jako aritmetickou posloupnost (z predpokladu s + ¢t < 2n
mame 2n — t < s), dostaneme celkovy pocet poruseni prvniho predpokladu

(s+t—2n)(s+t—2n+1)
2

ve tvaru . Stejny pocet dvojic nevyhovi druhému odhadu.

Kdyby existovala dvojice porusujici oba prvni odhady, platilo by pro ni (se-
¢tenim porusenych odhadt) Hy + Hy + M + My > 4n, nalevo je ale soucet
s+t < 4n, takZe toto nastat nemtze. Pocet vyhovujicich dvojic pro dana
s,t je proto

(s+1)(t+1)—(s+t—2n)(s+t—2n+1).

Pro fixni ¢t probiha s od 2n —t do 2n. Parametr ¢ mtize nabyvat hodnot 0
az 2n. Hledany pocet vSech ¢tvefic je proto

2n 2n
D> (sHD () = (s+t—2n)(s+t—2n+1) = (2n +1)(n + 1;(2”2 +3n+2)

t=0 s=2n—t

Do posledniho kroku vypoctu jsme schovali aplikaci vzorcti pro soucet arit-
metickych posloupnosti vyssich fadi a spoustu mechanickych tprav vzorci.
Lze je nahradit indukci nebo metodou neur¢itych koeficientti (vime, ze vysle-
dek bude tvaru an* + bn? + cn? + dn + e, pro n = 1,2, 3,4, 5 vy&islime sumu
ru¢né a dostaneme tak soustavu péti rovnic o péti neznamych pro a, b, ¢, d, e.)
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