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Vzorové feSeni 2. série

DIRICHLETUV
PRINCIP

Uloha 2.1.

To jednoho dne prisel Matéj ze Skoly a uZ od dveii huldkal na Libénku, Ze nasel
zagimavou Ctverici celych ¢isel a, b, c,d takovou, Ze soucin rozdidi b —a, c—a, d — a,
c—b,d—"0 ad-—c je délitelny dvandcti. A pry jestli také takovou najde. Libénka se
po chvili zacala smdt a odvétila Matéjovi, Ze tuto vlastnost md preci libovolnd ctveFice
celijch ¢isel. Podarilo by se vam to dokdzat?

Reseni.

Abychom dokazali, Ze je soucin délitelny dvanacti, staci, kdyz ukizeme, Ze
je délitelny tfemi a ¢tyfmi.

Cisla a, b, ¢, d rozdélime nejprve podle toho, jaky zbytek davaji po déleni
tfemi. V jedné z téchto tii skupin musi byt podle Dirichletova principu dvé
¢isla, jejichz rozdil je délitelny 3, souc¢in rozdilu je proto délitelny 3.

Nyni ¢isla rozdélme podle zbytku po déleni ¢tyimi. Mohou nastat dveé
moznosti: bud jsou v nékteré skupiné dvé ¢isla (pak ¢tytka déli jejich rozdil a
méme vyhrano), nebo je v kazdé skupiné pravé jedno. V takovém piipadé je
ale rozdil ¢isel, kterd davaji zbytek 1 a 3, délitelny 2, stejné jako rozdil &isel,
ktera davaji zbytek 2 a 4. Soucin dvou sudych rozdila je délitelny ¢tyfmi, proto
je ¢tyrmi délitelny i soucin vsech.

Ukéazali jsme tak délitelnost tfemi i ¢tyfmi a tim i poZzadovanou délitelnost
dvanéacti.

Uloha 2.2.

Firma Hlou—zdtko (Hloupétinské lizatko) vyhldsila soutéz, kdo béhem prdzdnin
nasbird nejuétsi pocet tycek od lizdtek. KazZdé z m déti, které se soutéZe ucastnilo
(mezi nimi i velct lizalové Kouma s Noumou), nasbiralo pocet tycek od lizdtek, ktery
nebyl délitelny n. Dokazte, Ze ze soutéZicich déti lze vybrat skupinu takovou, Ze pocet
tycek od lizdtek, které nasbirala tato skupina dohromady, bude jiZ délitelnyg n.

Reseni.

Déti si sefadme do zastupu. Oznacme s; celkovy pocet tycek od lizatek,
ktera nasbiralo prvnich k déti v zédstupu. Pokud je néjaké s délitelné n, pak
je prvnich k£ déti pifimo tou hledanou skupinkou. V opacném piipadé mame n
ruznych ¢isel sg, kterd mohou davat pouze n — 1 rtznych zbytkt po déleni n
(zbytek 0 jsme uz rozebrali).

Dvé z nich, s;, a s;, tedy davaji stejny zbytek (BUNO [ > k). Kdyz vybe-
reme ze zastupu prvnich [ déti a prvnich k z nich posleme zpét, bude mimo
zéstup skupinka [ — k déti, které celkem nasbiraly s; — s lizatkovych tycek,
coz je pocet délitelny n.

Takovou skupinku se ndm proto vzdy podafi najit.
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Uloha 2.3. )

To se jednou Kouma s Noumou pékné pohddali. Kouma turdil, Ze prirozend cisla
1...100 muzZeme rozdeélit do 12 geometrickiych posloupnosti. Nouma si vSak myslel opak.
Ktery z kamarddi md pravdu?

Regeni.

Kdyby mél Kouma pravdu, muselo by v nékteré posloupnosti byt alespon
9 ¢&isel. Kvocient takové posloupnosti je podil dvou po sobé jdoucich ¢lenti, po
zkréceni je to néjaké racionélni ¢islo g, kde 7, q jsou nesoudélna. Na celo¢iselné
kvocienty se omezit nemiizeme, protoze napiiklad posloupnost 16, 24, 36, 54, 81
je také geometricka (s kvocientem 3).

Pokud by nejmensi ¢islo v posloupnosti bylo a a nejvétsi b, bylo by

8
b=a <;> , tedy bg® = ar®.

Z predpokladu b > a plyne nerovnost £ > 1, proto r > 1. Vime tedy, Ze

Q=

r je délitelné néjakym prvocislem p. Z vyse uvedené rovnosti bg® = ar® je
patrné, ze p8|bg®. JelikoZ je ale r nesoudélné s ¢, musi nutné platit p®|b, takze
b > p® > 28 = 256. Aby mohla mit geometricka posloupnost 9 po sobé jdoucich
prvkd rovnych prirozenym ¢&islim, musi byt nejvétsi z nich vétsi nebo roven
256.

Proto ¢isla od 1 do 100 na 12 geometrickych posloupnosti rozdélit nelze.

Uloha 2.4.

Matéj s Libénkou napsali na papir ¢isla od 1 do 2008 v uplné ndhodném porads.
Matéj se na né podiva o Tikd: ,Je zajimavé, Ze Zadnijch 224 ¢isel nejde obarvit zelené
tak, aby zelend posloupnost byla rostouct®. Libénka povidd: ,,Mé prijde zajimavéjsi, Ze
Zddngjch 10 nejde obarvit tak, aby vyslednd posloupnost byla klesajici.“ A z kuchyné
se ozval Henry: ,,Nevim, v jakém potadi jsou ta c¢isla napsdna, ale jeden z vds urcité
nemd pravdu.“ Jak to mohl Henry védét?

Regeni.

Regenf je trochu trikové. Pro kazdé ¢islo ay, v posloupnosti si budeme pama-
tovat dvojici (hg, li), kde hy je délka nejdelsi rostouci podposloupnosti konéici
Cislem ay, I}, délka nejdelsi klesajici podposloupnosti konéici ay. Pokud by méli
Mat¢j i Libénka pravdu, bylo by vzdy hy < 223 a I < 9. Ruznych dvojic by
mohlo byt nejvice 223-9 = 2007. Podle Dirichletova principu by musely dvéma
Cislim prisluset stejné dvojice. Reknéme, Ze hy = h; a lp = l;, kde i > k. Po-
kud by bylo a; > aj, miZzeme kazdou rostouci posloupnost konéici ag doplnit
o a; a prodlouzit ji tak, coz by vedlo na h; > hy + 1. Pokud by bylo a; < ag,
miizeme kazdou klesajici posloupnost konéici ap doplnit o a; a prodlouzit ji
tak, coz by vedlo na I; > [ + 1. Ani v jednom piipadé nemuZe rovnost dvojic
nastat, coz je spor. Bud Maté&j, nebo Libénka proto nemaji pravdu.

BRKOS Team 2008



XV. roénik BRKOS 2008/2009

Uloha 2.5.

Kouma napsal na tabuli ¢isla 13 a 19 a povidd Noumovi, Ze v jednom kroku mize
smazat jedno z ¢isel a nahradit ho souctem smazaného a druhého c¢isla. Mohl takto
Nouma po koneéné mnoha krocich dostat na tabuli ¢islo 2008 ¢

Regeni.

Pokud si vSimneme, Zze 2008 = 105 - 19 + 13, je feSeni snadné: Nouma si
bude ¢islo 19 nechéavat na tabuli a v i-tém kroku vzdy nahradi 13+ (i — 1) - 19
Cislem 13 + 7 - 19. Po 105 krocich budou na tabuli ¢isla 19 a 2008.

Uloha 2.6.

JiZ dlouho trdpil Matéje jeden piiklad, ale to mu hrdost nedovolila, aby se Sel
poradit za Libénkou, ¢ dokonce za Henrym. Libénka vsak nalezla v pokojicku ¢mdra-
nice s vypocty a zadani si lehce odvodila a dokonce © priklad vyresila. KdyZ se potom
jednou Matéj vrdtil z venku vybafla na néj: ,Tak uz je vSechny mdam!“ Matéj nechdpal
a Libénka s radosti Matéjovi ukdzala, Ze nasla vSechna prirozend c¢isla n takovd, Ze
n + d(n) + d(d(n)) = 2008, kde d(n) znaci ciferny soucet cisla n. Matéj jen zalapal
po dechu. Dokdzali byste vyresit i tento piiklad jako Libénka?

RegSeni.

Zde se nam bude hodit znamy fakt, Ze ¢islo k& dava po déleni 9 stejny
zbytek jako d(k). Kdyz toto tvrzeni pouZijeme na ¢isla n a d(n), zjistime, Ze
n, d(n) a d(d(n)) davaji stejny zbytek z po déleni 9. Tato 3 &isla tedy mizeme
zapsat jako 9a+z, 9b+z a 9c+ z. Jejich soucet je 3(3a+3b+3c+ z), musi byt
proto délitelny 3. Protoze 2008 délitelné 3 neni, zadné takové n neexistuje.

Uloha 2.7.

V' Hloupétiné stavéli novou knihovnu, kterd méla, jok uZ tak knihovny mivaji,
podivuhodny tvar, kterému se odborné fikd Sestiuhelnikovd antiprisma (jinak také
hranolec), kterou si miZeme piedstavit takto:

Mdme v prostoru dva shodné pravidelné Sestiihelniky takové,
zZe primka spojujici jejich stiedy je kolmd k rovindm, ve kterych
Sestivhelniky lezi. Navic plati, Ze tyto Sestiihelniky jsou vici sobé
pootoceny tak, aby mély spolecnou rovinu symetrie a pritom jejich
vrcholy neuréovaly hranol. A aby toho nebylo mdlo, kdyZ pospo-
Jujeme vrcholy jednoho s vrcholy druhého, dostaneme téleso, které
md kromé dvou Sestivhelnikovijch stén 12 stén ve tvaru rovnoramennijch trojuhelnikii.
Vysku knihovny oznacme v, plochu podstavy S, prufez poloviné vysky P. Ukazte, Ze
pro objem knihovny V plati V = M.

Reseni.
Vztah, ktery chceme dokazat, trochu rozepiSeme:
2S4+4P) wv(S+4P+H)

u(
V = —
6 6 ’

kde S a H jsou plochy spodni a horni podstavy. Pro¢ to délame, kdyz S = H?
Budeme totiz chtit dokazat, ze takovyto vztah plati pro jednoducha télesa,
pomoci nichZ lze antiprismu vytvofit.
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Hranol mé horni i dolni podstavu rovnu prifezu v poloviné vysky, pro
jeho objem plati V = vP = v% = w, coz odpovidé dokazovanému
vztahu.

Prufrez trojbokym jehlanem v poloviné vysky je trojahelnik stejnolehly
s podstavou s koeficientem stejnolhlosti %, oproti zadkladné ma proto polovi¢ni
zékladnu i vygku a tudiz ¢tvrtinovy obsah.

Pro jehlan umistény spickou nahoru plati H =0, P = %, proto V = %

U(S+6S+O) = ”(S+46P+H). Symetricky pro jehlan spickou dolit S =0, P = 4,
proto V. = % = U(O+Ig+H) = ”(S+46P+H). I jehlan vyhovi dokazovanému

vztahu.

Antiprisma vznikne z dvanéactibokého hranolu o objemu Vj odfiznutim
dvanacti jehlanti o objemech V; a prufezech S;, P;, H;, kde ¢ jde od 1 do 12.
Plati pro ni proto

V=VW-Vi—...— Vi
v
:6(50—51—...—512+4P0—4P1—...4P12+H0—H1—...ng)
:%(S+4P+H).

To je vztah, ktery jsme chtéli dokazat.
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