XV. roénik BRKOS 2008/2009

Vzorové feSeni 1. série

POSLOUPNOSTI

Uloha 1.1.

V' Hloupétiné postavili novou tovdrnu na lentilky. KdyZ zacinali s vijrobou, vy-
robili pruni den 4 krabicky lentilek, druhy den 44 krabicek lentilek, treti den 444
krabicek lentilek a takto naristala produkce kazdym dnem. Kolik krabicek lentilek
méli vyrobengch po n dnech od spusténi tovdrny?

ReSeni.
Nez budeme s to urcit, kolik krabi¢ek vyrobili za n dni celkem, musime
spocitat, kolik vyrobili i-ty den. To lze zapsat jako

4.-10°+4-10' +4-10°+---+4-10"L.

Pouzitim triku pro s¢itani geometrické posloupnosti, ktery jsme uvedli
v textu k sérii, toto seéteme a vyjde nam §(10° — 1). (Toho si nékteif z vas
v&imli, aniz by museli né&jakou fadu scitat.)

Pocitame tedy soucet

4 4 4
(10 —=1) 4+ = (10> = 1) + -+ 4+ = (10" — 1).
9( )+9( ) + +9( )

Kdybychom zéavorky roznésobili, dostaneme n zapornych s¢itanci, kazdy
o hodnoté %, a n kladnych s¢itanci, i-ty o hodnté %10’. Soucet zapornych séi-
tanci je —%n, soucet kladnych (opét pouZitim triku pro s¢itani geometrické

posloupnosti) je % -10- 10:;71. Celkem tedy vyrobili w krabicek.

Uloha 1.2.

Libénka obarvovala prirozend cisla od 1 do 9 zelenou a modrou barvou. Matéj
Ji povidd: ,Schvdlné, jestli je obarvis tak, aby Zddnd tii ¢isla stejné barvy netvorila
aritmetickou posloupnost.“ Mohlo se to Libénce podafiit?

Reseni.

Abychom dokazali, Ze posloupnost takovym zptisobem obarvit nelze, bu-
deme predpokladat, ze to jde, a pokusime se dojit ke sporu.

MiiZeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze ¢islo 5 je obarvené ze-
lené.

Predpokladejme, Ze 3 je zelena. Pak musi byt modra ¢isla 4 (kvili po-
sloupnosti 3,4, 5), 7 (kvili posloupnosti 3, 5, 7), 1 (kvuli posloupnosti 1,3, 5).
Aritmeticka posloupnost 1,4, 7 je pak celda modré, coZ nelze, trojka je proto
modra.
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Stejné rozmyslime, Ze modra musi byt sedmicka (tloha je symericka podle
¢isla 5).

Kdyby byla 4 modra, musela by byt 2 zelena (kvili 2,3,4), 8 modra
(kvali 2,5,8), 9 zelena (kvili 7,8,9), 1 modra (kvili 1,5,9). Posloupnost
1,4,7 je pak celd modra, coz je spor, ¢tyika je proto zelené.

Symetricky je tedy zelena i Sestka, posloupnost 4,5, 6 je cela zelené, coz
nelze. Rozebrali jsme viechny piipady a vzdy dogli ke sporu. Zadné vyhovu-
jici obarveni proto neexistuje.

Uloha 1.3. )

V Lenosiné jiz tradiéné probihd soutéZ Sikuly Chytrolina, pojmenovand po jed-
nom z nejuyznamnéjsich lenosinskijch matematiki. V pronim kole se objevil tento
priklad:

Dokazte, Ze kazdy élen posloupnosti {an}5 1, kde a, = w, je pFiro-

zené ¢islo.

Kouma s Noumou se této soutée samozrejmé zicastili a tento priklad hravé
vyresili. KdyZ si pak o svijch FeSenich povidali, zeptal se Kouma Noumy, jestli by
dokdzal urcit vSechna n, pro kterd je élen a,, délitelny tremi. Dokdzali byste vyresit
piiklad z lenosinské soutézZe i odpovédét na Koumovu otdzku?

RegSeni.
Nejprve rozeberme celkem standardni zpusob, jak tlohu Fesit:

Vyrazy (2 +/3)" a (2 — /3)" rozepiseme dle binomické véty:
n n Y on—1 Y\ yn—2 2 n
(2+V3)"=2"+ )2V ()2 VB VB
n n n n—1 n n—2 2 n
(2-V3)" =2 <1>2 \/§+<2>2 V3T 4 (VB
Jejich odettenim vypadnou vdechny ¢leny, které maji u v/3 sudy exponent:

(24+V3)"—(2—V3)" =2 <(?)2"1\/§+ <Z> o33 L .. 4 (Z) \/gk) 7

kde kK = n, pro n liché, a k =n — 1, pro n sudé. KdyZ tento vyraz vydélime
21/3, exponenty u v/3 se zméni na sudé, dostaneme

n n n k—1
"= on—1 2n—3 =
o= (1)t ()rse e ()3

Vsechny prvky tohoto souctu jsou cela ¢&isla, navic kromé prvniho déli-
telna tfemi. Proto je a, délitelné tfemi pravé, kdyz je prvni ¢len (n - 2771)
délitelny tfemi. To nastava pravé, kdyz 3|n.
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A nyni druhé, méné standardni fesent:
UkéZeme, Ze pro danou posloupnost plati
On+2 = 4any1 — ap, a; =1, as = 4.

(Dikaz budiz z cviénych divodi ponechén laskavému Gtenafi.)
Odtud je vidét, Ze i vSechny prvky posloupnosti jsou celé ¢&isla. Co se tyce
délitelnosti tFfemi, z upraveného rekurentniho vztahu

On+3 = dany — apy1 = 16an+1 — 4an — ant1 = 15an4+1 — 4ay

plyne, Ze zbytek a,43 po déleni tfemi zavisi pouze na zbytku a, po déleni
tfemi. ProtoZze a; i ag davaji zbytek 1, zZadny prvek aspy1 ani asggso neni
délitelny tfemi, ag délitelné tfemi je, a proto i vSechny prvky ag.

Uloha 1.4.

Henry Klevr se jednoho dne obofil na své déti, Ze jsou straslive zlobivé. Matéj
s Libénkou mu vsak odvétili, Ze je zajimavé, Ze md tolik zlobivyjch déti, jako je
prvocisel v posloupnost: 10001, 100010001, 1000100010001, .... Henryho tato tvaha
zaujala a pekné se nasmdl, kdyz ji vyresil. Kolik md Henry podle Matéje s Libénkou
zlobivijch déti?

Reseni.
Nejprve si musime uvédomit, Ze i-ty prvek posloupnosti je ddn vzorcem
. 10000 —1
; =1410000 4+ ---+10000" = —————

Nyni pouzijeme vzorec pro rozdil ¢tverct
(10071 — 1)(1007 + 1)
C 9999 '

Protoze a; je vzdy celé ¢islo, déli 9999 citatele zlomku. Proto lze rozlozit
9999 = t; - u;, pricemz t; déli prvniho ¢initele v ¢itateli a u; druhého. Pak
a; = 1001;1_1 100741 Opy zlomky jsou vzdy cela ¢isla, pro ¢ > 1 jsou jejich
citatele vetst nez 99 999, oba zlomky jsou vétsi nez 1, a; je &islo slozené.

Zbyva ukézat, ze a; = 10001 je také sloZené ¢islo. Po chvilce tipovani
zjistime, ze 10001 = 73 - 137.

Uloha 1.5.

Kouma s Noumou si v bazénu hdzeli dvoubarevnym micem. Nebyl to ale obycejny
mi¢ — jeho obarveni bylo tak zvldstni, Ze o ném $lo s jistotou Tict pouze to, Ze
kaZdy bod ma povrchu mice je bud zeleny, nebo modry. Okolni plavci neméli pro
jegich hrdatky pochopent, a proto jim plavcéik mi¢ zabavil. KdyZ st ho $li pri odchodu
Kouma s Noumou k plavéikovi vyzvednout, Tekl, Ze jim ho wvrdti, aZ dokdzZou, Ze
mohou na mici vybrat tii body stejné barvy tak, aby tvoFily vrcholy rovnostranného
trojiuhelniku.
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Reseni.

UvaZme dvacetistén ABCDEFGHIJKL, jehoz
vrcholy lezi na povrchu mice. Mezi vrcholy mohou
byt t¥i typy vztahi: sousedni — jsou spojeny hranou,
protéjsi — lezi na stejném pruméru, obkroéné — nejsou
sousedni ani protéjsi.

Vsech 12 vrcholti méa jednu z barev, ¢astéji pou-
zitou barvu ma alesponi 6 z nich. Reknéme, 7e je to
modréa barva a Ze ji ma i vrchol A. Mohou nastat tii
moznosti:

1. Alesponi 3 z bodu B, C, D, E, F jsou modré. Pak jsou ngjaké dva z nich
sousedni a spolu s vrcholem A tvofi rovnostranny trojuhelnik.

2. Alespon 3 z bodu G, H, I, J, K jsou modré. Pak jsou nékteré dva z nich
obkro¢né a tvofi s vrcholem A rovnostranny trojuhelnik.

3. Dva z bodu B,C, D, E, F, dva z bodu G, H, I, J, K jsou modré. Pro-
toze modrych je alespon 6, je bod L modry. Pokud jsou modré body
z pétice B,C, D, E, F sousedni, tvofi rovnostranny trojihelnik s bo-

dem A. Pokud jsou obkro¢né tvoii rovnostranny trojihelnik s bodem
L.

Ukézali jsme tedy Silnéjsi tvrzeni: pro kazdy dvacetistén vepsany kouli mé
néjaka trojice jeho vrcholi tvorici rovnostranny trojuhelnik stejnou barvu.

Uloha 1.6.

Kdyz rano Matéj s Libénkou vstdvali, nasli na stole od Henryho vzkaz, Ze mohou
71t ven, aZ se jim podari vynulovat celd tabulka o m Tddcich an sloupcich, ve které je
v kaZdém policku napsané néjaké prirozené cislo. V jednom kroku pritom mohou bud
vyndsobit vSechna ¢isla leZici v jednom Fdadku dvéma, nebo odecist jednicku od vsech
cisel lezicich v jednom sloupci. MuzZe se to Matéjovi a Libénce podatit po konecéné
mmnoha krocich?

Reseni.
Zatneme tim, ze vynulujeme vSechna &isla v nejlevéjsim sloupci. Budeme

postupovat takto:

1. Pokud vsechny fadky maji v tomto sloupci jednic¢ku, ode¢teme jednicku
a jsme hotovi (dale nepokracujeme).

2. Vsechny radky, jez maji v tomto sloupci jednicku, vynasobime dvéma.

3. Odecteme jednicku.
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Tuto trojici krokit nazveme cyklem a opakujeme ji stéle dokola. V&im-
neme si, ze pokud m € N je pfed danym cyklem nejvétsi ¢islo ve sloupci, je
po tomto cyklu nejvétsim ¢islem m — 1. Navic na konci cyklu (pokud jsme
v ném sloupec nevynulovali) jsou vSechna ¢isla vétsi nez 0. Po m — 1 cyklech
tedy nastanene stav, Ze jsou vSechna ¢isla nejvyse 1 a pritom vétsi nez 0,
v dalsim cyklu se sloupec vynuluje.

Nasli jsme algoritmus na vynulovani sloupce. Ten nyn{ mtzeme aplikovat
stejné na vSechny dalsi sloupce, protoZze jeho pouZziti na sloupec A nemize
nijak ovlivnit uz vynulovany sloupec B (&isla v tomto sloupci jsou v dalsich
upravach pouze nasobena dvémi). Takto postupné vynulujeme celou tabulku.

Uloha 1.7.

Matéj s Libénkou Henryho priklad po chvili rozlustili a na druhou stranu papiru
mu napsali, Ze si mizZe sednout k novindm, aZ dokdze, Ze je-li rozdil tietich mocnin
dvou po sobé jdoucich pFirozengjch ¢isel druhou mocninou prirozeného &isla y, pak
je toto cislo y souctem druhych mocnin dvou po sobé jdoucich prirozenych cisel.
Zvladli byste to také?

Reseni.
Rozdil tfetich mocnin po sobé jdoucich ¢isel je tvaru

(k4+1)3 — k% = 3k* + 3k + 1.
Pokud se toto rovna &islu y2, méame

y? = 3k% + 3k + 1,
4y* = 3(4k* + 4k + 1) + 1,
dy* =32k +1)* + 1,
(2y —1)(2y + 1) = 3(2k + 1)2.

Mame dvé nesoudélna ¢isla 2y — 1, 2y + 1 (jejich nejvétsi spoleény délitel
d musi délit jejich rozdil, tj. 2, ale zfejmé d # 2, proto d = 1). VSechna
prvocisla kromé trojky déli pravou stranu v sudé mocninég, proto musi délit
v sudé mocniné i levou stranu, pficemz na levé strané déli vzdy jen jednoho
z Cinitelt. Vzhledem k nesoudélnosti 2y — 1 a 2y + 1 je vzdy jedno z téchto
¢isel druhou mocninou lichého ¢&isla a druhé trojnasobkem kvadratu lichého
¢isla.

Pokud by bylo 2y — 1 = 3t? a 2y + 1 = ¢, bylo by ¢* = 3t> + 2, coZ nelze
(¢? nedava pro zadné q zbytek 2 po déleni 3).

Druhou moznosti je 2y — 1 = (2u+1)2, 2y +1 = 3(2v + 1)2. Pak z prvni
rovnice vypocteme y = 2u? + 2u + 1 = u? + (u + 1)2, tim je zadané tvrzeni
dokézano.
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