XIV. ro¢nik BRKOS 2007/2008

Vzorové resSeni

6. série

Uloha 6.1.

Konecné v Hloupeting roztdl viechen snih a Kouma s Noumou se vydali na
prond jarni vylet na hrad Ftipin. U vstupu do hradu nasli tento ndpis: ,Ten, kdo
stredovekyj problém rozlustit dokdZe, zadarmo na nds hrad Ftipin vstoupit miZe.“
Pod timto ndpisem bylo zaddni prikladu: ,,Dokazte, Ze pokud pro celd ¢isla a,b,c,d
plati (a —¢) | (ab+cd), pak (a—c¢) | (ad+ be).”

Reseni.

Predpokladejme, Ze a—c déli vyraz V = ab+cd. Pak potfebujeme ukazat,
ze a — c déli i vyraz W = ad + bc. K tomu nam pomuze, kdyz ukazeme, zZe
a—c|V —W. Plati

V-W=ab—ad+cd—bc=alb—d)—c(b—d) = (a—c)(b—d).

ProtoZe podle zadani a — ¢ | V a podle pfedchoziho a — ¢ | V — W, pak
a—c | V—(V-W)=W, coz jsme méli dokazat.

Uloha 6.2.

To Mateéj s Libénkou se vydali do nového landce, co vyrostl v Lenosiné. Nejvice
se jim libila jedna zapeklita prekdzka. V kovovém ramu, ktery meél tvar konvexniho
n-thelniku, bylo mezi vrcholy nataZeno nékolik lan tak, Ze se Zddnd dvé nekiiZila.
Kdyz se Matéj s Libénkou na této piekdzZce dostatecné vyblbnuli, napadl je zajimavy
priklad. Zajimalo je, kolik mejvice lan lze napnout mezi vrcholy ramu tak, aby se
Zadnd dvé nekiiZila. Dokazle, Ze je to mejvice n — 3 a Ze trojuhelnikovych oblasti
vytvorengjch lany a rdmem je v tomto piipadé n — 2.

Reseni.

Ditkaz povedeme matematickou indukei.

V prvnim kroku indukce ukdzeme, Ze tvrzeni plati pro n = 3. V takovém
pripadé je n-thelnik trojihelnikem a nemé zadné uhlopricky, tvrzeni proto
plati. Pro nazornost udélejme rozbor i pro n = 4. V konvexnim ¢tytrtahelniku
muZzeme udélat pouze jednu thlopficku, kterd vyhovuje nasim pozadavktm.
Ta nam ¢tyTahelnik rozdéli na 2 trojahelniky, tvrzeni je opét splnéno.

Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechna ¢isla n od 3 do k. Dokazme
nyni, Ze plati i pro n = k + 1. Vyzna¢me nékteré uhlopticky (k+ 1)-tuhelniku
tak, aby se zddné dvé vyznacené thlopficky neprotinaly a aby nebylo mozno
vyznadit zadnou dalsi thlopiicku. Mezi nimi uvazme libovolnu thlopiicku
u. Ta nam tento mnohothlenik rozd€li na konvexni r-thelnik R a konvexni
s-tthelnik S, kde 3 <r,s<k,ar+s=(k+1)+2=Fk+3 (dva z vrcholi
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k + 1-thelniku jsou spoleéné R a S). Z indukéniho predpokladu vime, Ze pro
tyto dva mnohothelniky tvrzeni plati.

Vsechny vyznacené tuhlopficky (k + 1)-tthelniku rizné od u jsou bud
neprotinajicimi se thlopfickami S (téch je z indukéniho predpokladu nej-
vySe s — 3), nebo neprotinajicimi se thlopfickami R (t&ch je nejvyse r — 3).
Véetné u ma tedy dany (k + 1)-tuhelnik nejvyse 1 + (s —3) + (r — 3) =
r+s—5=k+3—5=(k+1)— 3 neprotinajicich se thlopticek, coZ jsme
chtéli dokazat. Navic jsou R i S podle indukéniho predpokladu rozdéleny
vyznatenymi thlopfickami na r — 2, resp. s — 2 trojihelnikovych oblasti.
Cely mnohothelnik je tedy témito thlopfickami a uhloptickou u rozdélen na
(r—=2)+(s—2)=r+s—4=n—-1=(n+1)—2 trojuhelnikovych oblasti.
Timto jsme indukci dokazali obé ¢asti tvrzeni.

Uloha 6.3.

V Hloupétiné a Lenosin€ voli parlament spolecného prezidenta podobnym systé-
mem jako u nds. Rozdil je v tom, Ze jedna komora parlamentu zasedd v Hloupétiné
a druhd v Lenosiné a kaZdy z konecné mnoha zdkonoddrci si mize vybrat, ve které
komorte bude zasedat. Navic, na rozdil od naseho parlamentu, kazdy zdkonoddrce md
mezi ostatnimi zdkonoddrci pouze t7i nepfdtele, pricemz neprdtelstvi je vidy obou-
stranné. Ukazte, Ze parlament bude moci pri volbé zasedat takovym zpisobem, Ze
kazZdyj zdkonoddrce bude mit ve své komote nejuijse jednoho neptitele.

Reseni.

Pro kazdého poslance p ozna¢me n(p) pocet jeho nepiatel, ktefi jsou ve
stejné komofie jako p. Pro libovolné rozdéleni poslancti mtizeme uvézit soucet
N hodnot n(p) pfes viechny poslance. ProtoZe tento sou¢et musi byt kladny
a nabyva pouze celociselnych hodnot, existuje takové rozdéleni R, pro které
je tento soucet nejmensi.

Nyni ukidZeme, Ze rozdéleni R ma pozadovanou vlastnost, tedy Ze v ném
pro v8echna p plati n(p) < 1. Pokud by néjaky poslanec mél pii rozdéleni R
ve své komote dva nebo tii nepfatele, mohl by v té druhé mit nejvyse jednoho,
jeho prechod do druhé komory by snizil N. Protoze jsme ale predpokladali,
Ze nejmensi N nastava pro rozdéleni R, neni toto mozné. Kazdy poslanec
mé proto pii rozdéleni R ve své komote nejvyse jednoho nepfitele.

Uloha 6.4.

Hrad Ftipin vlastnil v 15. stoleti rod Ftipdlki z Ftipdlkova. Roku 1468 vsak
ve vodnim ptikopé pied hradem tragicky utonul jeding dédic hradu. Rodice onoho
nestastnika tedy stdli pred otdzkou, komu hrad po jejich smrti pripadne. Mnoho
rodi ze Sirokého okoli mélo o tento skvost zdjem. Byla tedy vypsdna soutéz. Hrad
ziskd ten rod, ktery nalezne vSechny takové mmnoZiny ctyr redlnijch cisel, Ze soucet
libovolného ¢isla z hledané mnoziny se soucinem zbylych tii ¢isel je roven 2. Dokdzal
by se i tvidj rod uchdzet o hrad?

Reseni.
Nejprve bychom radi upravili jednu nepfesnost v zadani, kterd nastésti

fesitele nerozhodila: misto ¢tyfprvkovych mnozin budeme hledat CGtvefice
Cisel.
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Soucin v8ech ¢tyr Cisel oznaCme t. Pak pro libovolné ¢islo x z hledané
Ctverice plati x +% = 2, po vynasobeni z a odecteni 2z tedy z? — 2z +t = 0.
Toto je kvadratické rovnice a ta miize mit pouze dva kofeny. Hledané ¢tvefice
muZe proto obsahovat nejvyse dvé ruzna ¢isla. Pokud jsou vSechna ¢isla ve
¢tvefici rovna x, pak plati, Ze 22 + & = 2. Protoze je funkce y = 23 + «
rostouci, m4 tato rovnice nejvyse jedno feSeni a tim je x = 1.

Pokud by ¢tvetice obsahovala dvé ruzna ¢isla a, b kazdé dvakrat, platilo
by a + ab? = 2, b+ ab = 2, po odecteni rovnic (a — b)(1 — ab) = 0. Protoze
jsou a, b ruznd, je prvni zavorka nenulové, druhd musi byt nulova. Méame
tedy ab = 1, t = a®b? = 1. Kofeny jsou pak feSenimi rovnice 22> — 2z +1 =0,
jsou tedy v8echny rovny 1 (spor s a # b). Tato moZnost nastat nemiZe.

Pokud by ¢tvefice obsahovala jedno &islo a a tii éisla b, platilo by a+b% =
2 a b+ ab® = 2, po odecteni (a — b)(1 — b?) = 0. Protoze a # b, b*> = 1. Pro
b =1 dopo¢teme a = 1 (opét spor s a # b), pro b = —1 je a = 3.

Regenim jsou tedy neusporadané &tvefice (1,1,1,1) a (3,-1,—1,—1).

Uloha 6.5.

Kdyz se Matéj s Libénkou vraceli domi, vikali si, Ze jiZ dlouho nevymysleli pro
Henryho néjoky pekny priklad. Matéj navrhl, Ze by ho mohli nechat vyiesit néjakou
zagimavou nerovnici. Libénka pak dodala, Ze jednu by mél urcité hned vyresenou a Ze
tedy musi vymyslet néjakou soustavu. A tak Matéj s Libénkou stridavé psali jednu
nerovnici za druhou a neZ piisli domi, vznikla z toho tato soustava 100 nerovnic
0 300 nezndmijch:

a1x1 + agsxy + as3xs Z O,

a2T4 + azxs + asxe > 0,

a99T295 + A100T296 + A1T297 = 0,

(1007298 + A1T299 + a2x300 > 0.

Henrymu prozradili, Ze tato soustava md veseni: (1,—-3,2,1,—3,2,...,1,—-3,2). He-
nry meél dokdzat, Ze pak a1 = as = -+ = a109. Dokdzali byste to také?
Reseni.

Dosadme Feseni do soustavy a dostavame:

a1 — 3az + 2a3 > 0,
az — 3az + 2a4 > 0,

agg — 3aipo + 2a1 > 0,
a100 — 3a1 + 2az > 0.

Ozna¢me M = max{ay,...,ai00} a n prirozené &islo takové, ze a, = M.
Pro zjednoduseni popisu polozme pro i € {1,2} ajpo+i = a; a a—; = a100—;-
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Jedna z nerovnosti je tvaru an—1 — 3a, + 2a,41 > 0, po Gpravé
an—1+ 2an41 > 3a, = 3M. (6.1)
My ale vime, ze ap—1 < M, 2an4+1 < 2M, takze
Gn-1+ 20,41 < 3M. (6.2)

Aby mohlo byt splnéno (6.1) i (6.2), musi v obou nerovnostech nastat rov-
nost, coz lze pouze pro an—1 = an+1 = M. Takto jsme ukazali, Ze pokud
an = M, pak a,_1 = M i a1 = M. ProtoZe existuje n takové, ze a, = M,
plyne odtud podle matematické indukce, ze a; = M pro vSechna ¢ od 1 do
100. Tim je zadané tvrzeni dokazéano.

Uloha 6.6.

Osmé nddvoti hradu Ftipin md tvar trojihelniku, jehoZ délky vyjddiené v hlou-
pétinskiych milich jsou t7i po sobé jdouci pfFirozend cisla. Jeden z vnitinich whli
tohoto trojihelniku md dvojndsobnou velikost neZ jiny vnitini thel. Dokdzali byste
najit vSechny moznosti, jak mohlo nadvori presné vypadat?

RegSeni.

Uhly proti stranam délek n — 1,n,n + 1 postupné ozna¢me «, 3,7. Se-

stavme si vSechny kosinové véty, které v trojihelniku plati:

(n—12=n*+n+1)2—-2n(n+1)cosa,
n?=(n—-172+(n+1)>=2(n+1)(n—1)cos g,
(n+1)*=n*+(n—1)>—2n(n — 1) cosy.

Odtud postupné vyjadiime

n-+4
cos o =
2n+2’
2
n®+ 2
cosﬂ—2n2_2,
n—4
cosy = .
7T 0N

ProtoZe proti kratsi strané je mensi thel, je o < 8 < . Mohou nastat 3
moznosti: 8 = 2a, v = 2«, v = 23. V néasledujicich upravich rovnic miazeme
predpokladat, ze vyrazy n — 1 a n + 1 jsou nenulové.

(i) B =2a:

Pak cos 3 = cos(2«). Uzitim znamého vzorce

2

cos(2a) = cos® a — sin? a = 2cos’ a — 1

dostavame rovnici

n? +2 5 (n+4)*

= —1
m2 -2 (2n+2)?
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(iii)

a po vynasobeni 2(n — 1)(n + 1)? dostavime

(1 +2)(n+ 1) = (n+ 421 — 1) — 2n — (0 + 17,
n® —2n? —4dn+8 =0.
Toto mizeme rozlozit na (n — 2)(n? — 4) = 0 a jediné pfirozené ¢islo,

které je feSenim této rovnice, je 2. To ale vede na trojthelnik o stranach
1, 2, 3, ktery nelze sestrojit.

v = 2a:
Analogicky sestavime rovnici

n—4 _ (n+4)>
2n—2 " (2n+2)2

L

upravime do tvaru 2n® — Tn? — 17n 4 10 = 0. Vime, Ze pro racionalni
kotfen g musi platit, Ze p | 10 a ¢ | 2. To nam dava pouze omezenou
mnozinu moznych kofenil. Vyhovi napiiklad ¢islo 5, po vytknuti vyrazu

n — 5 dostavame rovnici ve tvaru
(n —5)(2n +3n — 2) = 0.

Kofeny polynomu 2n? + 3n — 2 jsou —2 a %, z nichZz ani jeden neni
prirozené ¢islo. Jediny kofen 5 vede na sestrojitelny trojihelntk, ktery
ma délky stran 4, 5, 6.

v =203
V tomto pripadé mé platit

n—4 _ (n?+2)?
2n—2 " (2n2 —2)2

1.

Roznésobenim a tGpravami pievedeme rovnici na tvar
2n* —3n® — 13n? +3n +2 =0.

Podobné jako v predchozim pripadé mizeme odstépit racionalni ko-
feny, dostaneme tak rovnici

(n+2)2n—1)(n* —3n—1) =0.

Snadno zjistime, Zze zadny z kofent této rovnice neni prirozené Cislo.

Jedinym vyhovujicim trojihelnikem je tedy trojuhelnik o stranéch 4,5, 6.

Uloha 6.7.

Henry se pofddné napocital pri FeSent ulohy, kterou mu zadaly jeho déti. A aby
jim neziistal nic dluZen, poprosil je, zda-li by dokdzaly urcit ciferny soucet c¢isla,
které je cifernym souctem ciferného souctu céisla 4444444, Henry jim dovolil, aby
pracovaly pouze v desitkové soustave, ale pokud by ndhodou piisly na néco zaji-
mavého i v jiné ciselné soustave (napriklad pétkové), jisté by je neminula odména
v podob€ bodii navic do jisté matematické soutéZe. Dokdzali byste jim pomoci?
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Reseni.

Ciferny soucet ¢isla 44444444 ozna¢me A, ciferny soucet éisla A oznaéme
B, ciferny soucet B ozna¢me C. Protoze ciferny soucet je operace, ktera
zachovava zbytek po déleni deviti, davaji A, B i C stejny zbytek, jako zadané
¢islo. Nyni tedy uréime zbytek &isla 44444444 po déleni deviti.

Pouzijeme k tomu vétu, ze pokud n | a — b, pak pro v8echna pfirozena
k plati n | a* — b*. Tato véta plyne z rovnosti

abF — b =(a—b)(@" P+ a2+ a2 Y.
Vime, ze 9 | 4444 — (—2), proto

9 ‘ 44444444 _ (_2)44447
9| 44444444 (_2)3-1481—1—1’
9 ‘ 44444444 _ (_8)1481 . (_2)

Protoze 9 | 1 — (—8), platii 9 | 1 — (—8)8L. Proto

9 | 444444 _ ()81 (—2) 4 2 ((1 — (—=8)'Y)),
9 | 4444%4 4 2,

Odtud plyne, Ze 4444*4* dava zbytek —2 (¢ili 7) po déleni deviti, zbytek 7
proto dava i C.

Nyni se pokusime C' odhadnout shora. Protoze 4444%444 < (105)4444 m4
toto ¢islo méné nez 5 - 4444 = 22220 cifer, proto A < 9 - 22220 < 200 000.
Proto B<1+94+949+9+9 =246, C <3+9 = 12. Cislo mensf nebo
rovné 12 dévajici zbytek 7 po déleni 9 je jediné 7, proto C' = 7.

Poznamka.

Necht ¢isla A, B,C' maji stejny vyznam jako vyse. V pétkové soustavé
plati podobné pravidlo pro délitelnost ¢tyfmi jako je v desitkové soustaveé
pro délitelnost deviti a dale operace ciferny soucet v pétkové soustavé za-
chovava zbytek po déleni ¢tyFmi. Jisté 4 | (44444444)5, takze 4 musi délit
i hledané ¢&islo C'. Protoze (44444444)5 = ((54 — 1)624)10 < (54'624)10, je
pocet cifer Gisla 4444444 v pétkové soustavé nejvyse 4 - 624. Tudiz A <
(4-4-624);5 < (5° — 1), a z toho plyne, Ze B < (4-6),5 = (24), = (44)5.
Proto C < 4+ 3 = 7. Jediné pfirozené ¢islo mensi nebo rovno 7, které mé
v pétkové soustavé ciferny soucet délitelny ¢tyimi, je 4, takze C' = 4.
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