XIV. ro¢nik BRKOS 2007/2008

Vzorové reseni

3. série

Uloha 3.1

Jednou Matéj poustél se svymi kamarady venku draka, mélo se oblékl a nastydl. V ho-
reckach ulehl do postele a zdaly se mu bldznivé sny. V jednom z nich se hadaly rovnobézky
se, ze tuto bitvu rtznobézky vyhraly, kdyz vykiikly argument: Existuje snad v roviné ko-
ne¢nd mnozina bodu s vlastnosti, ze pokud z ni vybereme libovolné dva rizné body A
a B, potom v této mnoziné existuji riazné body C a D, kde {A, B} # {C, D}, takové, ze
AB je rovnobézna s CD ?

Kdyz se Maté&j probral z blouznéni, vypravél tento sen Libénce. Ta mu dokézala, Ze
takova kone¢na mnozina vskutku existuje, tudiz argument rtiznobézek se obratil proti nim.

Dokazali byste to také?

ResSeni:

Uvazme Sestici bodi tvoricich vrcholy pravidelného Sestitthelnika. Pokud
vybereme za body A, B dva sousedni vrcholy v tomto Sestithelniku, potom za
C, D muzeme volit krajni body protéjsi strany. Pokud za A, B zvolime krajni
body kratsi z uhlopficek, potom krajni body dalsi kratsi ihlopticky, ktera je
s na$i disjunktni, jsou hledanymi body C' a D. A konec¢né, zvolime-li za A,

B krajni body nejdelsi uhlopticky, potom jedna ze stran je s ni rovnobézna,
tudiz body C, D vzdy najdeme.

Uloha 3.2

Kouma s Noumou zrovna sedgli u ohynku, kde palili naté po sklizni brambor. V po-
pelu opékali brambory a uz se t&3ili na tuto dobriitku. Kdyz v8ak byly brambory hotové,
nasli jich chlapci pouze sedm. Zacali se tedy hadat, kdo jich kolik dostane. SlySel to pan
Noumélek a rozsoudil je: Vic brambor dostane ten, kdo prvni dokéze, Zze nékteré z Cisel
70T, TTT,07TT, 77777 .. je délitelné ¢islem 2007.

Dokéazali byste to také?

Reseni:
Ozna¢me a1 = 7,as = T7,a3 = 777,...,a;, = 77...7 (k sedmicek), atd.
Pripustme, Ze zadné z ¢isel aq, as, . . ., asgor neni délitelné 2007. To znamené,

ze kazdé z nich dava po déleni ¢islem 2007 zbytek z mnoziny {1,2, 3, ...,2006}.
Tedy 2007 ¢isel miize davat 2006 ruznych zbytki, takze podle Dirichletova
principu néktera dveé z ¢isel ay, as, ..., a7 davaji stejny zbytek po déleni
2007. Ozna¢me vétsi z nich a; a mensi z nich a;. Odtud dostavame, Ze
2007|(a; — a;) = 77...700...0 (j — i sedmifek a i nul) = a;_; - 10°. Ale
D(2007,10) = 1, tudiz 2007|a;_;.
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Uloha 3.3

Kdyz uz Matéj béhem svého stonéni pfecetl vSechny knizky Harryho Pottera, Big-
glesse i Spravnych pétek, zacal se straslivé nudit. Nastésti se akorat vratila Libénka ze Skoly
a Tekla mu, Ze si s nim pujde zahréit Sachy. Matéje vSak klasické Ssachy nebavily, a tak zacal
vymyslet ruzné tulpachoviny. Libénka mu zrovna davala Sach, kdyz na ni Matéj vybafl
s tlohou: Do Sachovnice 8x8 poli jsou napsana po fadcich ¢isla 1,2, ...,64, tedy v prvnim
radku jsou ¢isla 1,...,8, ve druhém 9,...,16 a v poslednim 57, ...,64. Na Sachovnici je
rozmisténo 8 vézi tak, Ze se zadné dvé neohrozuji (véze se pohybuji po fadcich a po sloup-
cich). Jakych hodnot muze nabyvat soucet ¢isel poli, na kterych jsou véze umisténé?

KdyZz se Libénka zamyslela, Matéj zakeiné vymeénil figurky, aby se vymanil ze za-
peklité situace.

Dokazali byste vyresit priklad, ktery zadal Matéj Libénce?

Reseni:
Zavedme soufadnice poli tak, Ze sloupce ocislujeme od 1 do 8 a fadky
0,8,16,...,56. Tim padem je v poli o soufadnicich [, j] napsano &islo i + 5.

Podminka, Ze se véze vzadjemné neohrozuji, znamené, Ze v kazdém radku
a kazdém sloupci je pravé jedna véz. To znamend, Ze v hledaném souctu
bude vzdy préavé jednou kazdé z ¢isel 1,2, ...,8 oznacujici sloupce a kazdé
z ¢isel 0,8, ...,56 oznacujici fadky. Tedy soucet bude vzdy roven

142434 +8+0+8+16+ -+ 56 = 260,

Uloha 3.4

Henry Klevr se vracel domt z prace a nesl si v ruce jakysi dratény model. KdyZ ho
Matéj s Libénkou spatfili, nechali 8achy byt a bézeli se podivat, co Henry zajimavého
donesl.

Byl to model rota¢niho kuzele, kterému byla vepsana koule. Této kouli byl opsan valec
tak, ze podstavy kuzZele a valce lezely ve stejné roviné. Matéj s Libénkou se hned ptali,
k ¢emu to slouzi? Henry pravil, Ze jim to prozradi, az dokaZi, Ze objemy kuZele a valce
se nemohou rovnat, a jesté az také urci, jakd je nejmensi mozné hodnota podilu objemu
kuzele a vélce.

Poradili byste si i s timto piikladem?

Reseni:
Pouzijeme oznaceni podle obrazku a necht Vi je "
objem kuzele a V5 je objem vélce. Je zfejmé, ze

Vo=m-1r2-2r=2-7-71°.

Déle |[AP| = a

tg(z)

B o tg(z) 2r E
\VP| = |AP|tg(2z) = —p 2 @) 1ot

Pouzijeme substituci a := tg*(z). Pak

1 2oq.p?
Vi=--m |AP]?.|VP|= 3
=3 APF- VP a-(1—a)
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Protoze mame kuzel opsany kouli, je 0 < 2z < 90°, z toho 0 < z < 45°,
takze 0 < tg(x) < 1, a tedy 0 < a < 1. Nyni dokdZeme pozadovan0 tvrzeni:
Pokud by platilo V; = V4, muselo by pro n&jaké a € (0,1) platit

1

— =1, tj. 3¢ =3a+1=0.
3a(l—a) oo ot

Protoze diskriminant této rovnice je zaporny, tato rovnice nema realné ko-
feny, takze V| nemuze byt rovno V5.

Déle % = m, takZe minimalni hodnota podilu % nastane pro ma-
ximum vyrazu a(l — a) pro a € (0,1). Protoze a(l — a) = —(a — 3)® + 1,

nastane maximum tohoto vyrazu pro a = %, pricemz hodnota maxima je }1.

Tud{Z minimélni hodnota podilu ¥ je - = 2.
1% 3~Z 3

Uloha 3.5

Kdyz se Kouma vratil ve¢er domu, zaSel si zahrat So-
litaire. Na kazdém policku hraci plochy kromé centralniho
je figurka. Hrat se miize tzv. skikanim bud v horizontalnim
nebo ve vertikalnim sméru. Skakani spociva v tom, ze figurka X
ze stavajictho policka pfesko¢i v jednom z vySe uvedenych
sméru pres jednu figurku na volné policko, pficemz pieskoce-
nou figurku odstranime z hraci plochy.

Je mozné skonéit hru s jedinou figurkou nachéazejici se
na poli¢ku oznaceném kiizkem?

Reseni:

Ocislujme policka hraci plochy podle obréazku.
Necht & udava pocet figurek, které jsou na polic-
kach s ¢isly 1 a 2. Po kazdém skoku se £ bud zmensi
o0 2, nebo se nezméni. ProtoZe na zacatku je { = 30, 1313
bude £ celou dobu sudé. TakZe hru neni mozné skon- A=
¢it s jedinou figurkou na policku oznaceném kiiz-
kem, protoze za této situace by bylo & = 1, coz neni
mozné.

| ra = | = || ra| —

— | R ] | | — | ] R

pa| = | ] s =] R =
[

Uloha 3.6

Hmm, to Nouma nemél na hry ani pomysleni. Musel jesté udélat tkoly do skoly. Mél
najit véechna feeni rovnice (n + 1)¥ — 1 = n!, kde n,k € N.

Pomozte Noumovi vypocitat tento priklad.

ReSeni:
Snadno lze zjistit, Ze pro n < 4 jsou v8echna feSeni (n,k) z mnoziny
{(1,1),(2,1), (4,2)}. Predpokladejme tedy, ze n > 4. Pak n! +1 > n + 1,

tudiz £ > 1. Je-li n liché, je n + 1 sudé, ale n! 4+ 1 je liché, takze pro licha
n > 4 nejsou zadna Teseni.
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Necht n je sudé. Cislo n tedy musi byt slozené, a pak n|(n — 1)! Podle
binomické véty mame

k k
(n+1)k—1:nk+(1>nk1+~--+ (k_Q)n2+kn.

Protoze predpokladame, ze n > 4, je n!+1 > n+1, takze musi byt &£ > 1.
Na pravé strané posledni rovnosti jsou tedy alespon dva séitance (zejména
¢len kn), tudiz nasledujici ivaha je korektni. Vydélime-li obé strany upravené
rovnice ze zadani ¢islem n, dostaneme rovnost

(n—Dl=n {n’“‘2+ (T)nk_?’—i—---#- (ka)} + k.

7 toho plyne, Ze n|k. Tzn., ze k > n, a potom (n + 1)* > (n+1)" > n! + 1.
Takze tiloha nemé zadné reSeni ani pro suda n > 4.

Uloha 3.7

Henry se vecer vydal do hospidky povykladat s mistnimi u pénivého moku nejme-
nované znacky hloupétinského piva. Kdyz uz méli panové néco vypito, rozhodli se, Ze si
pujdou zahrat kulabr, coz je hra podobné nasemu kuleéniku, akorat se hraje na kruhovém
kule¢nikovém stole bez dér. Henry samoziejmé vyhraval a chlapy uZ to pfestéavalo bavit.
A tak mu vymysleli zapeklity tkol. Pry si s nimi dal§i hru muze zahrat az tehdy, co dokaze,
ze pokud koule projde néjakym bodem na stole tfikrat, projde jim nekoneéné mnohokrat
(pfedpokladejte, ze koule se od mantinelt stolu odrazi tak, Ze thel odrazu je stejny jako
uhel dopadu a Ze se koule po uvedeni do pohybu jiz nikdy nezastavi).

Podaii se vam dokazat i tento priklad?

Reseni:

Méjme oznaceni podle prvniho obrazku. Predpoklddejme, &
7e AB a BC jsou dvé tétivy, jimiz bezprostifedné po sobé pro- ‘»
jde koule na své cesté. Pak podle zakona o tthlu dopadu a odrazu e é
plati |[ZABO| = |ZCBO|. Ale trojihelniky OAB a OBC' jsou .
rovnoramenné, maji stejnou stranu i thel, takze jsou shodné. Pak |AB| =
| BC|. Tudiz vSechny tétivy, jez jsou soucésti cesty koule, maji stejnou délku,
oznacme si ji d.

Pokud d je pramér kruhového stolu, koule se neustale po tomto priameéru
pohybuje tam a zpét, takze kazdym bodem své cesty projde nekoneéné mno-
hokréat.

Dokazeme, ze kazdym bodem P # O lezicim na kruhovém stole vedou
nejvyse dvé tétivy délky d. (Pokud koule nékdy projde stifedem O, bude se
neustéle pohybovat po n&jakém primeéru stolu.) Kazda tétiva v kruhu je jed-
nozna¢né urcena umisténim svého stfedu M. VSechny stredy tétiv délky d

2 _ 42

maji podle Pythagorovy véty od stfedu O stejnou vzdalenost u = 4/r 1
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Ma-li tétiva délky d prochézet bodem P, musi
byt vzdalenost stfedu M této tétivy od bodu P opét
podle Pythagorovy véty rovna v = /|OP|?* — u?.

(Pokud pod touto odmocninou dostaneme zaporné

¢islo, je |OP| < |OM]|, takze neexistuje tétiva délky 5
d prochazejici bodem P.) Z predchézejicich tvah /
tedy plyne, ze M musi lezet na kruznici se stfedem

O a polomérem u a také na kruznici se stfedem P
a polomérem v.

Dvé kruznice s riznymi stfedy se protinaji nejvyse ve dvou bodech, takze
existuji nejvyse dvé mozna mista pro bod M, tudiz existuji nejvyse dveé rizné
tétivy délky d prochézejici bodem P. Projde-li tedy koule néjakym bodem P
tfikrat, musela alespon dvakrat projet po stejné tétivé AB (bud ve stejném
sméru, nebo v opa¢ném). ProtoZe po prujezdu konkrétni tétivou lze jedno-
znacné urcit drahu, kterou koule projela pfed timto prujezdem, a také je
jednoznacné urcena draha, po které koule pojede, musi se koule dale neu-
stale pohybovat po draze, kterou projela mezi prvnim a druhym prijezdem
tétivy AB. To znamené, 7ze koule projde bodem P nekone¢né mnohokrat.

A

5 BRKOS Team 2008



