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Vzorové °e²ení

1. série

Úloha 1.1

V letních vedrech se dva leno²ín²tí kamarádi Kouma �oumálek a �ouma Koumá-
lek vypravili koupat na tamní p°ehradu Faulín. Kouma si v²iml, ºe délka hráze byla
druhou mocninou po£tu labutí hnízdících v rákosí na jednom b°ehu p°ehrady. �ouma
dodal, ºe pokud by vymazali poslední dv¥ cifry £ísla vyjad°ujícího délku hráze, dostali
by druhou mocninu po£tu rybá°·, kte°í toho dne u p°ehrady zkou²eli ²t¥stí. Navíc délka
hráze nebyla d¥litelná £íslem deset. Po návratu dom· se Kouma pod¥lil o tento zajímavý
poznatek s rodi£i. Bohuºel si v²ak nemohl vzpomenout, kolik labutí a rybá°· u p°ehrady
bylo. I p°esto dokázal pan �oumálek ur£it v²echny moºné délky p°ehradní hráze. Kouma
nev¥°ícn¥ zíral a dodal, ºe správná byla ta nejv¥t²í z t¥chto moºností. Dokáºete ur£it délku
hráze?

�e²ení:

Nech´ h je hledaná délka hráze. Pak existují p°irozená £ísla l, r, s taková,
ºe h = l2 = 100r2 + s, kde l je po£et labutí, r je po£et rybá°·, 99 ≥ s ≥ 1
a 10 - s.

Protoºe l2 − 100r2 ≥ 1, je l > 10r (tady vyuºíváme toho, ºe 10 - h),
dostáváme následující nerovnost: 99 ≥ l2 − (10r)2 ≥ (10r + 1)2 − (10r)2 =
20r + 1. Hledané £íslo h má být nejv¥t²í, proto r = 4. Pak s = l2 − (10r)2 =
(l + 40)(l − 40). Protoºe 99 ≥ s ≥ 1, je l = 41. Odtud dostáváme, ºe délka
hráze je 412 = 1681.

Úloha 1.2

Kdyº se Mat¥j jednoho de²tivého dne za£etl do Velké knihy hloup¥tínských pohádek,
objevil tam jednu velice zajímavou. Zlý £arod¥j Zlovous Zlovousý uv¥znil princeznu �up-
kulupku ve zvlá²tním ºalá°i. M¥l tvar krychle o délce hrany n a byl rozd¥len na n3 stejných
krychlových místností o délce hrany 1, n p°itom bylo liché p°irozené £íslo v¥t²í neº 1. Princ
Lupko´apkal se vydal princeznu osvobodit. Do ºalá°e ²lo vstoupit pouze jeho vrcholovými
místnostmi. V moment¥, kdy princ do ºalá°e vstoupil, nacházela se princezna v místnosti
leºíci uprost°ed celého ºalá°e. Kaºdé dv¥ sousední místnosti byly spojeny dvojicí dve°í
(za sousední místnost se povaºovaly ty, které m¥ly spole£nou st¥nu). Jedn¥mi dve°mi se
do místnosti vcházelo a druhými vycházelo. V²echny dve°e se v pravidelných intervalech
otevíraly najednou a pouze na chvíli, p°i£emº princ i princezna vºdy moºnosti p°emístit
se do sousední místnosti vyuºili. Mohla mít tato pohádka happy end, tedy mohli se princ
s princeznou setkat v téºe místnosti?
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�e²ení:

Protoºe n je liché, n > 1, m·ºeme psát n = 2k + 1, kde k ∈ N. Míst-
nosti ºalá°e si m·ºeme p°edstavit jako body v prostoru, kde body odpovída-
jící vrcholovým místnostem ºalá°e mají sou°adnice [1, 1, 1], [1, 1, n], [1, n, 1],
[n, 1, 1], [n, n, 1], [n, 1, n], [1, n, n], [n, n, n] a bod odpovídající prost°ední míst-
nosti ºalá°e tudíº bude mít sou°adnice [k+1, k+1, k+1]. P°esun do sousední
místnosti tedy odpovídá zv¥t²ení nebo zmen²ení práv¥ jedné sou°adnice o 1
u bodu, který odpovídá místnosti, ve které se princ nebo princezna práv¥
nachází. Tudíº je z°ejmé, ºe p°i p°esunu do sousední místnosti se vºdy zm¥ní
parita sou£tu v²ech t°í sou°adnic (tzn. byl-li sou£et sou°adnic p°ed p°esunem
sudý, po p°esunu bude lichý a byl-li lichý, po p°esunu bude sudý). Navíc pro-
toºe n je liché, je sou£et sou°adnic u v²ech vrcholových místností, ve kterých
m·ºe princ za£ínat, lichý. Nyní budeme muset rozli²it dva p°ípady:

1. k je liché: Pak sou£et sou°adnic u prost°ední místnosti bude sudý. Princ
se tedy s princeznou nem·ºe setkat, protoºe se vºdy budou nacházet
v místnostech s rozdílnou paritou sou£tu sou°adnic. Nemohou se potkat
ani b¥hem p°esunu, nebo´ v p°ípad¥, kdy si navzájem vym¥ní míst-
nosti, podle zadání vyuºijí r·zné dve°e.

2. k je sudé: Sou£et sou°adnic u prost°ední místnosti bude lichý, takºe
princ i princezna budou vºdy v místnostech se stejnou paritou sou£tu
sou°adnic. Zbývá nám je²t¥ dokázat, ºe se m·ºou potkat v jedné míst-
nosti. Pokud princ p·jde nejkrat²í cestou do prost°ední místnosti, dos-
tane se tam po 3k p°esunech, coº je sudé £íslo. Jestliºe princezna bude
neustále opakovat p°esun do sousední místnosti a pak nazp¥t do pro-
st°ední, bude se v prost°ední místnosti nacházet vºdy po sudém po£tu
p°esun·. Takºe se oba jist¥ mohou setkají po 3k p°esunech.

Pohádka tedy pro n = 4l+1 (l ∈ N) mohla mít happy end a pro n = 4l−1
(l ∈ N) nikoliv.

Úloha 1.3

B¥hem letních m¥síc· jezdí Leno²ín²tí i Hloup¥tín²tí rádi na dovolenou. Leno²ín²tí
v touze po opalování na pláºi putují do Hloup¥tína, zatímco Hloup¥tín²tí se rad¥ji vydávají
objevovat krásy p°írody do hor v okolí Leno²í-na. Je to jiº dlouho, co mezi ob¥ma m¥sty
pendluje autobus Bouca, který rád sveze kaºdého, kdo si dokáºe poradit s jednoduchou
úlohu. Pomozte Mat¥jovi a Lib¥nce vy°e²it p°íklad, který jim Bouca zadal, kdyº se cht¥li
vydat do Leno²ína. M¥li dokázat, ºe pokud p a 2p + p2 jsou prvo£ísla, potom i 5p + 82 je
prvo£íslo. Dokáºete to i vy?

�e²ení:

Ozna£me q = 2p + p2, r = 5p + 82. Dále budeme tuto úlohu °e²it v závis-
losti na hodnotách prvo£ísla p.
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1. p = 2: Potom q = 8, takºe implikace v zadání platí, protoºe není spln¥n
p°edpoklad.

2. p = 3: Pak q = 17 a r = 97, coº vyhovuje.

3. p > 3: Zbylá prvo£ísla jsou lichá a dávají zbytek 1 nebo -1 po d¥lení
t°emi. Protoºe p je liché, m·ºeme ho psát ve tvaru p = 2k + 1, kde
k ∈ N. Potom 22k+1 = (3 − 1)2k+1, coº se podle binomické v¥ty rovná
3s+(−1)2k+1 = 3s−1 pro n¥jaké p°irozené £íslo s. Dále p2 = (3t±1)2 =
3(3t2±2t)+1 = 3z+1 pro n¥jaké p°irozené z. Pak q = 3s−1+3z+1 =
3(s + z), takºe q je jist¥ d¥litelné t°emi, a tedy není prvo£íslo. Op¥t
tedy není spln¥n p°edpoklad implikace v zadání.

Tvrzení tedy platí pro v²echna prvo£ísla p.

Úloha 1.4

Také obyvatelé Leno²ína museli p°ed cestou do Hloup¥tína vy°e²it jeden p°íklad. A tak
se Koumovi �oumálkovi a �oumovi Koumálkovi p°ihodilo, ºe se potýkali s touto úlohou:
"Nech´ ABCDA′B′C ′D′ je krychle. Nech´ X je libovolný bod úse£ky AC a Y je libovolný
bod úse£ky B′D′. Nalezn¥te mnoºinu v²ech st°ed· úse£ky XY ." Dokázali byste se podobn¥
jako Kouma s �oumou dostat do Hloup¥tína?

�e²ení:
Hledanou mnoºinou je £tverec MNOP s vrcholy

leºícími ve st°edech st¥n ABB′A′, BCC ′B′, CDD′C,
ADD′A′. Nyní na²e tvrzení dokáºeme.

Poloºme nejprve bod Y do bodu B′. Pokud se
bod X pohybuje po úse£ce AC, st°ed úse£ky XY
leºí na st°ední p°í£ce trojúhelníku AY C, která je
rovnob¥ºné se stranou AC. St°ední p°í£kou trojúhel-
níku AY C je úse£ka MN (v obrázku). Pokud bod
Y umístíme do D′ (resp. X do A, X do C), dostáváme dal²í úse£ky obrysu
£tverce MNOP . Pokud nyní vezmeme libovolný bod Y úse£ky B′D′ a libo-
volný bod X úse£ky AC, potom st°ed strany XY leºí na st°ední p°í£ce troj-
úhelníku AXY , a protoºe je tato p°í£ka rovnob¥ºná se stranou AC a druhý
krajní bod této p°í£ky leºí na stran¥ MP , leºí st°ed XY ve £tverci MNOP .

Dokaºme nyní, ºe libovolnému bodu S £tverce MNOP odpovídá alespo¬
jedna úse£ka XY taková, ºe X leºí na AC, Y leºí na B′D′ a S je st°edem
XY . Pokud S leºí na hranici £tverce, hledaná úse£ka XY jist¥ existuje. Pokud
bod S leºí uvnit° £tverce MNOP , ve¤me bodem S rovnob¥ºku s B′D′. Pak
tato rovnob¥ºka jist¥ protne stranu MN v bod¥ T . Pokud T spojíme s bo-
dem B′, dostaneme jist¥ p°ímku r·znob¥ºnou s AC (viz p°edchozí odstavec).
Pr·se£ík B′T a AC ozna£me X. Op¥t XS je jist¥ p°ímka r·znob¥ºná s B′D′
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(z p°edchozí konstrukce je jasné, ºe body B′, D′, T, S a X leºí v jedné rovin¥)
a nech´ Y je pr·se£ík XS a úse£ky B′D′. Z°ejm¥ S je st°edem úse£ky XY
(vºdy´ ST je st°ední p°í£ka trojúhelníku XB′Y ).

Dokázali jsme tedy, ºe hledanou mnoºinou bod· je £tverec MNOP .

Úloha 1.5

To si takhle Mat¥j s Lib¥nkou jednoho krásného letního dne lebedili v houpacích
sítích, zav¥²ených mezi kmeny statných o°e²ák·, které jim je²t¥ navíc poskytovaly stín
p°ed dotírajícím sluncem, a hráli hru polynomíkování. Mat¥j vºdycky zadal n¥jakou vlast-
nost a Lib¥nka hledala v²echny polynomy, které zadanou vlastnost mají. Tak nap°íklad
dal Mat¥j Lib¥nce za úkol najít v²echny polynomy P (x) ∈ R[x] (tedy polynomy prom¥nné
x s reálnými koe�cienty), pro n¥º platí, ºe P (x2) = (P (x))2−2x. Pomozte je Lib¥nce najít.

Nápov¥da: Polynomem s reálnými koe�cienty je nap°íklad P (x) = x2 + 5x + 3. Potom

P
(
x2
)

=
(
x2
)2 +5x2 +3 = x4 +5x2 +3. Samotná reálná £ísla jsou také polynomy, kterým

se °íká konstantní polynomy.

�e²ení:

Nejd°íve najd¥me v²echny polynomy tvaru ax + b, kde a, b ∈ R, spl¬ující
zadání. Musí platit, ºe

ax2 + b = a2x2 + 2abx + b2 − 2x.

Z toho dostáváme rovnice

a(a− 1) = 0, 2ab− 2 = 0, b(b− 1) = 0.

Pak pokud a = 0 nebo b = 0, není spln¥na druhá rovnice, takºe jediným
°e²ením t¥chto t°í rovnic je a = b = 1. Takºe jediný polynom stupn¥ nejvý²e
1 spl¬ující zadání je polynom P (x) = x+1. Dále indukcí vzhledem ke stupni
polynomu dokáºeme, ºe polynom x + 1 je jediný polynom vyhovující zadání:

1. Pro polynomy stupn¥ 0 a 1 jsme to ud¥lali vý²e.

2. P°edpokládejme, ºe ze v²ech polynom· s reálnými koe�cienty stupn¥
nejvý²e n (n ≥ 1) vyhovuje rovnici P (x2) = [P (x)]2 − 2x pouze poly-
nom x + 1. S vyuºitím tohoto p°edpokladu dokaºme, ºe ze v²ech poly-
nom· stupn¥ nejvý²e n + 1 vyhovuje dané rovnici pouze polynom
x + 1. Sta£í nám uvaºovat polynomy stupn¥ n + 1 (tedy polynomy
tvaru an+1x

n+1 + Q(x), kde Q(x) je polynom stupn¥ nejvý²e n s ve-
doucím £lenem akx

k (k ≤ n, ak 6= 0) a an+1 6= 0), protoºe na polynomy
niº²ího stupn¥ m·ºeme rovnou pouºít p°edpoklad. Zde nemáme zahr-
nutou moºnost Q(x) = 0. V tomto p°ípad¥ máme zkoumat polynom
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an+1x
n+1 - ten z°ejm¥ nespl¬uje rovnici ze zadání. Dosazením poly-

nomu an+1x
n+1 + Q(x) do rovnice dostáváme

an+1x
2n+2 + Q(x2) = a2

n+1x
2n+2 + 2an+1x

n+1Q(x) + [Q(x)]2 − 2x.

Porovnáním koe�cient· u xn+1+k dostaneme 0 = 2an+1ak, coº je spor,
nebo´ an+1 6= 0 a ak 6= 0. Tudíº mezi polynomy stupn¥ nejvý²e n + 1
vyhovuje dané rovnici pouze polynom x + 1.

Indukce je hotova, takºe Lib¥nka Mat¥jovi odpoví, ºe dané rovnici vy-
hovuje jediný polynom x + 1.

Úloha 1.6

Za dávných £as·, kdyº je²t¥ v Leno²ín¥ panovala doba uvoln¥ných mrav·, rozhodl
se s tím tehdej²í panovník n¥co ud¥lat a promluvil ke svému lidu: "Veleváºení muºové,
v na²em m¥st¥ se d¥je n¥co stra²ného, n¥které ºeny jsou svým manºel·m nev¥rné. To
nem·ºeme tolerovat. Kaºdý muº musí zapojit své mozkové závity, aby zjistil, zda mezi
nev¥rnými není i jeho manºelka. Kdo zjistí, ºe jeho cho´ nev¥rná je, co nejd°íve ji vyºene.
Abychom v²ak odradili od nev¥ry ty ºeny, které zatím sekají dobrotu, bude vyhán¥ní t¥ch
nev¥rných probíhat vºdy najednou a p°ed celým m¥stem. Za tímto ú£elem bude od zít°ka
kaºdý ve£er v 5 hodin na krátkou chvíli otev°ena východní brána m¥sta."Kaºdý muº v¥d¥l
o kaºdé ºen¥ krom své vlastní, zda je v¥rná, £i ne, a také v¥d¥l, ºe i v²ichni ostatní muºi jsou
podobn¥ "informováni". Ve m¥st¥ bylo n nev¥rných manºelek, nebyla moºná polygamie
a nikdo by si nedovolil poru²it na°ízení panovníka. Kolikátý den po tomto proslovu byly
v²echny nev¥rné manºelky z m¥sta vyhnány?

�e²ení:

Podívejme se, co se bude dít ve m¥st¥ v závislosti na po£tu nev¥rných
manºelek.

1. n = 1: Je-li ve m¥st¥ jedna nev¥rná manºelka, její manºel ví, ºe v²echny
ostatní jsou v¥rné. Jediný, kdo m·ºe být nev¥rný, je jeho ºena, proto
ji hned první den vyºene. (Vyuºili jsme toho, ºe kaºdý manºel ví, ºe
alespo¬ jedna manºelka je nev¥rná.)

2. n = 2: Ozna£me nev¥rné manºelky A, B. Manºel A ví, ºe je B nev¥rná
svému manºelovi. O své manºelce v²ak neví, zda mu je v¥rná, £i ne.
První den se proto nic nestane. Pokud by mu ale jeho manºelka byla
v¥rná, dovtípil by se manºel ºeny B, ºe je nev¥rná jen ta jeho (viz
n = 1), proto by ji hned první den vyhnal. To se v²ak nestalo, proto si
oba manºelé uv¥domí, ºe krom¥ té ºeny, o jejíº nev¥°e v¥dí, musí být
nev¥rná je²t¥ dal²í ºena, coº m·ºe být jen ta jejich. Proto je hned druhý
den vyºenou. (Vyuºili jsme toho, ºe v²ichni manºelé o sob¥ navzájem
v¥dí, ºe jsou informováni o tom, ºe ve m¥st¥ alespo¬ jedna nev¥rná
ºena je.)
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3. n = 3: Pro lep²í srozumitelnost se je²t¥ podíváme na tento p°ípad.
Ozna£me nev¥rné manºelky A, B, C. Manºel A tedy ví, ºe manºelé
B, C v¥dí o jedné nebo o dvou nev¥rných ºenách (podle toho, jestli je
A nev¥rná). První den z°ejm¥ není ºádná ºena vyhnána. Dále manºel
A uvaºuje takto: Zatím nemám d·vod vyhán¥t svou ºenu. Pokud by
moje ºena byla v¥rná, byly by B a C vyhnány druhý den, nebo´ by
manºelé B a C uvaºovali stejn¥ jako v bod¥ 2. Stejn¥ budou uvaºovat
manºelé B i C, takºe kv·li tomu, ºe ani druhý den není ºádná ºena
vyhnána, budou t°etí den vyhnány A, B i C.

Na základ¥ t¥chto poznatk· zformulujeme a poté dokáºeme následující
lemma.

Lemma:

V²ichni manºelé mají tuto v¥domost: Pro v²echna i ∈ N platí: pokud je ve

m¥st¥ i nev¥rných manºelek, budou v²echny vyhnány i-tý den.

D·kaz:

Indukcí:

1. Pro i = 1, 2, 3 manºelé tuto v¥domost mají, protoºe provedou stejné

úvahy jako v bodech 1,2,3.

2. Nech´ je ve m¥st¥ k > 3 nev¥rných manºelek. P°edpokládejme, ºe

v²ichni manºelé mají následující v¥domost: pro m ∈ {1, . . . , k−1} platí:
pokud je ve m¥st¥ nev¥rných m manºelek, jsou v²echny vyhnány m-tý

den. Manºelé nev¥rných manºelek v¥dí, ºe je k−1 manºelek nev¥rných

+ moºná také ta jejich. Podle induk£ního p°edpokladu tedy víme, ºe

v²ech k manºel· nev¥rných manºelek bude uvaºovat takto: Po£kám si

do (k − 1)-ního dne a pokud je mn¥ moje ºena v¥rná, bude tento den

vyhnáno k − 1 ºen, o kterých vím, ºe jsou nev¥rné. Ale (k − 1)-ní den
nebude vyhnána ºádná ºena, takºe následující den bude vyhnáno v²ech

k nev¥rných ºen.

Protoºe v²ichni manºelé mají v¥domost podle lemmatu, je jasné, ºe prv-
ních n−1 dní se nic nestane a n-tý den po panovníkov¥ proslovu bude z m¥sta
vyhnáno v²ech n nev¥rných manºelek.

Úloha 1.7

Kouma s �oumou se jednoho letního dne ²ílen¥ hádali. Kdyº uº byli ve p°i hodn¥
douho, uv¥domil si Kouma, ºe to tro²ku p°epískl, a za£al se �oumovi omlouvat. Ten v²ak
ve zlosti pravil, ºe mu odpustí, teprve aº dokáºe, ºe pro v²echna p°irozená £ísla n má £íslo(
5 +
√

26
)n

prvních n cifer za desetinnou £árkou stejných. Pomozte kluk·m se usmí°it.

6 BRKOS Team 2007



XIV. ro£ník BRKOS 2007/2008

�e²ení:

Poloºme an = (5 +
√

26)n, dále bn = an + (5−
√

26)n. Pokud umocníme
v £ísle bn oba s£ítance podle binomické v¥ty, dostaneme, ºe bn je celé £íslo.
Dále víme, ºe

√
26 − 5 < 0, 1, tudíº (

√
26 − 5)n < 10−n. Nyní rozli²me dva

p°ípady:

1. n je sudé: Pak bn > an = bn − (5 −
√

26)n > bn − 10−n. Protoºe bn je
celé, leºí an mezi £ísly z + 1 a z, 99 . . . 9︸ ︷︷ ︸

ndevítek

, kde z = bn − 1, tudíº prvních

n cifer £ísla an za desetinnou £árkou je sloºeno ze samých devítek.

2. n je liché: Pak bn < an = bn − (5 −
√

26)n < bn + 10−n. Nyní an leºí
mezi £ísly bn a bn, 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸

(n−1) nul

1, tudíº prvních n cifer za desetinou £árkou

£ísla an je rovných nule.
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