XIV. ro¢nik BRKOS 2007/2008

Vzorové reseni

1. série

Uloha 1.1

V letnich vedrech se dva lenosinsti kamaradi Kouma Noumalek a Nouma Koumé-
lek vypravili koupat na tamni piehradu Faulin. Kouma si v§iml, Ze délka hraze byla
druhou mocninou pocétu labuti hnizdicich v rédkosi na jednom biehu pfehrady. Nouma
dodal, Ze pokud by vymazali posledni dvé cifry ¢isla vyjadifujiciho délku hraze, dostali
by druhou mocninu poétu rybari, ktefi toho dne u piehrady zkouSeli §tésti. Navic délka
hraze nebyla délitelné Cislem deset. Po navratu domi se Kouma podélil o tento zajimavy
poznatek s rodi¢i. Bohuzel si v§ak nemohl vzpomenout, kolik labuti a rybaita u prehrady
bylo. I pfesto dokazal pan Noumélek uréit v8echny mozné délky piehradni hraze. Kouma
nevéficné ziral a dodal, Ze spravna byla ta nejvétsi z téchto moznosti. Dokizete urcit délku
hraze?

Reseni:

Necht A je hledana délka hraze. Pak existuji pfirozena ¢isla [, r, s takova,
7e h = 12 = 100r? + s, kde [ je pocet labuti, r je podet rybafi, 99 > s > 1
al0fs.

Protoze [ — 100r? > 1, je | > 10r (tady vyuZivime toho, Ze 10  h),
dostavame nésledujici nerovnost: 99 > 1? — (10r)? > (10r + 1)? — (10r)? =
20r + 1. Hledané ¢islo h ma byt nejvétsi, proto r = 4. Pak s = [2 — (10r)% =
(I +40)(I — 40). Protoze 99 > s > 1, je I = 41. Odtud dostavame, ze délka
hraze je 41 = 1681.

Uloha 1.2

Kdyz se Matéj jednoho destivého dne zacetl do Velké knihy hloupétinskych pohadek,
objevil tam jednu velice zajimavou. Zly ¢arodéj Zlovous Zlovousy uvéznil princeznu Tup—
kulupku ve zvlastnim zalafi. Mél tvar krychle o délce hrany n a byl rozdélen na n? stejnych
krychlovych mistnosti o délce hrany 1, n pfitom bylo liché pfirozené ¢islo vétsi nez 1. Princ
Lupkotapkal se vydal princeznu osvobodit. Do Zalafe §lo vstoupit pouze jeho vrcholovymi
mistnostmi. V momenté, kdy princ do zalafe vstoupil, nachéazela se princezna v mistnosti
lezici uprostied celého zalare. Kazdé dvé sousedni mistnosti byly spojeny dvojici dveri
(za sousedni mistnost se povaZzovaly ty, které mély spole¢nou sténu). Jednémi dvefmi se
do mistnosti vchazelo a druhymi vychazelo. V8echny dvefe se v pravidelnych intervalech
oteviraly najednou a pouze na chvili, pfi¢emz princ i princezna vzdy moznosti pfemistit
se do sousedni mistnosti vyuzili. Mohla mit tato pohadka happy end, tedy mohli se princ
s princeznou setkat v téZe mistnosti?
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ReSeni:

Protoze n je liché, n > 1, mizeme psat n = 2k + 1, kde k£ € N. Mist-
nosti zalare si miizeme piedstavit jako body v prostoru, kde body odpovida-
jici vrcholovym mistnostem zalafe maji soutfadnice [1,1,1], [1,1,n], [1,n,1],
[n,1,1], [n,n, 1], [n,1,n], [1,n,n], [n,n,n] a bod odpovidajici prostiedni mist-
nosti zalafe tudiz bude mit soufadnice [k+1, k+1, k+1]. Pfesun do sousedni
mistnosti tedy odpovida zvétSeni nebo zmenseni pravé jedné souiadnice o 1
u bodu, ktery odpovida mistnosti, ve které se princ nebo princezna pravé
nachéazi. Tudiz je zfejmé, ze pii presunu do sousedni mistnosti se vzdy zméni
parita sou¢tu vSech t¥f souradnic (tzn. byl-li sou¢et soufadnic pied presunem
sudy, po pfesunu bude lichy a byl-li lichy, po pfesunu bude sudy). Navic pro-
toze n je liché, je soucet souradnic u vSech vrcholovych mistnosti, ve kterych
muze princ zac¢inat, lichy. Nyni budeme muset rozlisit dva pripady:

1. k je liché: Pak soucet soutadnic u prostfedni mistnosti bude sudy. Princ
se tedy s princeznou nemiize setkat, protoze se vzdy budou nachéazet
v mistnostech s rozdilnou paritou souctu soufadnic. Nemohou se potkat
ani béhem pfesunu, nebot v piipadé, kdy si navzidjem vyméni mist-
nosti, podle zadani vyuziji rizné dvefe.

2. k je sudé: Soucet soufadnic u prostfedni mistnosti bude lichy, takze
princ i princezna budou vzdy v mistnostech se stejnou paritou souctu
soufadnic. Zbyva nam jesté dokazat, ze se miuzou potkat v jedné mist-
nosti. Pokud princ ptijde nejkratsi cestou do prostfedni mistnosti, dos-
tane se tam po 3k pfesunech, coz je sudé ¢islo. Jestlize princezna bude
neustale opakovat presun do sousedni mistnosti a pak nazpét do pro-
stfedni, bude se v prostiedni mistnosti nachazet vzdy po sudém poctu
presunu. Takze se oba jisté mohou setkaji po 3k presunech.

Pohadka tedy pron = 4141 (I € N) mohla mit happy end a pron = 41—1
(I € N) nikoliv.

Uloha 1.3

Béhem letnich mésicti jezdi Lenosinsti i Hloupétinsti radi na dovolenou. Lenosinsti
v touze po opalovani na plézi putuji do Hloupétina, zatimco Hloupétingti se radé&ji vydavaji
objevovat krasy piirody do hor v okoli Leno$i-na. Je to jiz dlouho, co mezi obéma mésty
pendluje autobus Bouca, ktery rad sveze kazdého, kdo si dokdze poradit s jednoduchou
tlohu. Pomozte Matéjovi a Libénce vyfesit priklad, ktery jim Bouca zadal, kdyZ se chtéli
vydat do Leno&ina. Méli dokézat, ze pokud p a 2P + p? jsou prvodisla, potom i 5p + 82 je
prvocislo. Dokazete to i vy?

Reseni:
Oznac¢me q = 2P + p?, r = 5p + 82. Déle budeme tuto tilohu fesit v zavis-
losti na hodnotach prvocisla p.
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1. p = 2: Potom ¢ = 8, takze implikace v zadani plati, protoze neni splnén
predpoklad.

2. p=3: Pak ¢ = 17 a r = 97, coz vyhovuje.

3. p > 3: Zbyla prvocisla jsou licha a davaji zbytek 1 nebo -1 po déleni
tfemi. Protoze p je liché, miuzeme ho psat ve tvaru p = 2k + 1, kde
k € N. Potom 22**1 = (3 — 1)2%*1  co7 se podle binomické véty rovna
35+ (—1)?**! = 3s5—1 pro n&jakeé piirozené &islo s. Déle p? = (3t+1)% =
3(3t*+2t)+1 = 3z+1 pro néjaké piirozené z. Pak ¢ = 3s—1+32+1 =
3(s + z), takze ¢ je jisté délitelné tfemi, a tedy neni prvoéislo. Opét
tedy neni splnén predpoklad implikace v zadani.

Tvrzeni tedy plati pro vSechna prvoéisla p.

Uloha 1.4

Také obyvatelé Lenosina museli pfed cestou do Hloupétina vyfesit jeden piiklad. A tak
se Koumovi Noumalkovi a Noumovi Koumélkovi prihodilo, Ze se potykali s touto tlohou:
"Necht ABCDA’B’C’'D’ je krychle. Necht X je libovolny bod asecky AC a Y je libovolny
bod usecky B’ D’. Naleznéte mnozinu viech st¥edi tsecky XY." Dokazali byste se podobn&
jako Kouma s Noumou dostat do Hloupétina?

Reseni:

Hledanou mnozinou je ¢tverec M NOP s vrcholy
lezicimi ve stiedech stén ABB'A’, BCC'B',CDD'C,
ADD'A’. Nyni naSe tvrzeni dokaZeme.

Polozme nejprve bod Y do bodu B’. Pokud se
bod X pohybuje po tsecce AC, stied tsecky XY
lezi na stfedni pficce trojiuhelniku AY'C, ktera je
rovnobézné se stranou AC. Stfedni piickou trojihel-
niku AY'C je tsetka M N (v obrazku). Pokud bod
Y umistime do D’ (resp. X do A, X do C), dostavame dalsi usecky obrysu
¢tverce MNOP. Pokud nyni vezmeme libovolny bod Y tusecky B'D’ a libo-
volny bod X usecky AC, potom stied strany XY lezi na stfedni piicce troj-
uhelniku AXY, a protoze je tato pficka rovnobézna se stranou AC' a druhy
krajni bod této pricky lezi na strané M P, lezi stfed XY ve ¢tverci MNOP.

Dokazme nyni, ze libovolnému bodu S ¢tverce M NOP odpovida alespon
jedna usecka XY takova, ze X lezi na AC, Y lezi na B'D’ a S je stiedem
XY . Pokud S lezi na hranici ¢tverce, hledana tisecka XY jisté existuje. Pokud
bod S lezi uvniti ¢tverce M NOP, vedme bodem S rovnobézku s B'D’. Pak
tato rovnobézka jisté protne stranu M N v bodé T'. Pokud T spojime s bo-
dem B’ dostaneme jisté piimku riznobéznou s AC (viz pfedchozi odstavec).
Prisec¢ik BT a AC ozna¢me X. Opét XS je jisté piimka ruznobézné s B'D’
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(z predchozi konstrukce je jasné, 7e body B’, D', T, S a X lezi v jedné roviné)
a necht Y je pruseéik XS a usecky B'D’. Ziejmé S je stiedem tsecky XY
(vzdyt ST je st¥edni piicka trojuhelniku X B'Y").

Dokézali jsme tedy, ze hledanou mnozinou bodu je ¢tverec M NOP.

Uloha 1.5

To si takhle Maté&j s Libénkou jednoho krasného letntho dne lebedili v houpacich
sitich, zavéSenych mezi kmeny statnych ofesaki, které jim je§té navic poskytovaly stin
pred dotirajicim sluncem, a hrali hru polynomikovani. Matéj vzdycky zadal n&jakou vlast-
nost a Libénka hledala v8echny polynomy, které zadanou vlastnost maji. Tak napiiklad
dal Matg&j Libénce za ukol najit viechny polynomy P(z) € R[z] (tedy polynomy proménné
x s redlnymi koeficienty), pro néz plati, ze P(z?) = (P(:lc))2 —2x. Pomozte je Libénce najit.

Ndpovéda: Polynomem s redlnymi koeficienty je napiiklad P(x) = x? + 5z + 3. Potom
P (:(;2) = (m2)2 +52% 43 = 2* + 522 + 3. Samotnd redlnd cisla jsou také polynomy, kterijm
se Tikd konstantni polynomy.

ReSeni:
Nejdiive najdéme vSechny polynomy tvaru azx + b, kde a,b € R, splhujici
zadani. Musi platit, ze

ar’® + b = a*z® + 2abx + b — 2x.

Z toho dostavame rovnice

ala—1)=0, 2ab—2=0, bb-1)=0.

Pak pokud a = 0 nebo b = 0, neni splnéna druhé rovnice, takze jedinym
FeSenim téchto tii rovnic je a = b = 1. TakzZe jediny polynom stupné nejvyse
1 spliiujici zadani je polynom P(x) = x4+ 1. Déle indukei vzhledem ke stupni
polynomu dokazeme, Ze polynom x + 1 je jediny polynom vyhovujici zadani:

1. Pro polynomy stupné 0 a 1 jsme to udélali vyse.

2. Predpokladejme, 7e ze vSech polynomu s redlnymi koeficienty stupné
nejvyse n (n > 1) vyhovuje rovnici P(2?) = [P(z)]* — 22 pouze poly-
nom z + 1. S vyuzitim tohoto predpokladu dokazme, Ze ze vSech poly-
nomu stupné nejvyse n + 1 vyhovuje dané rovnici pouze polynom
x + 1. Sta¢i ndm uvazovat polynomy stupné n + 1 (tedy polynomy
tvaru a, 12" + Q(z), kde Q() je polynom stupné nejvyse n s ve-
doucim ¢lenem az* (K < n,ay, # 0) a a,41 # 0), protoze na polynomy
nizsiho stupné miazeme rovnou pouzit predpoklad. Zde nemame zahr-
nutou moznost Q(r) = 0. V tomto pfipadé mame zkoumat polynom
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a1 - ten zfejmé nespliiuje rovnici ze zad4ani. Dosazenim poly-
nomu a,+12" " + Q(z) do rovnice dostavame
+

an127"? + Q(2%) = a2 127" + 24, 112" T Q(2) + [Q(2)])? — 2.

Porovnanim koeficienti u 2"*1** dostaneme 0 = 2a,,;1ay, coZ je spor,
nebot a,1 # 0 a ax # 0. TudiZ mezi polynomy stupné nejvyse n + 1
vyhovuje dané rovnici pouze polynom z + 1.

Indukce je hotova, takze Libénka Matéjovi odpovi, Ze dané rovnici vy-
hovuje jediny polynom x + 1.

Uloha 1.6

Za davnych casi, kdyz jesté v LenoSiné panovala doba uvolnénych mravi, rozhodl
se s tim tehdejsi panovnik néco udélat a promluvil ke svému lidu: "Veleviazeni muzové,
v naSem mésté se déje néco strasného, nékteré zeny jsou svym manzelim nevérné. To
nemuzeme tolerovat. Kazdy muz musi zapojit své mozkové zavity, aby zjistil, zda mezi
nevérnymi neni i jeho manzelka. Kdo zjisti, Ze jeho chot nevérna je, co nejdfive ji vyZene.
Abychom v8ak odradili od nevéry ty Zeny, které zatim sekaji dobrotu, bude vyhanéni téch
nevérnych probihat vzdy najednou a pred celym méstem. Za timto ti¢elem bude od zitika
kazdy vecer v 5 hodin na kratkou chvili oteviena vychodni bréana mésta."Kazdy muz védél
o kazdé Zené krom své vlastni, zda je vérnd, ¢i ne, a také védeél, ze i vSichni ostatni muzi jsou
podobné "informovani". Ve mésté bylo n nevérnych manzelek, nebyla mozna polygamie
a nikdo by si nedovolil porusit nafizeni panovnika. Kolikaty den po tomto proslovu byly
vSechny nevérné manzelky z mésta vyhnany?

ResSeni:
Podivejme se, co se bude dit ve mésté v zavislosti na poc¢tu nevérnych
manzelek.

1. n = 1: Je-li ve mésté jedna nevérna manzelka, jeji manzel vi, Ze vSechny
ostatni jsou vérné. Jediny, kdo miize byt nevérny, je jeho Zena, proto
ji hned prvni den vyzene. (Vyuzili jsme toho, ze kazdy manzel vi, ze
alespon jedna manzelka je nevérna.)

2. n = 2: Ozna¢me nevérné manzelky A, B. Manzel A vi, Ze je B nevérna
svému manzelovi. O své manzelce vSak nevi, zda mu je vérna, ¢i ne.
Prvni den se proto nic nestane. Pokud by mu ale jeho manzelka byla
vérna, dovtipil by se manzel Zeny B, Ze je nevérna jen ta jeho (viz
n = 1), proto by ji hned prvni den vyhnal. To se v8ak nestalo, proto si
oba manzelé uvédomi, ze kromé té Zeny, o jejiz nevéie védi, musi byt
nevérna jesté dalsi zena, coz mize byt jen ta jejich. Proto je hned druhy
den vyzenou. (Vyuzili jsme toho, 7e vSichni manzelé o sobé navzéajem
védi, ze jsou informovani o tom, Ze ve mésté alespon jedna nevérna
zena je.)
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3. n = 3: Pro lepsi srozumitelnost se jesté podivame na tento piipad.
Oznacme nevérné manzelky A, B, C. Manzel A tedy vi, Zze manzelé
B, C vé&di o jedné nebo o dvou nevérnych Zenach (podle toho, jestli je
A nevérné). Prvni den zfejmé neni Zadna Zena vyhnana. Dale manzel
A uvazuje takto: Zatim nemam duvod vyhénét svou zenu. Pokud by
moje Zena byla vérna, byly by B a C' vyhnany druhy den, nebot by
manzelé B a C' uvazovali stejné jako v bodé 2. Stejné budou uvazovat
manzelé B i C, takze kvuli tomu, Ze ani druhy den neni zadna Zena
vyhnana, budou tfeti den vyhnany A, B i C.

Na zékladé téchto poznatki zformulujeme a poté dokdzeme nésledujici
lemma.

Lemma:
Vsichni manzelé magi tuto védomost: Pro vSechna v € N plati: pokud je ve
meste i nevérngch manzelek, budou vSechny vyhndny i-ty den.

Dikaz:
Indukci:

1. Pro i = 1,2,3 manZelé tuto védomost mayji, protoZe provedou stejné
tvahy jako v bodech 1,2,5.

2. Necht je ve meéste k > 3 nevernygch manZelek. Predpoklidejme, Ze
vSichni manzelé maji ndsledujici védomost: prom € {1, ..., k—1} plati:
pokud je ve mésté neveérngch m manZelek, jsou vSechny vyhndny m-ty
den. ManZelé nevérngjch manZelek vedi, Ze je k — 1 manZelek nevérnijch
+ moznd také ta jejich. Podle indukcéniho predpokladu tedy vime, Ze
vsech k manzeli nevérngch manzelek bude uvaZovat takto: Pockdm si
do (k — 1)-niho dne a pokud je mné moje Zena vérnd, bude tento den
vyhndno k — 1 Zen, o kteryjch vim, Ze jsou nevérné. Ale (k — 1)-ni den
nebude vyhndna Zdadnd Zena, takZe ndsledujici den bude vyhndno vsech
k nevérnych Zen.

Protoze v8ichni manzelé maji védomost podle lemmatu, je jasné, Ze prv-
nich n—1 dni se nic nestane a n-ty den po panovnikové proslovu bude z mésta
vyhnano vsech n nevérnych manzelek.

Uloha 1.7

Kouma s Noumou se jednoho letniho dne silens hadali. Kdy# uz byli ve p¥i hodné
douho, uvédomil si Kouma, Ze to trosku piepiskl, a zacal se Noumovi omlouvat. Ten viak
ve zlosti pravil, Ze mu odpusti, teprve az dokéze, ze pro vSechna prirozena ¢isla n méa ¢islo
(5 + \/%) " prvnich n cifer za desetinnou ¢arkou stejnych. Pomozte klukim se usmifit.
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ReSeni:

Polozme a,, = (5 + v/26)", dale b, = a, + (5 — v/26)". Pokud umocnime
v Cisle b, oba séitance podle binomické véty, dostaneme, Ze b, je celé ¢islo.
Dale vime, 7e v/26 — 5 < 0,1, tudiz (v/26 — 5)" < 10~". Nyni rozlisme dva
pripady:

1. n je sudé: Pak b, > a, = b, — (5 — v/26)" > b, — 10~". Protoze b, je

celé, lezi a,, mezi Cisly z+ 1 a 2,99...9, kde z = b,, — 1, tudiz prvnich
=

ndevitek
n cifer ¢isla a, za desetinnou ¢arkou je slozeno ze samych devitek.

2. n je liché: Pak b, < a, = b, — (5 — v/26)" < b, + 107". Nyni a,, lezi
mezi ¢isly b, a b,,00...01, tudiz prvnich n cifer za desetinou ¢arkou

(n—1) nul
¢isla a,, je rovnych nule.
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