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Pomocny text k 2. sérii

A% GEOMETRICKA ZOBRAZENT LX

autor: Anic¢ka Hronovd + Rada Fojtovd

V tomto pomocném textu se podivame na geometricka zobrazeni. Je napsany tak, aby ti
pomohl, i kdyzZ ses s nimi je$té nikdy systematicky nesetkal/a. Nejdfiv si stru¢né vysvét-
lime zékladni typy zobrazeni a jejich triky, a pak si vSechno miiZe$ procvicit na piikla-
dech!

Jak s textem pracovat: Nez se podivas na napovédu, vzdycky si zkus tlohu nejdfiv sam
nakreslit a promyslet. V geometrii je dobry obrazek vic nez polovina Gspéchu — at uz
ulohu fesis, nebo sepisujes jeji finalni feseni.

Zobrazeni v roviné

Zobrazeni f v roviné je predpis, ktery kazdému bodu X roviny pfifazuje pravé jeden bod
X’ této roviny. Bod X se nazyva vzor, bod X’ obraz bodu X. Zapisujeme f(X) = X’ nebo
f: X->X.

Diulezité je slovo ,pravé jeden”. Pro kazdy bod musi byt jasné dané, kam se zobrazi.
Nékolik prikladii a protiprikladi:

» ,Kazdému bodu pfifadime bod, ktery je o 3 cm vpravo od néj.“ Je to zobrazeni
(posunuti).

* ,Pevné zvolime bod O a kazdému bodu X prifadime stfed tsecky XO.“ Je to zob-
razeni (zmenseni na polovinu, tzv. stejnolehlost).

» ,Kazdému bodu priradime néjaky bod vzdaleny 1 cm.“ Neni to zobrazeni, protoze
neni feceno, ktery z nekone¢né mnoha bodi to ma byt.

» ,Kazdému bodu pritadime jeho vzdalenost od bodu O.“ Neni to zobrazeni v roving,
protoze vysledkem je ¢islo, a ne bod.

Dilezité pojmy a vlastnosti

Jakmile zname zakladni definici, mtZeme zkoumat specialni vlastnosti zobrazeni:
* Samodruzny bod: Bod, ktery se zobrazi sdim na sebe, tedy plati f(X) = X.
* Identita: Zobrazeni, ve kterém je kazdy bod samodruzny.

 Inverze: VSechna zobrazeni v tomto textu jdou ,vratit zpét“ — ke kazdému zob-
razeni existuje inverzni zobrazeni f~!, které obraz zobrazi zpatky na vzor. Proto
muzeme piifeSeni tloh bez obav zobrazovat obéma sméry.

 Skladani zobrazeni: Zobrazeni mtuzeme fetézit za sebou. Zapis (go f)(X) znamena,
ze bod X nejdfiv zobrazime zobrazenim f a vysledny bod pak zobrazenim g.
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Shodna zobrazeni (shodnost)

Zobrazeni f v roviné je shodné, jestlize pro kazdé dva body X, Y roviny a jejich obrazy
X', Y’ plati:
XY’ =1XY]|

Co to znamenad v praxi: Shodné zobrazeni zachovava vzdalenosti. Utvar se pfi ném ,jen
presune” nebo oto¢i — zadna tsecka se neprodlouzi ani nezkrati. Pokud je shodné zob-
razeni pfimeé, znamena to, ze zachovava orientaci atvaru.

Podobna zobrazeni (podobnost)

Zobrazeni f v roviné je podobné, jestlize existuje ¢islo k > 0 takové, ze pro kazdé dva
body X, Y roviny a jejich obrazy X’, Y’ plati:

IX'Y| = k-|XY]

Cislo k se nazyva koeficient podobnosti. Pfi podobném zobrazeni se véechny vzdalenosti
zméni stejnékrat. Utvar se zvétsi nebo zmensi, ale jeho tvar ziistane zachovan. Kazdé
shodné zobrazeni je specialnim pfipadem podobnosti, kde je koeficient k = 1.

Shodna zobrazeni

Osova soumérnost

Osova soumérnost je zobrazeni dané primkou o, které se fika osa soumérnosti. Obrazem
bodu A v osové soumérnosti podle osy o je bod A’, ktery spliuje: (1.) AA” 1 o0; a zaroven
(2.) stred usecky AA’ lezi na ose 0. Osovou soumérnost si predstavujeme jako preklopeni
podle osy, nebo jako zrcadleni. Obraz bodu najdes takto: z bodu spustis kolmici na osu a
na druhou stranu osy ji prodlouzis o stejnou vzdalenost.

Oznaceni: O,(X) = X'.

Obrazek 1: Osova soumérnost
Vlastnosti osové soumérnosti

* Osova soumérnost je shodné zobrazeni.
* Samodruzné body jsou pravé body osy.

* Provedeme-li osovou soumérnost dvakrat za sebou podle stejné osy, vratime se
zpatky, tj. O, o O, je identita.
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* Pifimka kolma k ose se zobrazi sama na sebe (jen se otoci).

Pozndmka: Osova soumérnost méni orientaci ttvaru. Obihame-li trojuhelnik ABC proti
sméru hodinovych rucicek, trojuhelnik A’B’C” budeme obihat po sméru hodinovych ru-
¢icek. Proto jsou pfima shodné zobrazeni sloZenim sudého poctu osovych soumérnosti.

Posunuti

Posunuti (neboli translace) je zobrazeni dané vektorem ¥'. Obrazem bodu A v posunuti

— . , v T > “ v
o vektor v je bod A’ takovy, ze AA’ = v'. Utvar prosté vezmeme a posuneme o urcitou
vzdalenost, vSechny body stejnym smérem po rovnobézkach.

Oznaceni: t(X) = X'

Obrazek 2: Posunuti

. . wd , , s vz , v s
Pozndmka: Je-1i vektor v" nenulovy, pak toto zobrazeni nema zadny samodruzny bod.

Otoceni

Otoceni (rotace) je zobrazeni dané stfedem rotace S a orientovanym thlem w. Obrazem
bodu A v rotaci se sttedem S o thel w je bod A’, kde velikost orientovaného thlu ASA’ je
rovna velikosti thlu w a [AS| =]A’S|. Stfed rotace je samodruzny.

Oznaceni: R, s(X) = X".

Obrazek 3: Otoceni

Dulezita vlastnost otoceni: pfimka a jeji obraz sviraji thel w. Otac¢ime-li napriklad o
90°, bude kazda tsecka kolma na svij obraz. Otoceni se hodi vsude, kde vidis ,stejné
dlouhé asecky vychazejici z jednoho bodu s pevnym tthlem mezi nimi“.
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Stfedova soumérnost

Stfedova soumérnost se sttedem v bodé S je zobrazeni v roving, ve kterém se kazdy bod
X zobrazina bod X’ tak, ze bod S je sttedem usecky XX’. Tedy plati |XS|=|SX’| = %IXX’l.
Bod S se nazyva stied soumérnosti.

Oznaceni: Sg(X) = X'.

Obrazek 4: Stredova soumérnost

Otazka: Stredova soumeérnost je specialni pfipad jednoho z jiz zminénych shodnych zob-
razeni. Které to je?

Odopvéd: Body X, S, X’ lezi na pfimce a S lezi mezi X a X’ tak, ze thel XSX’ je 180° a
|SX| =|SX’|. Sttedova soumérnost je tedy otoceni o 180° kolem bodu S.

Z toho vyplyvaji tyto uzitecné vlastnosti:

* Obrazem primky je rovnobézna primka (otoceni o 180° znamena, Ze pfimka a jeji
obraz sviraji tthel 180°, tj. jsou rovnobézné). Pfimka prochazejici sttedem se zobrazi
sama na sebe.

« Utvary, které jsou sttedové soumérné (zobrazi se samy na sebe), jsou naptiklad rov-
nobéznik (stfed soumérnosti je prusecik thlopficek) nebo kruznice (stfed je jeji
stred).

Klouzava soumérnost

Klouzava soumérnost je slozeni osové soumeérnosti podle osy o a posunuti o vektor rov-
nobézny s o (nezalezi, v jakém poradi). Nemd zadny samodruzny bod. Klouzavou sou-
meérnost si muzes predstavit jako stopy v pisku: kazda dalsi stopa vznikne preklopenim
a posunutim vpied.

Obrazek 5: Klouzava soumérnost
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Skladani osovych soumérnosti

Osova soumérnost je zakladni stavebni kdmen shodnych zobrazeni. Ostatni shodna zob-
razeni lze z osovych soumérnosti poskladat.

Véta 1: Necht o0y, 0, jsou dvé primky.

1. Jsou-li 0y || 0, ve vzdélenosti d, pak O,, o O,, je posunuti o vektor délky 2d kolmy
na obé osy, ve sméru od 0; k 0,.

2. Protinaji-li se 01, 0, v bodé¢ S a svira-li 0, s 0; orientovany uhel ¢, pak O,, 0 O, je
otoceni kolem S o tthel 2¢.

Dikaz:

1. Zvolme soufadnice tak, aby o; byla osa y (tj. pfimka x = 0) a 0, byla pfimka x = 4.
Osova soumérnost podle o; zobrazi bod (x,y) na bod (—x,y). Osova soumérnost
podle pfimky x = d zobrazi bod (u,v) na (2d — u,v). Po sloZeni: (x,p) — (-x,v) —
(2d — (—x),y) = (x+ 2d,y). Je to posunuti o vektor (24, 0).

2. Zvolme soufadnice tak, aby S byl pocatek a o; byla kladna poloosa x. Kazdy bod
X # S popiseme dvojici (r,a): r je jeho vzdalenost od S a a je thel, ktery svira
polopfimka SX s polopfimkou 0;. Osova soumeérnost podle pfimky prochazejici
bodem S, ktera svira s oy thel 8, zobrazi (r,a) na (r,20—a). Nejdfiv zobrazime podle
01 (0 =0): (r,a) — (r,—a). Pak podle 0, (6 = @): (r,—a) — (r,2¢ + a). Vzdalenost od
S se nezménila, thel vzrostl o 2¢, to je otoceni o 2¢ kolem S.

Z véty hned plyne nékolik dtusledk:

» Stfedova soumérnost je sloZzeni dvou osovych soumérnosti s kolmymi osami, které
se protinaji ve stfedu (¢ = 90°, takze otoceni o 180°).

* Kazdé posunuti a kazdé otoceni miizeme ,rozlozit“ na dvé osové soumeérnosti. Na-
priklad otoceni kolem S o thel w je slozenim dvou osovych soumérnosti s osami
prochazejicimi S, které sviraji thel w/2. Tohle je velmi silny trik: osy si mtzes vy-
brat podle toho, kde se ti to hodi.

» Kazdé shodné zobrazeni v roviné 1ze vyjadrit jako sloZeni nejvyse tfi osovych sou-
mérnosti. Dtikaz tohoto tvrzeni vynechame. Je ale uZite¢né si rozmyslet, Ze vSechna
vyse zminéna zobrazeni jdou skute¢né z osovych soumérnosti slozit.

Podobna zobrazeni

Stejnolehlost

Stejnolehlost (homotetie) je zobrazeni dané stfedem stejnolehlosti S a nenulovym koefi-
cientem k € R. Obrazem bodu A ve stejnolehlosti se sttedem S a koeficientem k je bod A’

e —
takovy, ze SA” =k- SA. Jinymi slovy:

1. Pokud k > 0, pak A’ lezi na polopfimce SA a plati [SA’| =k -|SA]|.
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2. Pokud k < 0, pak A’ lezi na polopfimce opa¢né k polopiimce SA a plati [SA’| =

—k-|SAl.

Stejnolehlost je zvétSeni nebo zmenseni kolem pevného bodu. Pokud je k zaporné, obra-
zek se navic ,pfeklopi na druhou stranu® stfedu.

Obrazek 6: Stejnolehlost pro k =2

Vlastnosti stejnolehlosti

* Stfed stejnolehlosti S je v tomto zobrazeni samodruzny bod.
* Pro k =1 je to identita, pro k = —1 stfedova soumeérnost se stfedem S.
+ Délky se zméni |k|-krat: |[X'Y’| = |k|-|XY|. Obsahy se zméni k?-krat.

e Uhly se zachovaji. Obrazem pfimky je rovnobézna piimka (pfimka prochazejici
stfedem se zobrazi sama na sebe).

* Obrazem kruznice k(O, r) je kruznice se stftedem v obrazu O’ bodu O a polomérem
k|- 7.

Posledni bod znamena, ze kazdé dvé kruznice mohou byt stejnolehlé. Konkrétné:

* Dvé nesoustiedné kruznice o riznych polomérech r; # r, jsou stejnolehlé ve dvou
stejnolehlostech: s kladnym koeficientem r,/r; (,,vnéjsi“ stfed) a se zapornym koefi-
cientem —r,/ry (,vnitini“ stfed). Oba stredy leZi na pfimce spojujici stiedy kruznic.

* Dvé nesoustfedné kruznice o stejnych polomérech jsou stejnolehlé v jedné stejno-
lehlosti, a to je stfedova soumérnost se stfedem ve stfedu spojnice stfed kruznic.

 Soustfedné kruznice jsou stejnolehlé se sttedem stejnolehlosti shodnym se stfedem
kruznic.

Spiralni podobnost

Spiralni podobnost v sobé elegantné spojuje dvé zadkladni zobrazeni: otoceni a stejno-
lehlost se stejnym stfedem. Je plné urcena stiredem spiralni podobnosti O, orientovanym
thlem otoceni w a koeficientem stejnolehlosti k > 0. Stejné jako u klouzavé soumérnosti,
ani tady nezalezi, zda objekt nejdfive otocime a pak zvétsime/zmensime, nebo naopak.
Kazdé dva pfimo podobné (tedy stejné orientované) ttvary na sebe mtzeme zobra-
zit bud posunutim, nebo spiradlni podobnosti. Pokud mas v roviné ¢tyfi body A,B,C, D,
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které netvori rovnobéznik ABDC (zéaleZi na poradi!), vZdy existuje pravé jedna spiralni
podobnost, ktera prevede A — C a B— D.
Oznaceni: S, k(X) = X'.

Obrazek 7: Spiralni podobnost

Vlastnosti spiralni podobnosti

* Uhel mezi libovolnou pfimkou a jejim obrazem je roven thlu otoceni w.
* Pomér délky obrazu tsecky a ptvodni tsecky odpovida koeficientu k.
* Pro k =1 se zobrazeni redukuje na ¢isté otoceni.

* Pro w = 0 jde o stejnolehlost s kladnym koeficientem.

Jak najit stfed spiralni podobnosti?

Pro sestrojeni stredu H, ktery prevadi
usecku AB na usecku CD, vyuzivame
opsané kruznice. Tento stfed se v geo-
metrii nazyva Miqueldv bod a podle za-
dani ho mazeme ziskat dvéma zptisoby:

1. Pomoci prusediku ahlopii¢ek: Necht
Rje prisecik uhlopricek AC a BD. Stred
H je pak druhym prasec¢ikem kruznic
opsanych trojuhelnikim ABR a CDR. N /
Koeficient stejnolehlosti spocitas jako
k = |CD|/|AB| a pro uhel otoceni plati
w =<AHC =<BHD. Obrazek 8: Stied spiralni podobnosti

2. Pomoci prisec¢iku prodlouzenych stran: Necht R’ je prusecik pfimek AB a CD. Stfed
H v tomto pripadé lezi na priseciku kruznic opsanych trojahelnikim ACR’ a BDR'. 1
zde si muzes vSimnout, Ze se thel zobrazeni zachovava a plati <AHB = <CHD.
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Obrazek g: Stfed spiralni podobnosti zkonstruovany pomoci priseciku pfimek ABa CD.

Véta 2: Pokud existuje spiralni podobnost se sttedem H, ktera zobrazuje A - Ba C —
D, pak zarucené existuje i sdruzena spiralni podobnost se stejnym stfedem H, ktera zob-
razuje A—>CaB—D.

Dikaz: Z prvniho zobrazeni vime, Ze trojuhelniky HAB a HCD jsou podobné a stejné
orientované. Plati tedy |HB|/|HA| = |[HD|/|HC| a <AHB = <CHD. Kdyz od obou uhla
odecteme (nebo k nim pri¢teme) spolecny thel BHC, ziskame rovnost <AHC = <BHD.
Zaroven si ptuvodni pomér stran mizeme prepsat jako |HC|/|HA| = |HD|/|HB|. Z toho
vyplyva, ze trojuhelniky HAC a HBD se shoduji v poméru dvou stran a thlu mezi nimi,
takze jsou také podobné. Spiralni podobnost, ktera bod A zobrazi na C, tedy nutné zob-
razi bod Bna D.

Prakticka rada na zavér: Kdykoli v uloze objevi§ dva podobné trojuhelniky, které sdileji
jeden vrchol (jeden je jen pootocenou a zvétsenou kopii druhého), jde o spiralni podob-
nost, ktera ti tplné zadarmo da druhou dvojici podobnych trojahelnikt.

Obecna ponaucdeni

Vsechna zobrazeni, ktera jsme zatim potkali, maji par spole¢nych vlastnosti. Nejvic se ti
bude hodit pravidlo Sedi-li ptak na draté, sedi i stin ptika na stinu dratu. To znamena, Ze
pokud bod A lezi na pfimce p, pak i jeho obraz A’ lezi na obrazu pfimky p’. Prisecik se
zobrazi na prisecik, tena na te¢nu a stfed kruznice na stfed kruznice.

A jak vlastné vypadé obraz pfimky p? Tady je tabulka pro rychlou orientaci:

Zobrazeni Obraz p’ primky p

posunuti rovnobézna primka

stfedova soumérnost | rovnobézna pfimka (pfimka prochazejici S se zobrazi na sebe)
stejnolehlost rovnobézna primka (pfimka prochazejici S se zobrazi na sebe)
otoceni o w pfimka, ktera s p svira thel w (nebo 180° — w)

osova soumérnost p a p’ se protinaji na ose o (nebo splyvaji / jsou rovnobézné)
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Jak zobrazeni pouzit pfi feSeni uloh

NejtéZzsi neni pochopit, co zobrazeni délaji, ale pfijit na to, kdy a které pouzit. Tady je par
voditek:

Co v uloze vidis Co zkusit
nejkratsi cesta s odrazem, soucet délek dvou tse- | osova soumeérnost (podle osy thlu
¢ek, osa thlu, rovnoramenny trojuhelnik nebo primky, na které se odrazi)

rovnobéznik, stied usecky, dvé stejné dlouhé | stfedova soumérnost
usecky v opacnych polohach
¢tverec, rovnostranny trojuhelnik, stejné dlouhé | otoceni (o 90°, 60°, ...)
usecky z jednoho bodu s pevnym thlem
rovnobézky, lichobéznik, potfebujes prenést | posunuti
usecku nebo thel jinam
tézisté, stredy stran, dvé kruznice se spolecnou | stejnolehlost
tecnou, rovnobézky s poméry stran
dva podobné trojuhelniky se spolecnym vrcho- | spiralni podobnost
lem, prisecik dvou pfimek a kruznice opsané

Postup, ktery funguje skoro vZdycky:
1. Nakresli si pofadny obrazek a vyznac si do néj vSechno, co vis.
2. Zeptej se sama sebe: Co mi chybi? Které dvé véci by mély byt blizko sebe, ale nejsou?

3. Vyber zobrazeni podle tabulky a zobraz jen vhodny bod nebo tsecku, ne nutné cely
obrazek.

4. Hledej, co nového se objevilo (shodné trojuhelniky, rovnobézky, tsecky v pfimce).
5. Pokud nic nevidis, zkus zobrazit jiny bod nebo pouZzit jiné zobrazeni.

Pfi sepisovani feSeni pak pamatuj na tfi véci. VZdycky pfesné definuj zobrazeni (stied,
osa, uhel, koeficient) a rovnou napis, kam se klicové body zobrazi. Samotny nakres ne-
staci, vzdy zdavodni, pro¢ se bod zobrazil zrovna tam. A nakonec si dej pozor na rtizné
konfigurace, obrazek pro ostrouhly trojuhelnik mtze u tupothlého dopadnout aplné ji-
nak.

Ulohy k procvideni

V geometrii plati jedno zasadni pravidlo: bez poradného obrazku to prosté nejde. Proto
v této sekci imyslné nenajdes sahodlouha vzorova reseni krok za krokem. Vsechny pfi-
klady jsme spojili do jedné velké vyzvy, kde dopfedu nevis, jaké zobrazeni té zachrani.

Tvym tkolem je nakreslit si ke kazdé tloze nacrtek a pokusit se na fesSeni pfijit sa-
mostatné. Pokud se prece jen zaseknes, hned pod zadanim najde$ napovédu, ktera té
postouchne spravnym smérem.

Rozcvicka

* Jaké zobrazeni je slozenim dvou posunuti? A jaké slozenim dvou stredovych sou-
meérnosti se sttedy S; a S,?
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* Jaké zobrazeni je slozenim dvou stejnolehlosti se stejnym stfedem a koeficienty k a
I?

* Dokazte z definice stejnolehlosti, Ze obrazem pfimky je pfimka s ni rovnobézna.

* Dokazte, Ze osova soumérnost je shodné zobrazeni (tj. zachovava vzdalenosti).

Piiklady

Piiklad 1: Kde se v osové soumérnosti protina vzor pfimky a obraz? Dokazte.

Napovéda: Rozeber si tfi pfipady: pfimka je s osou rovnobézna, kolma, nebo ji protina.
U raznobézek nezapomen, Ze jejich prasecik musi lezet na ose, jde tedy o samodruzny
bod.

Piiklad 2: Pan Kyticka jde zalit svlij zahonek. Vychazi ze svého domu, po cesté nabere
vodu z feky (predstavujme si ji jako prfimku) a poté ji donese ke svému zahonku. Zaho-
nek i domek pana Kyticky se nachazeji na stejném brehu feky (stejna polorovina urcena
primkou feky), ale jsou v rtizné vzdalenosti od ni. Urcete, v jakém misté feky ma pan
Kyti¢ka nabrat vodu, aby usel co nejkratsi vzdalenost.

Napovéda: Zobraz sizahonek v osové soumérnosti podle feky. Kudy vede nejkratsi cesta
mezi dvéma body? PomiiZe ti trojahelnikova nerovnost.

Piiklad 3 (MO68-B-S-3): Je dana kruznice k a jeji primér AB. Uvnitf tsecky AB zvolime
libovolny bod C a pak na kruznici k vybereme bod D tak, aby platilo [BC| = |BD|. Osa thlu
ABD protne kruznici k v bodé E (rtizném od bodu B). Dokazte, ze trojuhelniky AEC a
CBD jsou podobné.

Napovéda: Vyuzij osovou soumérnost podle osy thlu ABD. Zjisti, kam se zobrazi bod
C, a pak pomoci obvodovych uhla a Thaletovy véty ukaz, ze trojuhelniky AEC a CBD
maji stejné uhly.

Priklad 4: Necht ABCD je rovnobéznik a na jeho stranach AB,BC,CD, DA lezi po fadé
body K,L,M a N, které tvoii dalsi rovnobéznik KLMN. Dokazte, Ze oba rovnobézniky

maji spole¢ny stred.

Napovéda: Uvazuj sttedovou soumérnost podle priseciku thlopficek vnitiniho rovno-
bézniku. Kam se v ni zobrazi pfimky nesouci strany vnéjsiho rovnobézniku?

Priklad 5: V trojuhelniku ABC jsou uvnitf strany BC dva (ne nutné riizné) body D a E
tak, ze |BD| = |CE|. Pro kterou polohu bodu D a E je |AD| + |AE| minimalni?

Napovéda: Zobraz bod A ve stiedové soumérnosti podle stfedu strany BC. Pro zjisténi
minimalniho souctu délek pak staci pouzit trojuhelnikovou nerovnost pro lomenou caru.

Piiklad 6: Dvé kruznice ki a k, o stejném poloméru r maji vnéjsi dotyk v bodé K.
Zvolme body A € k; a B € k, tak, aby uhel AKB byl pravy. Dokazte, ze |AB| = 2r.
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Napovéda: Zobraz prvni kruznici na druhou pomoci stfedové soumérnosti podle bodu
dotyku K. Thaletova véta ti pak ukaze, ze obraz tétivy AK je vlastné prumeér druhé kruz-
nice.

Pfiklad 7: Na strané CD ctverce ABCD je dan bod E. Osa thlu BAE protne stranu BC v
bodé F. Dokazte, ze |AE| = |BF|+|DE|.

Napovéda: Otoc trojuhelnik ABF kolem vrcholu A 0 90° tak, aby bod B splynul s bodem
D. Vznikne ti novy rovnoramenny trojahelnik.

Piiklad 8: Vné daného trojuhelniku ABC jsou sestrojeny ctverce ACDE a CBFG. Do-
kazte, ze |AG| = |BD|.

Napovéda: Uvazuj otoceni celého trojuhelniku s tasec¢kou DB kolem bodu C o 90°. Uvé-
dom si, kam pfi tomto zobrazeni pfejde bod D a kam bod B.

Piiklad 9: Dokazte, ze stredni pricky rozdéli trojuhelnik ABC na ¢tyfti trojuhelniky, z
nichz stfedni trojuhelnik A;B;C; je podobny ABC s koeficientem % Zde Aq,By,C; jsou
stfedy stran BC,CA, AB.

v Vv

koeficient, kdyz vi$, v jakém poméru déli tézisté téznice.

Piiklad 10: Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC. Sestrojte ¢tverec PQRS, jehoz vrcholy
P, Q lezi na strané BC, vrchol R na strané AC a vrchol S na strané AB.

Napovéda: Nakresli si pomocny Ctverec tak, aby celou stranou lezel na strané BC a mél
jeden vrchol na AB. K tomu, abys ho spravné zvétsila az k AC, pouzij stejnolehlost se
stfedem v bodé B.

Piiklad 11: KruZnice k1(Oq,11) a k(O;, ;) se protinaji v bodech P a Q. Bodem P vedeme
primku, ktera protne kruznici k; podruhé v bodé A a kruznici k, podruhé v bodé B. Jak
mame pfimku zvolit, aby délka |AB| byla nejvétsi?

Napovéda: Uvazuj spiralni podobnost se stfedem Q, ktera prevede stfed jedné kruznice
na stfed druhé. Z podobnosti trojuhelnik zjistis, Ze pomér délek tétiv je konstantni. Kdy
je usecka nejdelsi?

Priklad 12 (Prase): Méjme rovnoramenny trojahelnik ABC se zdkladnou AB. Bod D lezi
na jeho kruznici vepsané k se stfedem I a v poloroviné CIB tak, ze |[<CID| = |[<ACB|.
Tecna kruznice k vedena bodem D protina stranu BC v bodé E. Dokazte, ze body A, I a

E lezi na jedné primce.

Napovéda: Nemohly by vsechny tfi body lezet na ose soumérnosti? Bude potfeba si
dokreslit obraz néjakého diilezitého objektu.

Piiklad 13 (MOA-60-1I): Je dan trojuhelnik ABC s obsahem S. Uvnitf trojuhelniku, je-
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hoz vrcholy jsou ve stfedech stran trojuhelniku ABC, je libovolné zvolen bod U. Ozna¢me
A’,B’,C’ po fadé obrazy bodt A, B, C v soumérnosti se sttedem U. Dokazte, Ze Sestitthel-
nik AC’BA’CB’ ma obsah 2S.

Napovéda: Nebudou ty stfedy stran dilezité? Zkus si je do obrazku poctivé vyznacit.

Piiklad 14 (Prase): Je dan ¢tyfuhelnik ABCD s riznobéznymi protéjsimi stranami. Pri-
seCik pfimek AB a CD ozna¢me Q a prusecik pfimek AD a BC ozna¢me R. Ukazte, Ze
kruznice opsané trojuhelnikiim BCQ, ADQ, ABR, CDR prochazeji jednim bodem.

Napovéda: Najdispiralni podobnost, ktera zobrazuje A — D a B — C. Kde lezi jeji stfed?
Pouzij pravidlo o Miquelové bodu.

Piiklad 15: Je dan trojuhelnik ABC a bod P lezici na oblouku kruznice opsané troja-
helniku ABC mezi vrcholy B a C, na kterém nelezi vrchol A. Paty kolmic z bodu P k
pfimkam BC a AC oznacme postupné X a Y. Je-li M stifed usecky AB a N stred usecky
XY, pak plati, Ze thel MNP je pravy. DokaZte.

Napovéda: Stfedem spiralni podobnosti bude bod P. Zkus najit dva podobné trojuhel-
niky se spole¢nym vrcholem P (pomftize ¢tyfuhelnik PXCY) a podivej se, kam se zobrazi
bod M.

Piiklad 16: Konvexni Sestithelnik ABCDEF ma vsechny strany shodné a protéjsi dvo-
jice stran rovnobézné. Ozna¢me X a Y pruseciky vysek trojuhelnikt ACE a BDF. Ukazte,

ze v piipadé X = Y stied usecky XY puli tsecku AD.

Napovéda: Co vsechno plyne z toho, Ze protéjsi strany jsou shodné a rovnobézné? Nema
nahodou cely Sestitthelnik néjakou péknou soumérnost?

Piiklad 17: Jsou dany dvé raznobézky a, c prochazejici bodem P a bod B, ktery na nich
nelezi. Sestrojte pravouhelnik ABCD s vrcholy A, C a D po fadé na pfimkach a, c a PB.

Napovéda: Vyuzij otoceni o 90° kolem bodu P, které ti pomtze zobrazit pfimku a na
néjakou novou pomocnou primku.

Piiklad 18: Jsou dany dvé nesoustfedné kruznice kq, k, a pfimka p. Sestrojte s ni rov-
nobéznou primku g, ktera na kruznicich ky, k, vytne tétivy téze délky.

Napovéda: Jak bychom mohli zajistit, aby dvé kruznice mély stejné velkou tétivu? Zkus
si jednu kruznici v roviné vhodné posunout.
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